
Chapitre 3 : Méthode des moindres carrés

Méthode des moindres carrés



I. Introduction

Soit N ∈ N “grand” et

N = {(x0, y0), . . . , (xN , yN)}

un nuage de points de R2 d’abscisses deux à deux distinctes.

But : Approcher N au sens des moindres carrés par un polynôme
de Rm[X ] avec m << N.
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II. Approximation au sens des moindres carrés

Soit m ∈ N tel que m ≤ N. Soit S ∈ Rm[X ].

Définition 1
On dit que S est une solution d’ordre m au problème des moindres carrés
associé à N si

N∑
i=0

(
yi − S(xi)

)2
= min

{ N∑
i=0

(
yi − R(xi)

)2 | R ∈ Rm[X ]

}
.

Nous allons montrer qu’une telle solution
existe,
est unique,
peut être déterminée explicitement.
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II. Approximation au sens des moindres carrés

Pour P,Q ∈ RN [X ], on note 〈P,Q〉 :=
N∑

i=0
P(xi)Q(xi).

Proposition 2

L’application 〈·, ·〉 : RN [X ]× RN [X ] → R
(P,Q) 7→ 〈P,Q〉 est un produit

scalaire.

On note
‖ · ‖ la norme euclidienne associée à 〈·, ·〉,
d la distance euclidienne associée à 〈·, ·〉.

Remarque
Si on note PN le polynôme d’interpolation des points de N , on a, pour
tout R ∈ Rm[X ] ⊂ RN [X ],

N∑
i=0

(
yi − R(xi)

)2
= d(PN ,R)2.
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II. Approximation au sens des moindres carrés

Proposition 3
S est une solution d’ordre m au problème des moindres carrés associé à
N ssi

d(PN ,S) = min {d(PN ,R) | R ∈ Rm[X ]} = d
(
PN , pRm[X ](PN )

)
ssi

S = pRm[X ](PN ).
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III. Calcul de la solution au problème des moindres carrés

Si S = a0 + a1X + · · ·+ amXm, on note V :=

a0
...

aN

 ∈ Mm+1,1(R).

Proposition 4
S est la solution d’ordre m au problème des moindres carrés associé à N
ssi

tCCV = tCY

où

C :=

1 x0 · · · xm
0

...
...

. . .
...

1 xN · · · xm
N

 et Y :=

y0
...

yN

 .

Remarque : tCC ∈ Mm+1(R) est inversible et le vecteur colonne des
coordonnées du polynôme pRm[X ](PN ) dans la base {1,X , . . . ,Xm} de
Rm[X ] est donc (tCC

)−1 tCY .
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III. Calcul de la solution au problème des moindres carrés

Exemple :

La droite de régression linéaire associée à N est le polynôme

a0 + a1X

où

a0 =

( N∑
i=0

x2
i

)( N∑
i=0

yi

)
−

( N∑
i=0

xi

)( N∑
i=0

xiyi

)

(N + 1)
N∑

i=0
x2

i −

( N∑
i=0

xi

)2

et

a1 =

−

( N∑
i=0

xi

)( N∑
i=0

yi

)
+ (N + 1)

( N∑
i=0

xiyi

)

(N + 1)
N∑

i=0
x2

i −

( N∑
i=0

xi

)2 .
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