Chapitre 3 : Méthode des moindres carrés
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|. Introduction

Soit N € N “grand” et

N = {(x0,¥0), .-, (xn, yn)}

un nuage de points de R? d’abscisses deux a deux distinctes.

But : Approcher N au sens des moindres carrés par un polynéme
de R[X] avec m << N.
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N

N
> (- S0 =i {32 s R | R b}
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Définition 1

On dit que S est une solution d'ordre m au probleme des moindres carrés
associé a N\ si

N N
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i=0 i=0

Nous allons montrer qu'une telle solution

Méthode des moindres carrés



[l. Approximation au sens des moindres carrés

Soit m € N tel que m < N. Soit S € R,[X].

Définition 1

On dit que S est une solution d'ordre m au probleme des moindres carrés
associé a N\ si

N N
Z (y,- — S(X,-))2 = min {Z (y,- — R(X;))2 | R € Ry[X] } .

i=0 i=0

Nous allons montrer qu'une telle solution

@ existe,

Méthode des moindres carrés



[l. Approximation au sens des moindres carrés

Soit m € N tel que m < N. Soit S € R,[X].

Définition 1

On dit que S est une solution d'ordre m au probleme des moindres carrés
associé a N\ si

N N
Z (y,- — S(X,-))2 = min {Z (y,- — R(X;))2 | R € Ry[X] } .

i=0 i=0

Nous allons montrer qu'une telle solution
@ existe,

@ est unique,

Méthode des moindres carrés



[l. Approximation au sens des moindres carrés

Soit m € N tel que m < N. Soit S € R,[X].

Définition 1

On dit que S est une solution d'ordre m au probleme des moindres carrés
associé a N\ si

N N
Z (y,- — S(X,-))2 = min {Z (y,- — R(X;))2 | R € Ry[X] } .

i=0 i=0

Nous allons montrer qu'une telle solution
@ existe,
@ est unique,

@ peut étre déterminée explicitement.
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Pour P, Q € Ry[X], on note (P, Q) : ZP x)Q

Proposition 2

Ry[X] x Ry[X] — R

L'application (-, ) : est un produit
Pp <a > (P,Q) N <P,Q> p
scalaire.
On note
@ || - || la norme euclidienne associée a (-, ),

e d la distance euclidienne associée a (-, -).

Remarque

Si on note Py le polyndme d'interpolation des points de A/, on a, pour
tout R € R,[X] € Ry[X],

N

>~ (vi - R(x))* = d(Py, R)%.
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S est une solution d’ordre m au probléme des moindres carrés associé a
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[l. Approximation au sens des moindres carrés

S est une solution d’ordre m au probléme des moindres carrés associé a

N ssi
d(Px,S) = min{d(Px,R) | R € Ru[X]} = d (Pn, pr,px)(Py))

S = pr,ix1(Pn)-
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a0
SiS=a+aX+ --+apX", onnote V:i=| ! | € Mpni1:1(R).

ay

S est une solution d’ordre m au probléme des moindres carrés associé a

N ssi

‘CCVv ='CY
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a0
SiS=a+aX+ --+apX", onnote V:i=| ! | € Mpni1:1(R).

ay

Proposition 4

S est une solution d’ordre m au probléme des moindres carrés associé a
N ssi
tCcv =tcy
ou
1 xo xg" Yo
C:= et Y =
1 xy XN YN
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a0
SiS=a+aX+ --+apX", onnote V:i=| ! | € Mpni1:1(R).

ay

Proposition 4

S est une solution d’ordre m au probléme des moindres carrés associé a
N ssi
tCcv =tcy
ou
1 xo xg" Yo
= : et Y=
1 xy XN YN

Remarque : 'CC € Mp,11(R) est inversible
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a0
SiS=a+aX+ --+apX", onnote V:i=| ! | € Mpni1:1(R).

ay

Proposition 4

S est une solution d’ordre m au probléme des moindres carrés associé a
N ssi
tCcv =tcy
ou
1 X Xg Yo
C=1]: : . et Y:=|:
1 xyv - Xy YN

Remarque : 'CC € Mp,11(R) est inversible et le vecteur colonne des
coordonnées du polynéme pg_ (x](Pxr) dans la base {1, X,..., X"} de
Rm[X] est donc
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a0
SiS=a+aX+ --+apX", onnote V:i=| ! | € Mpni1:1(R).

ay

Proposition 4

S est une solution d’ordre m au probléme des moindres carrés associé a
N ssi
tCcv =tcy
ou
1 X Xg Yo
C=1]: : . et Y:=|:
1 xyv - Xy YN

Remarque : 'CC € Mp,11(R) est inversible et le vecteur colonne des
coordonnées du polynéme pg_ (x](Pxr) dans la base {1, X,..., X"} de
Rm[X] est donc

(tcc)trey.
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Exemple : La droite de régression linéaire associée a A\ est le polynéme

ag + a1 X

& = N . N <;_0
(N+1) 5P — (Zx,)
i=0 i=0
et
N N N
- (Z x,-> (ZM‘) +(N+1) (Z X,y,>
a = i=0 I:ON - 1220
(N+1)D %2 - <Zx>
i=0 i=0
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