Chapitre 4 : Intégration numérique
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|. Introduction

Soient a, b € R tels que a < b et f : [a, b] — R une fonction
Riemann-intégrable.

b
But : Approcher / f(t)dt par une expression facilement calculable.
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Une formule de quadrature sur [a, b] est une forme linéaire

J: RI([a, b]) — R.

Intégration numérique



Il. Formules de quadrature

On note RZ(][a, b]) le R-ev des fonctions Riemann-intégrables sur [a, b].

Définition 1

Une formule de quadrature sur [a, b] est une forme linéaire

J: RI([a, b]) — R.

Exemple :

Intégration numérique



Il. Formules de quadrature

On note RZ(][a, b]) le R-ev des fonctions Riemann-intégrables sur [a, b].

Définition 1

Une formule de quadrature sur [a, b] est une forme linéaire

J: RI([a, b]) — R.

Exemple : Soient Xg,..., A\, €R, xq,..., X, € [a, b].
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Il. Formules de quadrature

On note RZ(][a, b]) le R-ev des fonctions Riemann-intégrables sur [a, b].

Définition 1

Une formule de quadrature sur [a, b] est une forme linéaire

J: RI([a, b]) — R.

Exemple : Soient Ag,..., A\, €R, xo,..., X, € [a, b]. L'application
RZ([a,b]) — R
n
f — Z )\,’f(X,')
i=0

est une formule de quadrature sur [a, b].
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Il. Formules de quadrature

Soient ¢y, ..., c, € [a, b] des centres deux a deux distincts, et
{Lo,...,L,} la base de Lagrange associée.

Définition 2

La formule de quadrature

RI([a,b]) — R

JE o ~( [
R / Li(t)dt | g(c)
. 0 a

=

Intégration numérique



Il. Formules de quadrature

Soient ¢y, ..., c, € [a, b] des centres deux a deux distincts, et
{Lo,...,L,} la base de Lagrange associée.

Définition 2

|

La formule de quadrature

RZI([a,b]) — R

S Z(/ t)dt) &(c)

est appelée formule de quadrature de Lagrange associée aux
centres ¢p, ..., Cp.
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Il. Formules de quadrature

Soient ¢y, ..., c, € [a, b] des centres deux a deux distincts, et
{Lo,...,L,} la base de Lagrange associée.

La formule de quadrature

RZI([a,b]) — R

S Z(/ t)dt) &(c)

est appelée formule de quadrature de Lagrange associée aux
centres ¢p, ..., Cp.

Proposition 3

On a

b
oD = [ Pro..a(tie
a

v
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Il. Formules de quadrature

Proposition 3

On a

b
BLo(f)= / Prer. c(t)dt
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Il. Formules de quadrature

Proposition 3

On a

b
BLo(f)= / Prer. c(t)dt

Conséquence : Si f € C"1([a, b]),
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Il. Formules de quadrature

Proposition 3

On a

b
BLo(f)= / Prer. c(t)dt

Conséquence : Si f € C""([a, b]), on a

il

0,[a,b]

< (b— gy Neofab]
< (b-2a) (Nt 1) xelos

b
/ F(e)de— JE . (F)

H(x - )
0

=
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Il. Formules de quadrature

Proposition 3

On a

b
co, 7c,,(f-) / Pf,CU,A..,c,,(t)dt

Conséquence : Si f € C""([a, b]), on a

b L [Fr D] [a,b] -
f(t)dt — Al < (b-a)——=27 — ¢
| reae= s (0] < (bt ma [Tex—e)
(b—a)"* H F(n+1) H .
(n+1) J[a,b]

Intégration numérique



Il. Formules de quadrature

Proposition 3

On a

b
co, 7c,,(f-) / Pf,CU,A..,c,,(t)dt

Conséquence : Si f € C""([a, b]), on a

b L [Fr D] [a,b] -
f(t)dt — Al < (b-a)——=27 — ¢
| reae= s (0] < (bt ma [Tex—e)
(b—a)"* H F(n+1) H .
(n+1) J[a,b]
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Il. Formules de quadrature

Proposition 3

On a

b
co, 7c,,(f-) / Pf,CU,A..,c,,(t)dt

Conséquence : Si f € C""([a, b]), on a

b L [Fr D] [a,b] -
f(t)dt — Al < (b-a)——=27 — ¢
| reae= s (0] < (bt ma [Tex—e)
(b—a)"* H F(n+1) H .
(n+1) J[a,b]

Mais : cela n’assure pas la convergence vers / f(t)dt!
a
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Il. Formules de quadrature

Si les centres cg, . . ., ¢, sont équirépartis sur [a, b],
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Il. Formules de quadrature

Si les centres co, . . ., ¢, sont équirépartis sur [a, b], pour tout

i€{0,...,n},
/ab Lno—i(t)dt = /ab Li(t)dt,
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Il. Formules de quadrature

Si les centres co, . . ., ¢, sont équirépartis sur [a, b], pour tout

i€{0,...,n},
/abLn( )dt:/bL(t)dt

et /abL,-(t)dt—bn :I(n—, / H u—j

Jj=0, j#i
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Il. Formules de quadrature

Soit J une formule de quadrature sur [a, b].
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Il. Formules de quadrature

Soit J une formule de quadrature sur [a, b].

Définition 5

On appelle ordre d'exactitude de J le plus grand entier r € N tel que

VP e R,[X], J(P) _/b P(t)dt.
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Il. Formules de quadrature

Soit J une formule de quadrature sur [a, b].

Définition 5

On appelle ordre d'exactitude de J le plus grand entier r € N tel que

VP e R,[X], J(P) _/b P(t)dt.

Exemple : JCLO,...,C,, est d’ordre d'exactitude au moins n.
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On considére une subdivision (xg, ..., x,) de [a, b] :

a=xp<---<Xxp,=b.
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[1l. Méthodes composées

On considére une subdivision (xg, . .., x,) de [a, b] :
a=xp<---<Xxp,=b.
On appelle pas de la subdivision (xp, ...,X,) le réel

maxXx Xi+1 — Xi.
i€{0,...,n—1}
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[1l. Méthodes composées

On considére une subdivision (xg, ..., x,) de [a, b] :

a=xp<---<Xxp,=b.

On appelle pas de la subdivision (xg, ..., x,) le réel
maxXx Xi+1 — Xi.
i€{0,...,n—1}

Pour tout i € {0,...,n— 1}, soit J; une formule de quadrature
sur [x;, Xiy1].
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[1l. Méthodes composées

On considére une subdivision (xg, ..., x,) de [a, b] :

a=xp<---<Xxp,=b.

On appelle pas de la subdivision (xp, ...,X,) le réel
maxXx Xi+1 — Xi.
i€{0,...,n—1}
Pour tout i € {0,...,n— 1}, soit J; une formule de quadrature

sur [x;, Xiy1].

Proposition et Définition 6

L'application
RZ([a,b]) — R
n—1
g = ZJi (g\[XhXiH])
i=0

v
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[1l. Méthodes composées

On considére une subdivision (xg, ..., x,) de [a, b] :

a=xp<--<X,=b.

On appelle pas de la subdivision (xp, ...,X,) le réel
maxXx Xi+1 — Xi.
i€{0,...,n—1}
Pour tout i € {0,...,n— 1}, soit J; une formule de quadrature

sur [x;, Xiy1].

Proposition et Définition 6

L'application
RZ([a,b]) — R
n—1
g = ZJi (g\[XhXiH])
i=0

est une formule de quadrature sur [a, b], appelée formule de quadrature
composée a partir de Jo, ..., Jp_1.

<
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[1l. Méthodes composées

Exemple :
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[1l. Méthodes composées

Exemple : Pour i € {0,...,n — 1}, soit ¢; € [x;, Xi11]
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[1l. Méthodes composées

Exemple : Pour i € {0,...,n— 1}, soit ¢; € [x;, xi+1] et considérons
I"application

RI([X,',XH_:L]) — R

Ji i - / T F(e)dE = F(6) (i1 — X))
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[1l. Méthodes composées

Exemple : Pour i € {0,...,n— 1}, soit ¢; € [x;, xi+1] et considérons
I"application
RI([X,',XH_:L]) — R
J,' .

Xit+1
f — / f(c)dt = f(ci)(xiq1 — xi)

La formule de quadrature composée a partir de Jy, ..., J,_1 est
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[1l. Méthodes composées

Exemple : Pour i € {0,...,n— 1}, soit ¢; € [x;, xi+1] et considérons
I"application
RI([X,', X,'+1]) — R
J' . Xi+1
h f — / f(C,')dt = f(C,')(XH_l — X,')
La formule de quadrature composée a partir de Jy, ..., J,_1 est
RZ([a,b]) — R
J . n—1 Xit1 n—1
€0reesCn1 f — Z/ f(C,)dt = Z f(C,')(X,‘+]_ — X,')
i=0 VXi i=0
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[1l. Méthodes composées

Jagsocrn (F) = 00 F(€i) (Xi1 — X))

e SiVie{0,...,n—1}, ¢ = x;,
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[1l. Méthodes composées

Jagsocrn (F) = 00 F(€i) (Xi1 — X))

o SiVie{0,...,n—1}, ¢ :=x;, Ry := Jx,... x,_, st appelée

méthode des rectangles a gauche :
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[1l. Méthodes composées

Jagsocrn (F) = 00 F(€i) (Xi1 — X))

o SiVie{0,...,n—1}, ¢ :=x;, Ry := Jx,... x,_, st appelée

n—1
méthode des rectangles a gauche : R, (f) = Z (i) (xi41 — Xxi)-
i=0
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[1l. Méthodes composées

Jagsocrn (F) = 00 F(€i) (Xi1 — X))

o SiVie{0,...,n—1}, ¢ :=x;, Ry := Jx,... x,_, st appelée

n—1
méthode des rectangles a gauche : R, (f) = Z (i) (xi41 — Xxi)-
i=0

] SiViE{O,...,n—l}, Ci i = Xjt1,
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[1l. Méthodes composées

Jagsocrn (F) = 00 F(€i) (Xi1 — X))

o SiVie{0,...,n—1}, ¢ :=x;, Ry := Jx,... x,_, st appelée

n—1
méthode des rectangles a gauche : R, (f) = Z (i) (xi41 — Xxi)-
i=0

@ SiVie{0,...,n—1}, ¢ := xit1, Ry := Jx,.. x, €st appelée

méthode des rectangles a droite :
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[1l. Méthodes composées

Jagsocrn (F) = 00 F(€i) (Xi1 — X))

o SiVie{0,...,n—1}, ¢ :=x;, Ry := Jx,... x,_, st appelée
n—1

méthode des rectangles a gauche : R, (f) = Z (i) (xi41 — Xxi)-

e SiVie{0,...,n—1}, ¢ :=x;11, Ry := th . est appelée

méthode des rectangles a droite : Ry(f) = Z f(Xit1)(Xit1 — xi).
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[1l. Méthodes composées

Jagsocrn (F) = 00 F(€i) (Xi1 — X))

o SiVie{0,...,n—1}, ¢ :=x;, Ry := Jx,... x,_, st appelée
n—1

méthode des rectangles a gauche : R, (f) = Z (i) (xi41 — Xxi)-

e SiVie{0,...,n—1}, ¢ :=x;11, Ry := th . est appelée

méthode des rectangles a droite : Ry(f) = Z f(Xit1)(Xit1 — xi).

o Sivie{0,. . n—1}, ¢ = Xtxa

1
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[1l. Méthodes composées

Jagsocrn (F) = 00 F(€i) (Xi1 — X))

o SiVie{0,...,n—1}, ¢ :=x;, Ry := Jx,... x,_, st appelée
n—1

méthode des rectangles a gauche : R, (f) = Z (i) (xi41 — Xxi)-

e SiVie{0,...,n—1}, ¢ :=x;11, Ry := th . est appelée

méthode des rectangles a droite : Ry(f) = Z f(Xit1)(Xit1 — xi).

e Sivie{0,...,n—1}, ¢ = % Rm = Jq,....c,_, est appelée
méthode des points milieux :
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[1l. Méthodes composées

Jagsocrn (F) = 00 F(€i) (Xi1 — X))

o SiVie{0,...,n—1}, ¢ :=x;, Ry := Jx,... x,_, st appelée
n—1

méthode des rectangles a gauche : R, (f) = Z (i) (xi41 — Xxi)-

e SiVie{0,...,n—1}, ¢ :=x;11, Ry := th . est appelée

méthode des rectangles a droite : Ry(f) = Z f(Xit1)(Xit1 — xi).

e Sivie{0,...,n—1}, ¢ = % Rm = Jq,....c,_, est appelée
méthode des points milieux :

Rn(f) = f f (X—|—2x+1> i1 — ).

i=0
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[1l. Méthodes composées

Jagsocrn (F) = 00 F(€i) (Xi1 — X))

o SiVie{0,...,n—1}, ¢ :=x;, Ry := Jx,... x,_, st appelée
n—1

méthode des rectangles a gauche : R, (f) = Z (i) (xi41 — Xxi)-

e SiVie{0,...,n—1}, ¢ :=x;11, Ry := th . est appelée

méthode des rectangles a droite : Ry(f) = Z f(Xit1)(Xit1 — xi).

e Sivie{0,...,n—1}, ¢ = % Rm = Jq,....c,_, est appelée
méthode des points milieux :

Rn(f) = f f (X—|—2x+1> i1 — ).

i=0

Remarque : R; et Ry sont d'ordre d’exactitude 0.
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[1l. Méthodes composées

On suppose que la subdivision (xg, ..., X,) de [a, b] est réguliére
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[1l. Méthodes composées

On suppose que la subdivision (xg, ..., x,) de [a, b] est réguliére i.e.
Vie{0,...,n—1}, xjp1 = x + 22

n
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[1l. Méthodes composées

On suppose que la subdivision (xg, ..., x,) de [a, b] est réguliére i.e.
Vie{0,...,n—1}, xip1=x+ b;a . le pas de (xp, ..., Xp) est
hy, = b=2a,

n
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[1l. Méthodes composées

On suppose que la subdivision (xg, ..., x,) de [a, b] est réguliére i.e.
vie{0,...,n—1}, x,+1—x,—|—bna . le pas de (xp, ..., Xp) est
h, == b-a

Proposition 8

Si f e C'([a, b)),
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[1l. Méthodes composées

On suppose que la subdivision (xg, ..., x,) de [a, b] est réguliére i.e.
Vie{0,...,n—1}, xip1=x+ b;a . le pas de (xp, ..., Xp) est
h, = b=2

Proposition 8

Si f € CY([a, b]), on a

< (b= a)hp 'l o fap -

b
JcO,.A.,cn,l(f)—/ f(t)dt
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[1l. Méthodes composées

On suppose que la subdivision (xg, ..., x,) de [a, b] est réguliére i.e.
Vie{0,...,n—1}, xip1=x+ b;a . le pas de (xp, ..., Xp) est
h, = b=2

Proposition 8

Si f € CY([a, b]), on a

b
JcO,.A.,cn,l(f)—/ f(t)dt

< (b= a)hp 'l o fap -

Remarque :
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[1l. Méthodes composées

On suppose que la subdivision (xg, ..., x,) de [a, b] est réguliére i.e.
Vie{0,...,n—1}, xip1=x+ b;a . le pas de (xp, ..., Xp) est
h, = b=2

Proposition 8

Si f € CY([a, b]), on a

b
JcO,.A.,cn,l(f)—/ f(t)dt

< (b= a)hp 'l o fap -

b
Remarque : Jon  cn  —— f(t)dt

c
Tl onsdoo f
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[1l. Méthodes composées

On suppose que la subdivision (xg, ..., x,) de [a, b] est réguliére i.e.
Vie{0,...,n—1}, xip1=x+ b;a . le pas de (xp, ..., Xp) est
h, = b=2

Proposition 8

Si f € CY([a, b]), on a

b
Jco,.i.,cn,l(f)—/ f(t)de

< (b= a)hp 'l o fap -

b
Remarque : Jon  cn  —— f(t)dt

c
Tl onsdoo f

Proposition 9

Si f € CY([a,b]) et J = R, ou Ry, on a
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[1l. Méthodes composées

On suppose que la subdivision (xg, ..., x,) de [a, b] est réguliére i.e.
Vie{0,...,n—1}, xip1=x+ b;a . le pas de (xp, ..., Xp) est
h, = b=2

Proposition 8

Si f € CY([a, b]), on a

b
Jco,.i.,cn,l(f)—/ f(t)de

< (b= a)hp 'l o fap -

b
Remarque : Jon  cn  —— f(t)dt

c
Tl onsdoo f

Proposition 9

Si f € CY([a,b]) et J = R, ou Ry, on a

b—
2

a
< hi 1] oo a, ) -

J(F) — /b F(t) dt
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[1l. Méthodes composées

Proposition 10

Si f € C%([a, b]),
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[1l. Méthodes composées

Proposition 10

Si f € C?([a, b]), on a

b—a
24 hﬁ ||f//||oo,[a,b] :

Rn(f) — /b f(t)dt

<
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V. Méthodes composées de Newton-Cotes
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V. Méthodes composées de Newton-Cotes

Soit d € N\ {0}.
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V. Méthodes composées de Newton-Cotes

Soit d € N\ {0}.
Soit i € {0,...,n—1}.
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V. Méthodes composées de Newton-Cotes

Soit d € N\ {0}.

Soit i € {0,...,n—1}. Pour tout j € {0,...,d}, on note
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V. Méthodes composées de Newton-Cotes

Soit d € N\ {0}.
Soit i € {0,...,n—1}. Pour tout j € {0,...,d}, on note

Xikl — X
Cij = Xi +JT
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V. Méthodes composées de Newton-Cotes

Soit d € N\ {0}.

Soit i € {0,...,n—1}. Pour tout j € {0,...,d}, on note

Xit1 — Xi h
C,"J' Z:X,'+_]7’+1d ! :X,'+_/Fn,
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V. Méthodes composées de Newton-Cotes

Soit d € N\ {0}.

Soit i € {0,...,n—1}. Pour tout j € {0,...,d}, on note

Xiyl — X hp
Cij = Xi"‘Jid :Xi+ng
puis
Jy = JL
d,i = Ci,05-+,Ci,d "
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V. Méthodes composées de Newton-Cotes

Soit d € N\ {0}.

Soit i € {0,...,n—1}. Pour tout j € {0,...,d}, on note

Xiyl — X hp
Cij = Xi"‘Jid :Xi+ng
puis
Jy = JL
d,i = Ci,05-+,Ci,d "

Définition 11

La formule de quadrature Jy sur [a, b] composée a partir de
Jd,0,---,Jd,n—1 est appelée méthode de Newton-Cotes d'ordre d.
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V. Méthodes composées de Newton-Cotes

Soit d € N\ {0}.

Soit i € {0,...,n—1}. Pour tout j € {0,...,d}, on note

Xiyl — X hp
Cij =X +JT =X +J77
puis
Jy = JL
d,i = Ci,05-+,Ci,d "

Définition 11
La formule de quadrature Jy sur [a, b] composée a partir de

Jd,0,---,Jd,n—1 est appelée méthode de Newton-Cotes d'ordre d.
On a
n—-1 d Xit+1
sz, () =23 ([ istoae) s
i=0 j=0 Xi
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V. Méthodes composées de Newton-Cotes

Soit d € N\ {0}.

Soit i € {0,...,n—1}. Pour tout j € {0,...,d}, on note

Xiyl — X hp
Cij = Xi"‘Jid :Xi+ng
puis
Jy = JL
d,i = Ci,05-+,Ci,d "

Définition 11

La formule de quadrature Jy sur [a, b] composée a partir de
Jd,0,---,Jd,n—1 est appelée méthode de Newton-Cotes d'ordre d.

On a

n—1 d

n—1 Xit+1
= ZJd,i (fipxirsa]) ZZ (/ Li,j(f)dt) f(cij)
i=0 i=0 j X

i

ou, pour i € {0,...,n—1}, {L;o,...,L; 4} la base de Lagrange associée
aux centres Cjo,...,Cid-
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V. Méthodes composées de Newton-Cotes

n—1 d

ZJd, (Fpgwenal) = D D (/:+1 Li,j(f)df) f(cij)

i=0 j=0
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V. Méthodes composées de Newton-Cotes

ZJ"’ (fibex1) ZZ (/ - Li,j(f)dt) f(ci)

Xit+1
Siie{0,...,n—1}etje{0,...,d}, on note wj; ::/ L;j(t)dt.

i
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V. Méthodes composées de Newton-Cotes

n—1 n—1 d Xit1
)= Jai (fips) ZZ (/ Li,j(f)df) f(ci)
i=0 i=0 j= Xi
Xit+1
Siie{0,...,n—1}etje{0,...,d}, on note wj; ::/ L;j(t)dt.
Alors : i
hy (—1)¢ /
b — (u—k)du
d ji(d =)o ety T
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V. Méthodes composées de Newton-Cotes

n—1 n—1 d Xit1
)= Jai (fips) ZZ (/ Li,j(f)df) f(ci)
i=0 i=0 j= Xi
Xit+1
Siie{0,...,n—1}etje{0,...,d}, on note wj; ::/ L;j(t)dt.
Alors : K
hy (—1)¢ /
b — (u—k)du
d ji(d =)o ety T

et w; := wj; est donc indépendant de i.
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V. Méthodes composées de Newton-Cotes

n—1 n—1 d Xit1
)= Jai (fips) ZZ (/ Li,j(f)df) f(ci)
i=0 i=0 j= Xi
Xit+1
Siie{0,...,n—1}etje{0,...,d}, on note wj; ::/ L;j(t)dt.
Alors : K
hy (—1)¢ /
b — (u—k)du
d ji(d =)o ety T

et w; := wj; est donc indépendant de i.

5 /W
Si on note wj =,
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V. Méthodes composées de Newton-Cotes

n—1 n—1 d Xit1
)= Jai (fips) ZZ (/ Li,j(f)df) f(ci)
i=0 i=0 j= Xi
Xit+1
Siie{0,...,n—1}etje{0,...,d}, on note wj; ::/ L;j(t)dt.
Alors : K
hy (—1)¢ /
b — (u—k)du
d ji(d =)o ety T

et w; := wj; est donc indépendant de i.

Si on note wJ’- = % wJ’- est indépendant de n.
n
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V. Méthodes composées de Newton-Cotes

n—1 n—1 d Xit1
)= Jai (fips) ZZ (/ Li,j(f)df) f(ci)
i=0 i=0 j= Xi
Xit+1
Siie{0,...,n—1}etje{0,...,d}, on note wj; ::/ L;j(t)dt.
Alors : K
hy (—1)¢ /
b — (u—k)du
d ji(d =)o ety T

et w; := wj; est donc indépendant de i.

Si on note wJ’- = % wJ’- est indépendant de n.
n

Les nombres wy, . ..,wy sont appelés les poids de la méthode Jy.
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V. Méthodes composées de Newton-Cotes

n—1 n—1 d Xit1
)= Jai (fips) ZZ (/ Li,j(f)df) f(ci)
i=0 i=0 j= Xi
Xit+1
Siie{0,...,n—1}etje{0,...,d}, on note wj; ::/ L;j(t)dt.
Alors : K
hn ( 1)9— /
Wh = (u—k)du
7 d i (d =) o )

k=0, k#j
et w; := wj; est donc indépendant de i.

Si on note wJ’- = % wJ’- est indépendant de n.
n

Les nombres wy, . ..,wy sont appelés les poids de la méthode Jy.

Remarque : Vj € {0, ..., d}, wg—j = wj.
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V. Méthodes composées de Newton-Cotes

Proposition 13

Si f € C9+1([a, b)),
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V. Méthodes composées de Newton-Cotes

Proposition 13

Si f € C9+1([a, b)),

< po+t b— H Fd+1) H

/ Fle)de— ()| < I 2

lab]
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V. Méthodes composées de Newton-Cotes

Proposition 13

Si f € C9+1([a, b)),

< po+t b— H (d+1)H

/ F(£)dt — Jy(F) e

lab]

b

Conséquence : J7(f) P f(t)dt.
- n——+oo a
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V. Méthodes composées de Newton-Cotes

Proposition 13

Si f € C9+1([a, b)),

< po+t b— H (d+1)H

/ F(£)dt — Jy(F) e

lab]

b

Conséquence : J7(f) P f(t)dt.
- n——+oo

Proposition 14

Jy est d'ordre d'exactitude au moins d
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V. Méthodes composées de Newton-Cotes

Proposition 13

Si f € C9+1([a, b)),

< po+t b— H (d+1)H

/ F(£)dt — Jy(F) e

lab]

b
Conséquence : Jj(f) —— f(t)dt.

n—-+oo

Proposition 14

Jy est d'ordre d'exactitude au moins d

Remarque :
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V. Méthodes composées de Newton-Cotes

Proposition 13

Si f € C9+1([a, b)),

< po+t b— H Fd+1) H

/ Fle)de— ()| < I 2

lab]

b
Conséquence : Jj(f) —— f(t)dt.

n—-+oo

Proposition 14

Jy est d'ordre d'exactitude au moins d

Remarque : Il est possible de montrer que
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V. Méthodes composées de Newton-Cotes

Proposition 13

Si f € C9+1([a, b)),

< po+t b— H Fd+1) H

/ Fle)de— ()| < I 2

lab]

b
Conséquence : Jj(f) —— f(t)dt.

n—-+oo

Proposition 14

Jy est d'ordre d'exactitude au moins d

Remarque : Il est possible de montrer que

@ si d est impair, Jy est d'ordre d'exactitude d,
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V. Méthodes composées de Newton-Cotes

Proposition 13

Si f € C9+1([a, b)),

< po+t b— H Fd+1) H

/ Fle)de— ()| < I 2

lab]

b
Conséquence : Jj(f) —— f(t)dt.

n—-+oo

Proposition 14

Jy est d'ordre d'exactitude au moins d

Remarque : Il est possible de montrer que
@ si d est impair, Jy est d'ordre d'exactitude d,
@ si d est pair, Jy est d'ordre d'exactitude d + 1.
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V. La méthode des trapezes

Définition 15
La méthode J; est appelée méthode des trapezes.
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V. La méthode des trapezes

Définition 15
La méthode J; est appelée méthode des trapezes.

Ona
Jl(f) = z_: (wof(C,'7o) + wlf(C,'71)) = Z_: (wof(x,-) =+ Wlf(XH-l))-
i=0 i=0
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V. La méthode des trapezes

Définition 15
La méthode J; est appelée méthode des trapezes.
On a

Jl(f) = z_: (wof(C,'7o) + wlf(C,'71)) = Z_: (wof(x,-) =+ Wlf(XH-l))-
i=0 i=0

Proposition 16

h
UJO:UJ]_:?.
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V. La méthode des trapezes

Définition 15

La méthode J; est appelée méthode des trapezes

S 8
o ?
N .
N
N
& ’
.

Jl(f) = z_: (wof(C,'7o) + wlf(C,'71)) = Z_: (wof(x,-) =+ Wlf(XH-l))-
i=0 i=0

Proposition 16

szwlz%.

On a donc
n—1
f(x; —|— f(x;
Q)= 1) )(Xi+1 - Xi)
i=0
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V. La méthode des trapezes

Définition 15

La méthode J; est appelée méthode des trapezes

S 8
o ?
N .
N
N
& ’
.

Jl(f) = z_: (wof(C,'7o) + wlf(C,'71)) = Z_: (wof(x,-) =+ Wlf(XH-l))-
i=0 i=0

Proposition 16

szwlz%.

On a donc

n—1 1

f(x; —|— f(x;
A(f)=) = )(Xf+1 —xi) =3
i=0

(Ra(F) + Rg(f)).
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V. La méthode des trapezes

Définition 15

La méthode J; est appelée méthode des trapezes

S 8
o ?
N .
N
N
& ’
.

Jl(f) = z_: (wof(C,'7o) + wlf(C,'71)) = Z_: (wof(x,-) =+ Wlf(XH-l))-
i=0 i=0

Proposition 16

szwlz%.

On a donc

n—1 1

f(x; —|— f(x;
A(f)=) = )(Xf+1 —xi) =3
i=0

(Ra(F) + Rg(f)).

Remarque : L'ordre d'exactitude de J; est 1.
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VI. La méthode de Simpson

Définition 17
La méthode J, est appelée méthode de Simpson.
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VI. La méthode de Simpson

Définition 17
La méthode J, est appelée méthode de Simpson.

On a

n—1

Jz(f) = . (wof(c;,o) + wlf(c,-,l) + wdf(C,',z)).

Il
o
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VI. La méthode de Simpson

Définition 17
La méthode J, est appelée méthode de Simpson.

On a

Jz(f) = . (wof(c,-,o) + wlf(c,-,l) + wdf(C,',z)).
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VI. La méthode de Simpson

Définition 17
La méthode J, est appelée méthode de Simpson.

On a

n—1

Jz(f) = z_: (wof(c;,o) + wlf(c,-,l) + wdf(C,',z)).

Proposition 18

wozwzz%etw;l:%h,,.

On a donc

n—1
i+ X 1
< (xi)+ 5 f (XQXH> =+ 6f(Xi+1)) (Xit1 — Xi)-

i=0
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VI. La méthode de Simpson

Définition 17
La méthode J, est appelée méthode de Simpson.

On a

n—1

Jz(f) = z_: (wof(c;,o) + wlf(c,-,l) + wdf(C,',z)).

Proposition 18

wozwzz%etw;l:%h,,.

On a donc

b(F) = f <éf(x,-) +5f (X+2X+1> + éf(x,-ﬂ)) (41— x1)-

i=0

Remarque : L'ordre d'exactitude de J, est 3.
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VII. Estimation de |'erreur et noyau de Peano
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VII. Estimation de |'erreur et noyau de Peano

Soit J la formule de quadrature sur [a, b] donnée par

N
J(F) =D Nif(y),
i=0
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VII. Estimation de |'erreur et noyau de Peano

Soit J la formule de quadrature sur [a, b] donnée par

N
J(F) =D Nif(y),
i=0

ol Ao, ..., \w ERety,...,yn € [a, b].
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VII. Estimation de |'erreur et noyau de Peano

Soit J la formule de quadrature sur [a, b] donnée par

N
J(F) =D Nif (),
i=0
ol Ag,..., Ay €ERet yy,...,yn € [a,b]. On note

E(f):= /b f(t)dt — J(f).
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VII. Estimation de |'erreur et noyau de Peano

Soit J la formule de quadrature sur [a, b] donnée par

N
J(F) =D Nif (),
i=0
ol Ag,..., Ay €ERet yy,...,yn € [a,b]. On note
b
E(f) ::/ f(t)dt — J(f).

On a le résultat suivant :
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VII. Estimation de I'erreur et noyau de Peano

Théoreme 19

Soit r € N.
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VII. Estimation de I'erreur et noyau de Peano

Théoreme 19

Soit r € N. On suppose que f € C"™1(]a, b])
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VII. Estimation de I'erreur et noyau de Peano

Théoreme 19

Soit r € N. On suppose que f € C"1([a, b]) et que J est d'ordre
d'exactitude au moins r.
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VII. Estimation de I'erreur et noyau de Peano

Théoreme 19

Soit r € N. On suppose que f € C"1([a, b]) et que J est d'ordre
d'exactitude au moins r. Alors

1

!

E(f) /b K, (t)fr+(t)dt,
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VII. Estimation de I'erreur et noyau de Peano

Théoreme 19

Soit r € N. On suppose que f € C"1([a, b]) et que J est d'ordre
d'exactitude au moins r. Alors

1

!

b
E(f) / K, (t)fr+(t)dt,
ou (2. 5] R
a, —
Ko U7 o B
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VII. Estimation de I'erreur et noyau de Peano

Théoreme 19

Soit r € N. On suppose que f € C"1([a, b]) et que J est d'ordre
d'exactitude au moins r. Alors

1

!

E(f) /b K, (t)fr+(t)dt,

ou
K - [a,b] — R
ot —  E(re)

ou, si t € [a, b],
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VII. Estimation de I'erreur et noyau de Peano

Théoreme 19

Soit r € N. On suppose que f € C"1([a, b]) et que J est d'ordre
d'exactitude au moins r. Alors

1

!

E(f) /b K, (t)fr+(t)dt,

ol
K. - [a,b] — R
Tt = E(Wrr)
ou, si t € [a, b],
[a,b] — R
Yre: (x—t)" six—t>0ie sit<x,

X '—> . . .
sinon I1.e. sl t > Xx.
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VII. Estimation de |'erreur et noyau de Peano

Corollaire 20
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VII. Estimation de |'erreur et noyau de Peano

Corollaire 20

Avec les mémes hypotheses,
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VII. Estimation de |'erreur et noyau de Peano

Corollaire 20

Avec les mémes hypotheses,

F N oy
B < =8 [
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VII. Estimation de |'erreur et noyau de Peano

On suppose que J = Jg avec d € N\ {0},
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VII. Estimation de |'erreur et noyau de Peano

On suppose que J = Jg avec d € N\ {0}, et on note r 'ordre
d’'exactitude de Jy.
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VII. Estimation de |'erreur et noyau de Peano

On suppose que J = Jg avec d € N\ {0}, et on note r 'ordre
d’'exactitude de Jy. On a :
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VII. Estimation de |'erreur et noyau de Peano

On suppose que J = Jg avec d € N\ {0}, et on note r 'ordre
d’'exactitude de Jy. On a :

/abK(tdt—n/ (/ bruly)dy - Zw,wru<)>

Intégration numérique



VII. Estimation de |'erreur et noyau de Peano

On suppose que J = Jg avec d € N\ {0}, et on note r 'ordre
d’'exactitude de Jy. On a :

/abK(tdt—n/ (/ bruly)dy - Zw,wru<)>

Exemples :
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VII. Estimation de |'erreur et noyau de Peano

On suppose que J = Jg avec d € N\ {0}, et on note r 'ordre
d’'exactitude de Jy. On a :

/abK(tdt—n/ (/ bruly)dy - Zw,wru<)>

Exemples :

e Sid=1,
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VII. Estimation de |'erreur et noyau de Peano

On suppose que J = Jg avec d € N\ {0}, et on note r 'ordre
d’'exactitude de Jy. On a :

/abK(tdt—n/ (/ bruly)dy - Zw,wru<)>

Exemples :

b
e Si d:l,/ Ki(t)dt = —

(b—a)’
12n2
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VII. Estimation de |'erreur et noyau de Peano

On suppose que J = Jg avec d € N\ {0}, et on note r 'ordre
d’'exactitude de Jy. On a :

/abK(tdt—n/ (/ bruly)dy - Zw,wru<)>

Exemples :
b (b—a)®
e Sid=1, / Ki(t)dt = —
5 12n2
e Sid=2,
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VII. Estimation de |'erreur et noyau de Peano

On suppose que J = Jg avec d € N\ {0}, et on note r 'ordre
d’'exactitude de Jy. On a :

/abK(tdt—n/ (/ bruly)dy - Zw,wru<)>

Exemples :
b (b—a)®
e Sid=1, / Ki(t)dt = —
2\ 12n2 i
, (b—a)
e Sid=2, Ks(t)dt = ————
R 480n*
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VII. Estimation de |'erreur et noyau de Peano

On suppose que J = Jg avec d € N\ {0}, et on note r 'ordre
d’'exactitude de Jy. On a :

/abK(tdt—n/ (/ bruly)dy - Zw,wru<)>

Exemples :
b (b—a)®
e Sid=1, / Ki(t)dt = —
2\ 12n2 i
(b—2a)
e Sid=2, Ks(t)dt =
R 480n*
Remarque
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VII. Estimation de |'erreur et noyau de Peano

On suppose que J = Jg avec d € N\ {0}, et on note r 'ordre
d’'exactitude de Jy. On a :

/abK(tdt—n/ (/ bruly)dy - Zw,wru<)>

Exemples :

b )3
o Sidzl,/ Kl(t)dt:—(blznz)

b 5
b —

Remarque

Il est possible de montrer que K, est de signe constant,
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VII. Estimation de |'erreur et noyau de Peano

On suppose que J = Jg avec d € N\ {0}, et on note r 'ordre
d’'exactitude de Jy. On a :

/abK(tdt—n/ (/ bruly)dy - Zw,wru<)>

Exemples :

b )3
o Sidzl,/ Kl(t)dt:—(blznz)

b 5
b —

Remarque

Il est possible de montrer que K, est de signe constant, et donc

/ab K (1)] dt =

Intégration numérique

b
K (t)dt|.




VII. Estimation de |'erreur et noyau de Peano

Conséquences :
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VII. Estimation de |'erreur et noyau de Peano

Conséquences :

e Si f € C%([a, b]),
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VII. Estimation de |'erreur et noyau de Peano

Conséquences :

e Si f € C%([a, b]),

/b F(t)dt — h(f)| < (blgan Hf@)HOO

Jla.b]
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VII. Estimation de |'erreur et noyau de Peano

Conséquences :

o Si f €C%([a, b)), /b F(t)dt — K(F)| < (b1;n2)3 Hf(z)Hoo

Jla.b]

o Si f € C*([a, b)),
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VII. Estimation de |'erreur et noyau de Peano

Conséquences :

el
12n2 f

o Si f € C%([a, b)), /b F(t)dt — A(F)| <

b
/ F(£)dt — h(F)| <

oo.,[a,b].

o Si f € C*([a, b)),

< o 7).
- 2880n4

Jfa.b]
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VII. Estimation de |'erreur et noyau de Peano

Conséquences :
b
. 2 B (b—a) 2)
o Si f € C2([a, b)), / F(e)de = h(F)| < 22 | f HOO_’[a’b].
o Si f € C*([a, b)) /b Ft)ae — ()| < L= H <4>H
! 200 ] 2= 2880n4 o8]

On a en fait la généralisation suivante :
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VII. Estimation de |'erreur et noyau de Peano

Conséquences :

e Si f € C%([a, b]),

[ e o] < B e

Jla.b]

o 17l
2880n* o0o,[a,b]

o Sif € C¥([a, b]), <

b
/ f(t)dt — h(f)
a
On a en fait la généralisation suivante :

Théoreme 22

b C(b—ay*? 1 R
/a' Kr(t)dt = nr+1 ((r+ 1)(I’+2) - dr+1(r+ 1) J:ZOWJJ +1>

v
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VII. Estimation de |'erreur et noyau de Peano

Conséquences :

e Si f € C%([a, b]),

[ e o] < B e

Jla.b]

o 17l
2880n* o0o,[a,b]

o Sif € C¥([a, b]), <

b
/ f(t)dt — h(f)
a
On a en fait la généralisation suivante :

Théoreme 22

b C(b—ay*? 1 R
/a' Kr(t)dt = nr+1 ((r+ 1)(I’+2) - dr+1(r+ 1) J:ZOWJJ +1>

et, si f € C""Y([a, b]),

v
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VII. Estimation de |'erreur et noyau de Peano

Conséquences :

e Si f € C%([a, b]),

[ e o] < B e

Jla.b]

o 17l
2880n* o0o,[a,b]

o Sif € C¥([a, b]), <

/b f(t)dt — h(f)

On a en fait la généralisation suivante :

Théoreme 22

b C(b—ay*? 1 R
/a' Kr(t)dt = nr+1 ((r+ 1)(I’+2) - dr+1(r+ 1) J:ZOWJJ +1>

et, si f € C""Y([a, b]),

00,[a,b]

£(r+1)
_ e

/b F(t)dt — Jo(F)

r!

/ab K. (t)dt
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