Chapitre 2 : Interpolation polynomiale
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|. Introduction

Soit f : [a, b] — R une fonction, soient co, ..., c, € | et soit P € R[X].

Définition 1

On dit que P interpole f aux centres cy, ..., C, Si

Vi€ {0,...,n} P(c) = f(c).

But : Approcher “le mieux possible” f par un polynéme interpolateur.
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de R[X] en un réel.
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Méthode de Horner : Algorithme pour évaluer efficacement un polynéme
de R[X] en un réel.

Soient P = ag + a1 X + -+ - + apX" € R[X] et soit x € R.

Un algorithme basique d'évaluation de P en x est :
r<0
fori=03ando
ri=r+ ax'
end for
Return r
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[l. Méthode de Horner

Méthode de Horner : Algorithme pour évaluer efficacement un polynéme
de R[X] en un réel.

Soient P = ag + a1 X + -+ - + apX" € R[X] et soit x € R.

Un algorithme basique d'évaluation de P en x est :

r<0

fori=0ando
ri=r+ax’

end for

Return r

La complexité de cette méthode est en O(n?). J
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On écrit

P(X) 230+X(31+x(...—|—x(an71 +X3n)"'>>.
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[l. Méthode de Horner

On écrit

P(X) 230+X(31+x(...—|—x(an71 +X3n)"'>>.

La méthode de Horner est |'algorithme :

r < a,
fori=n—-130do
r < aj + xr

end for

La complexité de la méthode de Horner est en O(n). ]
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[1l. Interpolation polynomiale et méthode de Lagrange

Soient n € N, ¢p, ..., ¢, € R deux a deux distincts, et yp,...,y, € R.
Pour i € {0,...,n}, on pose
X — Ck

L= ][ e R, [X].
0<k<n, keti T K

Proposition 2

VI,_] S {0, 6oog n}, L,(CJ) = (S,')j.
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Soient n € N, ¢p, ..., ¢, € R deux a deux distincts, et yp,...,y, € R.
Pour i € {0,...,n}, on pose
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0<k<n, keti T K

Proposition 2

VI,_] S {0, 6oog n}, L,(CJ) = (S,')j.
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[1l. Interpolation polynomiale et méthode de Lagrange

Soient n € N, ¢p, ..., ¢, € R deux a deux distincts, et yp,...,y, € R.
Pour i € {0,...,n}, on pose

X — Ck
L= ][ ) e R, [X].

0<k<n, k#i '

Proposition 2

VI,_] S {0, 6oog n}, L,(CJ) = (S,')j.

Conséquence : {Lg,...,L,} est une base de R,[X], appelée base de
Lagrange associée aux centres cy, . .., Cp.
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On pose

L=yl € Ry[X].
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On pose
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On pose
L=yl € Ry[X].
i=0

On a:

Théoréme 3
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On pose
L=yl € Ry[X].
i=0

On a:

Théoréme 3

Q@ Vie{0,...,n} L(¢) =y,
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On pose
L=yl € Ry[X].
i=0

On a:

Théoréme 3

Q@ Vie{0,...,n} L(¢) =y,
@ Si P € R,[X] vérifie Vj € {0,...,n}, P(c;) =y, alors P = L.

Conséquence : |l existe un unique polyndme de R,[X] interpolateur de f
aux centres ¢, ..., Cy, que l'on note Pr o . ..

Définition 4

Pt c.....c, est appelé polyndme d'interpolation de f aux centres ¢, ..., Cp.
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[1l. Interpolation polynomiale et méthode de Lagrange

On pose
L=yl € Ry[X].
i=0

On a:

Théoréme 3

Q@ Vie{0,...,n} L(¢) =y,
@ Si P € R,[X] vérifie Vj € {0,...,n}, P(c;) =y, alors P = L.

Conséquence : |l existe un unique polyndme de R,[X] interpolateur de f
aux centres ¢, ..., Cy, que l'on note Pr o . ..

Définition 4

Pt c.....c, est appelé polyndme d'interpolation de f aux centres ¢, ..., Cp.

Remarque : On a Pre, c, = > f(c)Li

i=0
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On note Hy :=1 et, pour i € {1,...,n},

i—1
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La famille {Hy, ..., H,} est une base de R,[X],
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V. Méthode de Newton

On note Hy :=1 et, pour i € {1,...,n},

i—1

H; = E(x_ G)=(X—-c)---(X—ci_1)

Proposition et définition 5

La famille {Hy, ..., H,} est une base de R,[X], appelée
base de Newton associée aux centres cy, ..., Cp

Conséquence : Il existe ag, ..., o, € R uniques tels que

n
Ptcocn = E aiH;.
i—0
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Proposition 6

Sikef0,....n} Preyoo =Y aiH:.
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Proposition 6
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on note
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Proposition 6

Sikef0,....n} Preyoo =Y aiH:.

Conséquence : Pour i € {0, ..., n}, a; ne dépend que de f et ¢p,...,¢ :
on note
f-[CQ7 N C,'] = Q.

Définition 7

Le nombre f[cp, ..., ¢;] est appelé la i*™ différence divisée de f
en les centres ¢, ..., C.
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V. Méthode de Newton

Proposition 6

Sikef0,....n} Preyoo =Y aiH:.

i=0
Conséquence : Pour i € {0, ..., n}, a; ne dépend que de f et ¢p,...,¢ :
on note
f[CQ,...,C,'] = Q.
Définition 7
Le nombre f[cp, ..., ¢;] est appelé la i*™ différence divisée de f
en les centres ¢, ..., C.

La méthode de Newton consiste a calculer la somme

i:f[CQ,...7C,']H,'
i=0
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V. Méthode de Newton

Proposition 6

Sikef0,....n} Preyoo =Y aiH:.

i=0
Conséquence : Pour i € {0, ..., n}, a; ne dépend que de f et ¢p,...,¢ :
on note
f[CQ,...,C,'] = Q.
Définition 7
Le nombre f[cp, ..., ¢;] est appelé la i*™ différence divisée de f
en les centres ¢, ..., C.

La méthode de Newton consiste a calculer la somme

n
Z f[CQ7 RN C,']H,' = Pf,c0,...,cn~
i=0
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On a f[e] = f(c)
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V. Méthode de Newton

Proposition 8

On a f[e] = f(c) et, pour tout i € {1,...,n},
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V. Méthode de Newton

Proposition 8

On a f[e] = f(c) et, pour tout i € {1,...,n},

flet, ... ¢l — flcg, ... cie
oo ] = Flne-es6l=flao ., ]

CG—C
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Proposition 8

On a f[e] = f(c) et, pour tout i € {1,...,n},

fla,....ql = flao, -, ci
fleos..., ¢ = et cil = fleo,. o i

Ci— Q

Remarque : Si i € {0,...,n}, Vo € Sqo,...i1,

f[CU(O), ceey Cg(;)] = f[Co, ceey C,'].
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fla,....ql = flao, -, ci
fleos..., ¢ = et cil = fleo,. o i

Ci— Q

Remarque : Si i € {0,...,n}, Vo € Sqo,...i1,

f[CU(O), ceey Cg(;)] = f[Co, ceey C,'].

Un algorithme permettant de calculer f[co, ..., ¢ est :
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V. Méthode de Newton

Proposition 8

On a f[e] = f(c) et, pour tout i € {1,...,n},

fla,....ql = flao, -, ci
fleos..., ¢ = et cil = fleo,. o i

Ci— Q

Remarque : Si i € {0,...,n}, Vo € Sqo,...i1,

f[CU(O), ceey Cg(;)] = f[Co, ceey C,'].

Un algorithme permettant de calculer f[co, ..., ¢ est :
a<y,le {0,...,/{}
fori=12akdo
forj =023 k—ido
3 — j+1—3aj
J C+i— G
end for
end for
Return ag
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Remarque : Une fois obtenue la décomposition

n
Pf,c() ..... cn E Ck,'H,'
i—1

- Yallx e

i=0 j=0
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Remarque : Une fois obtenue la décomposition

n
Pf,c() ..... cn E Ck,'H,'
i—1

- Yallx e

i=0 j=0

= Oéo+(X*C0)(O[1+(X*C1)( . '+(X7Cn_z)(an_1+(X7C,,_1)Oén) e ))
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Remarque : Une fois obtenue la décomposition

n
Pf,c() ..... cn E Ck,'H,'
i—1

- Yallx e

i=0 Jj=0
= Oéo+(X*C0)(O[1+(X*C1)( . '+(X7Cn_z)(an_1+(X7C,,_1)Oén) e ))

on peut calculer I'évaluation de Pr o, ., en x € [a, b] a I'aide de

I"algorithme :
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V. Méthode de Newton

Remarque : Une fois obtenue la décomposition

n
Pf,c() ..... cn E Ck,'H,'
i—1

- Yallx e

i=0 Jj=0
= Oéo+(X*C0)(O[1+(X*C1)( . '+(X7Cn_z)(an_1+(X7C,,_1)Oén) e ))
on peut calculer I'évaluation de Pr o, ., en x € [a, b] a I'aide de
I"algorithme :

.....

r < o,

fori=n—-130do
r<— i+ (x—c)r

end for

Return r
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On note
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V. Erreur d'interpolation

On note
/I — R

X = f(X) - 'Df,co,...,cn(x)

Définition 9
La fonction e est appelée erreur d'interpol. de f aux centres cy, .. ., Cp.
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On note
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Définition 9

La fonction e est appelée erreur d'interpol. de f aux centres cy, .. ., Cp.

Supposons que f soit n+ 1 fois dérivable sur [a, b]. Alors :

Théoreme 10

Pour tout x € [a, b], il existe £ €]a, b| tel que
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V. Erreur d'interpolation

On note

Définition 9

La fonction e est appelée erreur d'interpol. de f aux centres cy, .. ., Cp.

Supposons que f soit n+ 1 fois dérivable sur [a, b]. Alors :

Théoreme 10

Pour tout x € [a, b], il existe £ €]a, b| tel que

e (e)

e(x) = CES g(x - ).
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V. Erreur d'interpolation

Théoreme 10

Pour tout x € [a, b], il existe & €]a, b| tel que

(n+1) n
e(x) = ) H(x - ).

(n+1)! P
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Théoreme 10

Pour tout x € [a, b], il existe & €]a, b| tel que

(n+1) n
e(x) = ) H(x - ).

(n+1)! P

Etapes de la preuve :
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Théoreme 10

Pour tout x € [a, b], il existe & €]a, b| tel que

(n+1) n
e(x) = ) H(x - ).

(n+1)! P

Etapes de la preuve :
@ Soit x € [a, b].
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V. Erreur d'interpolation

Théoreme 10

Pour tout x € [a, b], il existe & €]a, b| tel que

(n+1) n
e(x) = ) H(x - ).

(n+1)! P

Etapes de la preuve :

@ Soit x € [a, b]. On peut supposer x ¢ {cp,...,Cn}.
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V. Erreur d'interpolation

Théoreme 10

Pour tout x € [a, b], il existe & €]a, b| tel que

(n+1) n
e(x) = ) H(x - ).

(n+1)! P

Etapes de la preuve :

@ Soit x € [a, b]. On peut supposer x ¢ {cp,...,Cn}.
@ Ona

e(x) = flco, - .-, Cny X] H(x - ).
i=0
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V. Erreur d'interpolation

Théoreme 10

Pour tout x € [a, b], il existe & €]a, b| tel que

(n+1) n
e(x) = ) H(x - ).

(n+1)! P

Etapes de la preuve :

@ Soit x € [a, b]. On peut supposer x ¢ {cp,...,Cn}.
@ Ona

e(x) = flco, - .-, Cny X] H(x - ).
i=0

@ |l existe £ €]a, b[ tel que

f(n+1)
flcoy .-y cnyXx] = (r7+1()§|)
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Erreur d'interpolation

Q Il existe £ €]a, b[ tel que

f(n+1)
flcoy .-y cnyx] = (n—|—1()§|)
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Erreur d'interpolation

Q Il existe £ €]a, b[ tel que

f(n+1)
flcoy .-y cnyx] = (n—|—1()§|)

Ce dernier fait utilise la généralisation suivante du théoréme de Rolle :
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Q Il existe £ €]a, b[ tel que

f(n+1)
flcoy .-y cnyx] = (n—|—1()§|)

Ce dernier fait utilise la généralisation suivante du théoréme de Rolle :

Soient m € N\ {0} et h: [a, b] — R tels que
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Erreur d'interpolation

Q Il existe £ €]a, b[ tel que

f(n+1)
flcoy .-y cnyx] = (n—|—1()§|)

Ce dernier fait utilise la généralisation suivante du théoréme de Rolle :

Soient m € N\ {0} et h: [a, b] — R tels que
@ h est dérivable m fois sur [a, b],

Interpolation polynomiale



Erreur d'interpolation

Q Il existe £ €]a, b[ tel que

f(n+1)
flcoy .-y cnyx] = (n—|—1()§|)

Ce dernier fait utilise la généralisation suivante du théoréme de Rolle :

Soient m € N\ {0} et h: [a, b] — R tels que
@ h est dérivable m fois sur [a, b],

@ hs'annule en m+ 1 points deux a deux distincts de [a, b].
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Erreur d'interpolation

Q Il existe £ €]a, b[ tel que

f(n+1)
flcoy .-y cnyx] = (n—|—1()§|)

Ce dernier fait utilise la généralisation suivante du théoréme de Rolle :

Soient m € N\ {0} et h: [a, b] — R tels que
@ h est dérivable m fois sur [a, b],

@ hs'annule en m+ 1 points deux a deux distincts de [a, b].
Alors il existe & €]a, b[ tel que h(™M(£) = 0.
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V. Erreur d'interpolation

Théoréme 10

Pour tout x € [a, b], il existe £ €]a, b| tel que

- f(n+1)(£) W .
e(x) = ) g(x —G).
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V. Erreur d'interpolation

Théoréme 10

Pour tout x € [a, b], il existe £ €]a, b| tel que

- f(n+1)(£) W .
e(x) = ) g(x —G).

Conséquence :
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V. Erreur d'interpolation

Théoréme 10

Pour tout x € [a, b], il existe £ €]a, b| tel que

- f(n+1)(£) W .
e(x) = ) g(x —G).

Conséquence : Si f est de classe C"*1 sur [a, b],
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V. Erreur d'interpolation

Théoréme 10

Pour tout x € [a, b], il existe £ €]a, b| tel que

- f(n+1)(£) W .
e(x) = ) g(x —G).

Conséquence : Si f est de classe C"*1 sur [a, b],

2 g o

< 07
<fabl = T xelad

||eHO<>,[a,b] = ||f - Pf,Cg ..... Cn

i=0

(ou, si h: [a,b] — R continue, [|hl|oc jap] := m[a>z] [h(x)]).
xela
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V. Erreur d'interpolation

Théoréme 10

Pour tout x € [a, b], il existe £ €]a, b| tel que

- f(n+1)(£) W .
e(x) = ) g(x —G).

Conséquence : Si f est de classe C"*1 sur [a, b],

2 g o

< 07
<fabl = T xelad

||eHO<>,[a,b] = ||f - Pf,Cg ..... Cn

i=0
(ou, si h: [a,b] — R continue, [|hl|oc jap] := m[a>z] [h(x)]).
xela

Mais : la suite (||f — Ptoo,enllog (s b]) oy '@ Converge pas
Jfa,b]) ,
nécessairement vers 0!
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VI. Polynomes et centres de Tchebychev
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But : Pour tout n € N, on construit des centres ¢, ..., Cnn € [a, b] tels
que

° Hf - Pf’cn,OwwaCn,n 01

00,[a,b] n——+o0o
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But : Pour tout n € N, on construit des centres ¢, ..., Cnn € [a, b] tels
que
0,

o [[f = Preo.cun o0,[ab] st oo

n

H(X — Cn,i)

i=0

@ la quantité max est minimale.

x€[a,b]
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Définition 11
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polynéme de Tchebychev.

Interpolation polynomiale



VI. Polynomes et centres de Tchebychev

On pose To:=1, T; := X et, pour n € N,

Tn+2 = 2XTn+]_ — Tn.
Soit n € N.

Définition 11

T, est appelé le n®™ polyndme de Tchebychev.

Remarque : deg(T,) = n et lcoef(T,) = 2"~ 1.
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Définition 11
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Remarque : deg(T,) = n et lcoef(T,) = 2"~ 1.
Proposition 12
Pour tout § € R, on a T,(cos()) = cos(nd).
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Les racines de T, sont les nombres
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On pose To:=1, T; := X et, pour n € N,
Toy2 :=2XTh1 — Tp.

Soit n € N.

Définition 11

T, est appelé le n°™¢

polynéme de Tchebychev.

Remarque : deg(T,) = n et lcoef(T,) = 2"~ 1.

Proposition 12
Pour tout § € R, on a T,(cos()) = cos(nd).

Supposons que n # 0. Alors :

Corollaire 13

Les racines de T, sont les nombres

os<(2k;l)7r), ke{0,...,n—1}.
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Théoreme 14
1

=1 In est I'unique polyndme unitaire de degré n de R[X] tel que
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Théoreme 14
1

=1 In est I'unique polyndme unitaire de degré n de R[X] tel que

1

on—1 Tn

= min{||Q|lso,[~1,1» @ € R[X] de degré n unitaire}.
00,[—1,1]
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Théoreme 14
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=1 In est I'unique polyndme unitaire de degré n de R[X] tel que

1 . p o
‘ FT,, o = min{||Q|lso,[~1,1» @ € R[X] de degré n unitaire}.
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=1 In est I'unique polyndme unitaire de degré n de R[X] tel que

1
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n n
max H(X —q)| = H(X - ) est minimale ssi
x€[-1.1] i=0 i=0 00,[—1,1]

Interpolation polynomiale



VI. Polynomes et centres de Tchebychev

Théoreme 14
1

=1 In est I'unique polyndme unitaire de degré n de R[X] tel que

1
‘ FT,, o = min{||Q|lso,[~1,1» @ € R[X] de degré n unitaire}.
Conséquence : Soit ¢, ..., c, € [a, b]. Si [a, b] = [-1,1], la quantité
n n
max H(X —q)| = H(X - ) est minimale ssi
x€[-1.1] i=0 i=0 00,[—1,1]

E 1
H(X —-G) = on Thi1
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Théoreme 14

51 T,y est I'unique polynéme unitaire de degré n de R[X] tel que

Conséquence : Soit ¢, ..., c, € [a, b]. Si [a, b] = [-1,1], la quantité

n

H(X - C,')

1

=1 = min{||Q|lso,[~1,1» @ € R[X] de degré n unitaire}.

00,[—1,1]

Th

n
est minimale ssi

max H(X —q)| =
xel-11] |15 =0 o0, [-1,1]
n 1
H(X —q) = > Thia
i=0
ssi

{co,...,cn}:{cos<m>, ke{O,...,n}}.
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n

H(X — C,')

i=

{co,...,c,,}:{a;errbzacos((s(k,,ill);T), ke{o,...,n}},

B b— 3 n-§—1i
N 2 2n°

Si I'on note alors e I'erreur d'interpolation de f correspondante, on a

Dans le cas général, la quantité max est minimale ssi

x€[a,b]

et dans ce cas

n

H(X — C,')

i=0

max
x€[a,b]
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n

H(X — C,')

i=

{co,...,c,,}:{a;errbzacos((s(k,,ill);T), ke{o,...,n}},

B b— 3 n-§—1i
N 2 2n°

Si I'on note alors e I'erreur d'interpolation de f correspondante, on a

e | _ Hf(nH)Hoo,[a,b] by
Plleten = e ("2 )

Dans le cas général, la quantité max est minimale ssi

x€[a,b]

et dans ce cas

n

H(X — C,')

i=0

max
x€l[a,b]

Interpolation polynomiale



VI. Polynomes et centres de Tchebychev
Définition 15
On appelle les points

at+b b—a (2k+ )7
Cnk = +
: 2 2 2(n+1)

), ke {0,...,n}
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On appelle les points

r _a+b b-a ((2k+1)7r

: k
Cn,k 2 + 2 2(n+ 1) ) ) € {07 ,n}

les centres de Tchebychev d'ordre n du segment [a, b].

Remarque : Si f est de classe C* sur [a, b] et

Hf(nH)Hoo,[a,b] b—a\"! 0
20(n 1 1)! 2 oo
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Définition 15

On appelle les points

r _a+b b-a ((2k+1)7r

: k
Cn,k 2 + 2 2(n+ 1) ) ) € {07 ,n}

les centres de Tchebychev d'ordre n du segment [a, b].

Remarque : Si f est de classe C* sur [a, b] et
D =\
27(n+ 1)1 2 oo

alors HenTHOO_’[a’b] — 0

Plus simplement :

Théoréme 16

Si f est de classe C sur [a, b], alors ||e] 0.

||OO,[a,b] n—-4o00
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