Chapitre 3 : Constructibilité a la regle et au

compas des polygones réguliers

Constructibilité des polygones réguliers



|. Introduction

On se place dans un plan (P).
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|. Introduction

On se place dans un plan (P).

Soit £ un ensemble de points du plan contenant deux points distincts O
et A et soit B tel que le triplet (O, A, B) forme un repére orthonormal.
On note (x,y) les coordonnées dans ce repére.

Soit n € N\ {0;1;2}. On note R, le polygone régulier a n cétés de
centre O et de sommet A. Nous allons montrer le résultat suivant :

Théoreme de Gauss-Wantzel

Le polygone régulier R, est constructible a partir de {O, A} ssi n est le
produit d'une puissance de deux et de nombres de Fermat premiers et
deux a deux distincts.

SimeN,
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|. Introduction

On se place dans un plan (P).

Soit £ un ensemble de points du plan contenant deux points distincts O
et A et soit B tel que le triplet (O, A, B) forme un repére orthonormal.
On note (x,y) les coordonnées dans ce repére.

Soit n € N\ {0;1;2}. On note R, le polygone régulier a n cétés de
centre O et de sommet A. Nous allons montrer le résultat suivant :

Théoreme de Gauss-Wantzel

Le polygone régulier R, est constructible a partir de {O, A} ssi n est le
produit d'une puissance de deux et de nombres de Fermat premiers et
deux a deux distincts.

Si m € N, le m*™¢ nombre de Fermat est le nombre F,, := 1+ 22",
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Il. Nombres complexes constructibles

Soitz=a+ibeC.
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Il. Nombres complexes constructibles

Soitz=a+ibeC.

Définition 1

On dit que z est constructible a partir de £ si (a,b) € K¢.

On note F¢ I'ensemble des nombres complexes constructibles a partir
de &.

Proposition 2

Fe est un sous-corps de C contenant Q(&).
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Il. Nombres complexes constructibles

Soitz=a+ibeC.

Définition 1

On dit que z est constructible a partir de £ si (a,b) € K¢.

On note F¢ I'ensemble des nombres complexes constructibles a partir
de &.

Proposition 2

Fe est un sous-corps de C contenant Q(E). De plus, si z € F¢ et si
w € C vérifie w? = z,
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Il. Nombres complexes constructibles

Soitz=a+ibeC.

Définition 1

On dit que z est constructible a partir de £ si (a,b) € K¢.

On note F¢ I'ensemble des nombres complexes constructibles a partir
de &.

Proposition 2

Fe est un sous-corps de C contenant Q(E). De plus, si z € F¢ et si
w € C vérifie w? = z, alors w € Fs.
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Il. Nombres complexes constructibles

De la proposition 2 et du critére nécessaire et suffisant de constructibilité
a partir de &, on déduit :
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Il. Nombres complexes constructibles

De la proposition 2 et du critére nécessaire et suffisant de constructibilité
a partir de &, on déduit :

Théoreme 3
z € F¢ ss'il existe une suite

Ko C -+ C Ky,

N € N, de sous-corps de C telle que
° Ko =Q(),
e z € Ky,
@ si N> 1, pour tout i € {1,..., N}, [K;: Ki_1] € {1;2}.
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Il. Nombres complexes constructibles

De la proposition 2 et du critére nécessaire et suffisant de constructibilité
a partir de &, on déduit :

Théoreme 3

z € F¢ ss'il existe une suite
Ko C -+ C Ky,

N € N, de sous-corps de C telle que
° Ko =Q(),
e z € Ky,
@ si N> 1, pour tout i € {1,..., N}, [K;: Ki_1] € {1;2}.

Corollaire 4 (Critére de Wantzel)

Si z € Fg, alors z est algébrique sur Q(E) de degré une puissance de
deux.
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Remarque : (, est algébrique sur Q = Q({O, A}).

On note
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Remarque : (, est algébrique sur Q = Q({O, A}).

On note
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[1l. Constructibilité du polygone régulier R,

R, est constructible a partir de {O, A} ssi ¢, := e’r € Fio.A}-

Remarque : (, est algébrique sur Q = Q({O, A}).

On note
o= [ x-¢)= ]I (X - ez"i”) e C[X]
1<k<n 1<k<n
pged(k,n)=1 pged(k,n)=1

le n™e polynéme cyclotomique.

Rappel : ¢, € Z[X] et ®, est irréductible sur Q.

Proposition 6

Ona ¢, 0=,
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[1l. Constructibilité du polygone régulier R,

R, est constructible a partir de {O, A} ssi ¢, := e’r € Fio.A}-

Remarque : (, est algébrique sur Q = Q({O, A}).

On note
o= [ x-¢)= ]I (X - ez"i”) e C[X]
1<k<n 1<k<n
pged(k,n)=1 pged(k,n)=1

le n™e polynéme cyclotomique.

Rappel : ¢, € Z[X] et ®, est irréductible sur Q.

Proposition 6

On a pe, 0 = P @ ¢ est donc algébrique sur Q de degré o(n)
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[1l. Constructibilité du polygone régulier R,

R, est constructible a partir de {O, A} ssi ¢, := e’r € Fio.A}-

Remarque : (, est algébrique sur Q = Q({O, A}).

On note
o= [ x-¢)= ]I (X - ez"i”) e C[X]
1<k<n 1<k<n
pged(k,n)=1 pged(k,n)=1

le n™e polynéme cyclotomique.

Rappel : ¢, € Z[X] et ®, est irréductible sur Q.

Proposition 6

On a pe, 0 = P @ ¢y est donc algébrique sur Q de degré ¢(n) (ot ¢ est
la fonction indicatrice d'Euler).
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IV. Théoreme de Gauss-Wantzel : sens direct

On commence par montrer :
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IV. Théoreme de Gauss-Wantzel : sens direct

On commence par montrer :

Proposition 7

Si R, est constructible a partir de {O, A}, alors n est le produit d'une
puissance de deux et de nombres de Fermat premiers deux a deux
distincts.
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On commence par montrer :

Proposition 7

Si R, est constructible a partir de {O, A}, alors n est le produit d'une
puissance de deux et de nombres de Fermat premiers deux a deux
distincts.

La preuve de la proposition 7 utilise :
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IV. Théoreme de Gauss-Wantzel : sens direct

On commence par montrer :

Proposition 7

Si R, est constructible a partir de {O, A}, alors n est le produit d'une
puissance de deux et de nombres de Fermat premiers deux a deux
distincts.

La preuve de la proposition 7 utilise :

Lemme 8

Soit k € N\ {0} tel que I'entier 1 + 2k soit premier.
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IV. Théoreme de Gauss-Wantzel : sens direct

On commence par montrer :

Proposition 7

Si R, est constructible a partir de {O, A}, alors n est le produit d'une
puissance de deux et de nombres de Fermat premiers deux a deux
distincts.

La preuve de la proposition 7 utilise :

Lemme 8

Soit k € N\ {0} tel que I'entier 1 + 2X soit premier. Alors k est une
puissance de 2 et 1 + 2 est donc un nombre de Fermat.
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V. Théoreme de Gauss-Wantzel : sens réciproque

Nous allons ensuite montrer :
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V. Théoreme de Gauss-Wantzel : sens réciproque

Nous allons ensuite montrer :

Théoreme 9

Si n est le produit d'une puissance de deux et de nombres de Fermat
premiers deux a deux distincts, alors R, est constructible a partir de

{0, Al.
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V. Théoreme de Gauss-Wantzel : sens réciproque

Preuve :
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V. Théoreme de Gauss-Wantzel : sens réciproque

Preuve : On suppose que

M
n=27 H Fr.s
s=1

avec d € N, my,...,ms € N deux a deux distincts et, pour tout
se{l,...,M}, F,, premier.
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V. Théoreme de Gauss-Wantzel : sens réciproque

Preuve : On suppose que

M
n=27 H Fr.s
s=1

avec d € N, my,...,ms € N deux a deux distincts et, pour tout
se{l,...,M}, F,, premier.

On a:
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V. Théoreme de Gauss-Wantzel : sens réciproque

Preuve : On suppose que

M
n=27 H Fr.s
s=1

avec d € N, my,...,ms € N deux a deux distincts et, pour tout
se{l,...,M}, F,, premier.

On a:

Soient k; et ky deux entiers naturels non nuls premiers entre eux.
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V. Théoreme de Gauss-Wantzel : sens réciproque

Preuve : On suppose que

M
n=27 H Fr.s
s=1

avec d € N, my,...,ms € N deux a deux distincts et, pour tout
se{l,...,M}, F,, premier.

On a:

Soient k; et k» deux entiers naturels non nuls premiers entre eux. Alors
Ckike € Flo,A} SSi Chys C, € F{0,A}-
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Preuve : On suppose que

M
n=27 H Fr.s
s=1

avec d € N, my,...,ms € N deux a deux distincts et, pour tout
se{l,...,M}, F,, premier.

On a:

Soient k; et k» deux entiers naturels non nuls premiers entre eux. Alors
Ckike € Flo,A} SSi Chys C, € F{0,A}-
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V. Théoreme de Gauss-Wantzel : sens réciproque

Preuve : On suppose que

M
n=27 H Fr.s
s=1

avec d € N, my,...,ms € N deux a deux distincts et, pour tout
se{l,...,M}, F,, premier.

On a:

Soient k; et k» deux entiers naturels non nuls premiers entre eux. Alors
Ckike € Flo,A} SSi Chys C, € F{0,A}-

Et :

VmeN, (om € -F{O,A}-

Constructibilité des polygones réguliers




V. Théoreme de Gauss-Wantzel : sens réciproque

On est ainsi ramené a montrer :
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V. Théoreme de Gauss-Wantzel : sens réciproque

On est ainsi ramené a montrer :

Théoreme 12
Soit p un entier de Fermat premier, alors (, € F{o a3
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VI. Groupe de Galois d'une extension
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VI. Groupe de Galois d'une extension

Soient L un corps et K un sous-corps de L.

Constructibilité des polygones réguliers



VI. Groupe de Galois d'une extension

Soient L un corps et K un sous-corps de L. Soit ¢ : L — L une
application.

Constructibilité des polygones réguliers



VI. Groupe de Galois d'une extension

Soient L un corps et K un sous-corps de L. Soit ¢ : L — L une
application.

Définition 13

On dit que 9 est un endomorphisme de L sur K si
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Soient L un corps et K un sous-corps de L. Soit ¢ : L — L une
application.

Définition 13

On dit que 9 est un endomorphisme de L sur K si

@ 1) est un morphisme de corps,
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VI. Groupe de Galois d'une extension

Soient L un corps et K un sous-corps de L. Soit ¢ : L — L une
application.

Définition 13

On dit que 9 est un endomorphisme de L sur K si

@ 1) est un morphisme de corps,
@ v est une application K-linéaire.
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VI. Groupe de Galois d'une extension

Soient L un corps et K un sous-corps de L. Soit ¢ : L — L une
application.

Définition 13

On dit que 9 est un endomorphisme de L sur K si

@ 1) est un morphisme de corps,
@ v est une application K-linéaire.

On dit que % est un automorphisme de L sur K
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VI. Groupe de Galois d'une extension

Soient L un corps et K un sous-corps de L. Soit ¢ : L — L une
application.

Définition 13
On dit que 9 est un endomorphisme de L sur K si

@ 1) est un morphisme de corps,
@ v est une application K-linéaire.

On dit que ) est un automorphisme de L sur K si v est un
endomorphisme de L sur K bijectif,
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VI. Groupe de Galois d'une extension

Soient L un corps et K un sous-corps de L. Soit ¢ : L — L une
application.

Définition 13

On dit que 9 est un endomorphisme de L sur K si

@ 1) est un morphisme de corps,
@ v est une application K-linéaire.

On dit que ) est un automorphisme de L sur K si v est un
endomorphisme de L sur K bijectif, et on note Gal(L/K) I'ensemble des
automorphismes de L sur K.
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VI. Groupe de Galois d'une extension

Soient L un corps et K un sous-corps de L. Soit ¢ : L — L une
application.

Définition 13

On dit que 9 est un endomorphisme de L sur K si

@ 1) est un morphisme de corps,
@ v est une application K-linéaire.

On dit que ) est un automorphisme de L sur K si v est un
endomorphisme de L sur K bijectif, et on note Gal(L/K) I'ensemble des
automorphismes de L sur K.

Remarque :
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VI. Groupe de Galois d'une extension

Soient L un corps et K un sous-corps de L. Soit ¢ : L — L une
application.

Définition 13

On dit que 9 est un endomorphisme de L sur K si

@ 1) est un morphisme de corps,
@ v est une application K-linéaire.

On dit que ) est un automorphisme de L sur K si v est un
endomorphisme de L sur K bijectif, et on note Gal(L/K) I'ensemble des
automorphismes de L sur K.

Remarque :

o Si[L: K] < oo, ¢ est un endomorphisme de L sur K ssi
¥ € Gal(L/K).
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VI. Groupe de Galois d'une extension

Soient L un corps et K un sous-corps de L. Soit ¢ : L — L une
application.

Définition 13

On dit que 9 est un endomorphisme de L sur K si

@ 1) est un morphisme de corps,
@ v est une application K-linéaire.

On dit que ) est un automorphisme de L sur K si v est un
endomorphisme de L sur K bijectif, et on note Gal(L/K) I'ensemble des
automorphismes de L sur K.

Remarque :
o Si[L: K] < oo, ¢ est un endomorphisme de L sur K ssi
¥ € Gal(L/K).
@ 1 est un endomorphisme de L sur K ssi Vk € N,
VP e K[Xl,...,Xk], Val,...,ak € L,
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VI. Groupe de Galois d'une extension

Soient L un corps et K un sous-corps de L. Soit ¢ : L — L une
application.

Définition 13

On dit que 9 est un endomorphisme de L sur K si

@ 1) est un morphisme de corps,
@ v est une application K-linéaire.

On dit que ) est un automorphisme de L sur K si v est un
endomorphisme de L sur K bijectif, et on note Gal(L/K) I'ensemble des
automorphismes de L sur K.

Remarque :

o Si[L: K] < oo, ¢ est un endomorphisme de L sur K ssi
¥ € Gal(L/K).

@ 1 est un endomorphisme de L sur K ssi Vk € N,
VP e K[Xl,...,Xk], Val,...,ak € L,

P(P(ar, -5 a) = P(¥(a1), .., 9(ak))-



VI. Groupe de Galois d'une extension

Supposons que 1 soit un endomorphisme de L sur K. Alors :
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VI. Groupe de Galois d'une extension

Supposons que 1 soit un endomorphisme de L sur K. Alors :
o SiL=K(ay,...,a), alors ¢ est déterminé par ¢(ay),...,¥(a),
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VI. Groupe de Galois d'une extension

Supposons que 1 soit un endomorphisme de L sur K. Alors :
o SiL=K(ay,...,a), alors ¢ est déterminé par ¢(ay),...,¥(a),
o Si P(x) =0avec P € K[X] et x € L, alors P(1(x)) = 0.
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VI. Groupe de Galois d'une extension

Supposons que 1 soit un endomorphisme de L sur K. Alors :
o SiL=K(ay,...,a), alors ¢ est déterminé par ¢(ay),...,¥(a),
o Si P(x) =0avec P € K[X] et x € L, alors P(1(x)) = 0.

Proposition et Définition 14
(Gal(L/K), o) est un groupe,
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VI. Groupe de Galois d'une extension

Supposons que 1 soit un endomorphisme de L sur K. Alors :
o SiL=K(ay,...,a), alors ¢ est déterminé par ¢(ay),...,¥(a),
o Si P(x) =0avec P € K[X] et x € L, alors P(1(x)) = 0.

Proposition et Définition 14

(Gal(L/K), o) est un groupe, appelé groupe de Galois de L sur K.
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VI. Groupe de Galois d'une extension

Supposons que 1 soit un endomorphisme de L sur K. Alors :
o SiL=K(ay,...,a), alors ¢ est déterminé par ¢(ay),...,¥(a),
o Si P(x) =0avec P € K[X] et x € L, alors P(1(x)) = 0.

Proposition et Définition 14

(Gal(L/K), o) est un groupe, appelé groupe de Galois de L sur K.

Soit n € N'\ {0}.
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VI. Groupe de Galois d'une extension

Supposons que 1 soit un endomorphisme de L sur K. Alors :
o SiL=K(ay,...,a), alors ¢ est déterminé par ¢(ay),...,¥(a),
o Si P(x) =0avec P € K[X] et x € L, alors P(1(x)) = 0.

Proposition et Définition 14

(Gal(L/K), o) est un groupe, appelé groupe de Galois de L sur K.

Soit n € N'\ {0}.

Théoreme 15

Le groupe Gal (Q(¢,)/Q) est isomorphe a (Z/nZ)*.
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VI. Groupe de Galois d'une extension

Conséquence : Soit p = 1 + 22" un nombre de Fermat premier, m € N.
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VI. Groupe de Galois d'une extension

Conséquence : Soit p = 1 + 22" un nombre de Fermat premier, m € N.
Alors

Gal (Q(¢)/Q)

est cyclique d'ordre p — 1.

Constructibilité des polygones réguliers



VI. Groupe de Galois d'une extension

Conséquence : Soit p = 1 + 22" un nombre de Fermat premier, m € N.
Alors
Gal (Q(¢)/Q)

est cyclique d'ordre p — 1.

Soit p un générateur de Gal (Q(¢,)/Q).
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VI. Groupe de Galois d'une extension

Conséquence : Soit p = 1 + 22" un nombre de Fermat premier, m € N.
Alors

Gal (Q(¢)/Q)

est cyclique d'ordre p — 1.
Soit p un générateur de Gal (Q(¢,)/Q). On note

G = (p*)

pour k € {0,...,2™},
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VI. Groupe de Galois d'une extension

Conséquence : Soit p = 1 + 22" un nombre de Fermat premier, m € N.
Alors

Gal (Q(¢)/Q)

est cyclique d'ordre p — 1.
Soit p un générateur de Gal (Q(¢,)/Q). On note
k
G = (p*)
pour k € {0,...,2™}, et on a

{id@({p)} = Gom C Gom_1 C---C Gy C Gg = Gal (Q(Cp)/@)
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VI. Groupe de Galois d'une extension

Proposition 16

Soit S € Gal(L/K).
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VI. Groupe de Galois d'une extension

Proposition 16

Soit S C Gal(L/K). L'ensemble
L5 :={xel|VeS,ip(x)=x}

est un sous-corps de L contenant K.
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VI. Groupe de Galois d'une extension

Proposition 16
Soit S C Gal(L/K). L'ensemble

L5 :={xel|VeS ¢kx) =x}

est un sous-corps de L contenant K.

Conséquence :
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VI. Groupe de Galois d'une extension

Proposition 16
Soit S C Gal(L/K). L'ensemble

L5 :={xel|VeS ¢kx) =x}

est un sous-corps de L contenant K.

Conséquence : On avait

{idQ(CP)} = Gom C Gom_1 C ---C Gy C Gy = Gal (@(CP)/Q)
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VI. Groupe de Galois d'une extension

Proposition 16

Soit S C Gal(L/K). L'ensemble
L5 :={xel|VeS,ip(x)=x}

est un sous-corps de L contenant K.

Conséquence : On avait

{idQ(CP)} = Gom C Gom_1 C ---C Gy C Gy = Gal (@(CP)/Q)

Si I'on note
L= Q(Cp)ci
pour i € {0,...,2™},
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VI. Groupe de Galois d'une extension

Proposition 16

Soit S C Gal(L/K). L'ensemble
L5 :={xel|VeS,ip(x)=x}

est un sous-corps de L contenant K.

Conséquence : On avait

{idQ(CP)} = Gom C Gom_1 C ---C Gy C Gy = Gal (@(CP)/Q)

Si I'on note
L= Q(Cp)ci

pour i € {0,...,2™}, on obtient une suite
Lo C Ly C-- CLom_q C Lom =Q(¢p)
de sous-corps de Q((,) contenant Q.
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VII. Théoreme de Gauss-Wantzel : sens réciproque

On considére la suite d’'extensions

LoC L C- ClLam_y C Lom =Q(¢p)-
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VII. Théoreme de Gauss-Wantzel : sens réciproque

On considére la suite d’'extensions

LoC L C- ClLam_y C Lom =Q(¢p)-

Théoreme 17
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VII. Théoreme de Gauss-Wantzel : sens réciproque

On considére la suite d’'extensions

LoC L C- ClLam_y C Lom =Q(¢p)-

Théoreme 17
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VII. Théoreme de Gauss-Wantzel : sens réciproque

On considére la suite d’'extensions

LoC L C- ClLam_y C Lom =Q(¢p)-

Théoreme 17
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VII. Théoreme de Gauss-Wantzel : sens réciproque

On considére la suite d’'extensions

LoC L C- ClLam_y C Lom =Q(¢p)-

Théoreme 17

On a
° Lh=Q (=Q({0,A})),
® (p € Lom= @(Cp)v
@ pour tout j € {1,...,2™}, [L;: Li_41] =2.
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VII. Théoreme de Gauss-Wantzel : sens réciproque

On considére la suite d’'extensions

LoC L C- ClLam_y C Lom =Q(¢p)-

Théoreme 17

On a
° Lh=Q (=Q({0,A})),
® (p € Lom= Q(Cp)v
@ pour tout j € {1,...,2™}, [L;: Li_41] =2.

Conséquence : ¢, € F(p,a}-
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VIIl. Théoréme de Gauss-Wantzel
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VIIl. Théoréme de Gauss-Wantzel

Théoréme de Gauss-Wantzel

Soit n € N\ {0; 1;2}. Le polygone régulier R, est constructible a partir
de {O, A} ssi n est le produit d'une puissance de deux et de nombres de
Fermat premiers et deux a deux distincts.

Exemples :
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VIIl. Théoréme de Gauss-Wantzel

Théoréme de Gauss-Wantzel

Soit n € N\ {0; 1;2}. Le polygone régulier R, est constructible a partir
de {O, A} ssi n est le produit d'une puissance de deux et de nombres de
Fermat premiers et deux a deux distincts.

Exemples :

@ Le triangle équilatéral est constructible.
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VIIl. Théoréme de Gauss-Wantzel

Théoréme de Gauss-Wantzel

Soit n € N\ {0; 1;2}. Le polygone régulier R, est constructible a partir
de {O, A} ssi n est le produit d'une puissance de deux et de nombres de
Fermat premiers et deux a deux distincts.

Exemples :
@ Le triangle équilatéral est constructible.

@ Le carré est constructible.
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VIIl. Théoréme de Gauss-Wantzel

Théoréme de Gauss-Wantzel

Soit n € N\ {0; 1;2}. Le polygone régulier R, est constructible a partir
de {O, A} ssi n est le produit d'une puissance de deux et de nombres de
Fermat premiers et deux a deux distincts.

Exemples :
@ Le triangle équilatéral est constructible.
@ Le carré est constructible.

@ Le pentagone régulier est constructible.
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VIIl. Théoréme de Gauss-Wantzel

Théoréme de Gauss-Wantzel

Soit n € N\ {0; 1;2}. Le polygone régulier R, est constructible a partir
de {O, A} ssi n est le produit d'une puissance de deux et de nombres de
Fermat premiers et deux a deux distincts.

Exemples :
@ Le triangle équilatéral est constructible.
@ Le carré est constructible.
@ Le pentagone régulier est constructible.

@ L’hexagone régulier est constructible.
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VIIl. Théoréme de Gauss-Wantzel

Théoréme de Gauss-Wantzel

Soit n € N\ {0; 1;2}. Le polygone régulier R, est constructible a partir
de {O, A} ssi n est le produit d'une puissance de deux et de nombres de
Fermat premiers et deux a deux distincts.

Exemples :
@ Le triangle équilatéral est constructible.
@ Le carré est constructible.
@ Le pentagone régulier est constructible.
@ L’hexagone régulier est constructible.

@ L'heptagone régulier n'est pas constructible.
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VIIl. Théoréme de Gauss-Wantzel

Théoréme de Gauss-Wantzel

Soit n € N\ {0; 1;2}. Le polygone régulier R, est constructible a partir
de {O, A} ssi n est le produit d'une puissance de deux et de nombres de
Fermat premiers et deux a deux distincts.

Exemples :
@ Le triangle équilatéral est constructible.

@ Le carré est constructible.

Le pentagone régulier est constructible.
L'hexagone régulier est constructible.

L'heptagone régulier n'est pas constructible.

L'octogone régulier est constructible.
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VIIl. Théoréme de Gauss-Wantzel

Théoréme de Gauss-Wantzel

Soit n € N\ {0; 1;2}. Le polygone régulier R, est constructible a partir
de {O, A} ssi n est le produit d'une puissance de deux et de nombres de
Fermat premiers et deux a deux distincts.

Exemples :

@ Le triangle équilatéral est constructible.
Le carré est constructible.
Le pentagone régulier est constructible.
L'hexagone régulier est constructible.
L'heptagone régulier n'est pas constructible.

L'octogone régulier est constructible.

Le nonagone (ou ennéagone) régulier n'est pas constructible.
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VIIl. Théoréme de Gauss-Wantzel

Théoréme de Gauss-Wantzel

Soit n € N\ {0; 1;2}. Le polygone régulier R, est constructible a partir
de {O, A} ssi n est le produit d'une puissance de deux et de nombres de
Fermat premiers et deux a deux distincts.

Exemples :

@ Le triangle équilatéral est constructible.
Le carré est constructible.
Le pentagone régulier est constructible.
L'hexagone régulier est constructible.
L'heptagone régulier n'est pas constructible.
L'octogone régulier est constructible.

Le nonagone (ou ennéagone) régulier n'est pas constructible.

Le décagone régulier est constructible.
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VIIl. Théoréme de Gauss-Wantzel

Exemples :

@ Le hendécagone régulier n'est pas constructible.
Le dodécagone régulier est constructible.
Le tridécagone régulier n’est pas constructible.
Le tétradécagone régulier n'est pas constructible.
Le pentadécagone régulier est constructible.
L'hexadécagone régulier est constructible.
L'heptadécagone régulier est constructible.
L'octadécagone régulier n'est pas constructible.

L'ennéadécagone régulier n'est pas constructible.

L'icosagone régulier est constructible.
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