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Chapitre 1

Extensions de corps et algébricité

Dans ce document, un corps désigne un anneau commutatif unitaire dont tout élément non
nul est inversible.

1.1 Extensions de corps

Soient K et L deux corps et soit j : K Ñ L un morphisme de corps i.e. un morphisme
d’anneaux unitaires entre les corps K et L.

Lemme 1.1.1. Le morphisme j : K Ñ L est injectif et l’image jpKq de K par j est un
sous-corps de L isomorphe à K.

Démonstration. Soit x P K tel que jpxq “ 0L, supposons par l’absurde que x ‰ 0K . Alors x est
inversible dans K et jpxqj

`

x´1
˘

“ j
`

xx´1
˘

“ jp1Kq “ 1L. En particulier, jpxq est inversible
dans L, ce qui est impossible car jpxq “ 0L. Ainsi, x “ 0K et j est donc inversible.

L’image jpKq de K par j est un sous-anneau unitaire de L et, si x P K tel que jpxq ‰ 0L,
i.e. x ‰ 0K d’après ce que nous venons de démontrer, alors jpxqj

`

x´1
˘

“ 1L et donc jpxq est
inversible dans jpKq : jpKq est donc bien un sous-corps de L.

Enfin, l’application restreinte K Ñ jpKq ; x Ñ jpxq est un morphisme de corps surjectif et
injectif : il s’agit donc d’un isomorphisme de corps.

On pourra donc identifier K et le sous-corps jpKq de L, et on appelle un tel morphisme de
corps j : K Ñ L une extension du corps K.

Remarque 1.1.2. Si K est un sous-corps de L, le morphisme d’inclusion K Ñ L ; x ÞÑ x est un
morphisme de corps et donc une extension de K.

Par abus de terminologie, on dira également que L est une extension du corps K.

Exemple 1.1.3. 1. Via l’inclusion, le corps R des nombres réels est une extension du corps
Q des nombres rationnels. De façon analogue, le corps C des nombres complexes est
une extension du corps R des nombres réels. Le corps C est également une extension du
corps Q.
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6 CHAPITRE 1. EXTENSIONS DE CORPS ET ALGÉBRICITÉ

2. Comme la composition de morphismes d’anneaux unitaires est un morphisme d’anneaux
unitaires, si rj : L Ñ M est une extension du corps L, alors rj ˝ j : K Ñ M est une
extension du corps K.

3. Via l’injection i : K Ñ KpXq ; x Ñ x
1K

, le corps KpXq des fractions rationnelles en une
variable sur K est une extension de K.

4. Si on note Qr
?
2s le sous-ensemble

␣

a` b
?
2 | a, b P Q

(

de R, Qr
?
2s est un sous-corps de

pR,`,ˆq contenant Q :

• si a P Q, a “ a` 0 ¨
?
2 P Qr

?
2s, en particulier 1 P Qr

?
2s,

• si a, b, a1, b1 P Q, on a

pa` b
?
2q ´ pa1 ` b1

?
2q “ pa´ a1q ` pb´ b1q

?
2 P Qr

?
2s

et
pa` b

?
2qpa1 ` b1

?
2q “ aa1 ` 2bb1 ` pab1 ` a1bq

?
2 P Qr

?
2s,

• si a, b P Q, a ` b
?
2 “ 0 ssi a “ b “ 0 (si a ` b

?
2 “ 0 et si b “ 0, alors a “ 0 et, si

b ‰ 0, alors
?
2 “ ´a

b P Q, ce qui est impossible) et, si pa, bq ‰ p0, 0q,

pa` b
?
2qpa´ b

?
2q “ a2 ´ 2b2

et a2 ´ 2b2 ‰ 0 (car sinon a2 ´ 2b2 “ 0 et donc, si b “ 0, alors a “ 0 ce qui est
impossible et, si b ‰ 0, alors

?
2 “

|a|

|b|
P Q ce qui est impossible) donc

pa` b
?
2q

ˆ

a

a2 ´ 2b2
`

´b

a2 ´ 2b2

?
2

˙

“ 1

et a
a2´2b2

` ´b
a2´2b2

?
2 P Qr

?
2s, donc a` b

?
2 est inversible dans Qr

?
2s.

Le corps Qr
?
2s est donc une extension du corps Q.

Le morphisme j : K Ñ L permet de plus de munir L d’une structure d’espace vectoriel sur
K :

Proposition 1.1.4. Le groupe abélien pL,`q muni de la loi de composition externe

K ˆ L Ñ L
pλ, xq ÞÑ λ ¨ x :“ jpλqx

est un K-espace vectoriel.

Démonstration. Si λ, µ P K et x, y P L, on a

λ ¨ px` yq “ jpλqpx` yq “ jpλqx` jpλqy “ λ ¨ x` λ ¨ y,

ainsi que

pλ` µq ¨ x “ jpλ` µqx “
`

jpλq ` jpµq
˘

x “ jpλqx` jpµqx “ λ ¨ x` µ ¨ x,
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et
pλµq ¨ x “ jpλµqx “ jpλqjpµqx “ jpλq

`

µ ¨ x
˘

“ λ ¨ pµ ¨ xq,

et enfin
1K ¨ x “ jp1Kqx “ 1Lx “ x.

Remarque 1.1.5. Etant de plus un anneau commutatif, le K-espace vectoriel L est même une
algèbre sur le corps K (pour λ P K, x, y P L, on a

λ ¨ pxyq “ jpλqxy “
`

jpλqx
˘

y “ pλ ¨ xqy

“ x
`

jpλqy
˘

“ xpλ ¨ yq q.

On appelle degré de l’extension L sur K la dimension du K-espace vectoriel L. On note
rL : Ks cette quantité, et on dit que l’extension L est de degré fini sur K si le degré rL : Ks est
fini, de degré infini sur K sinon. Si rL : Ks “ 2, on dira que L est une extension quadratique
de K.

Exemple 1.1.6. Reprenons les exemples de l’exemple 1.1.3.

1. C est une extension quadratique de R : t1, iu est une base du R-espace vectoriel C.

2. Qr
?
2s est une extension quadratique de Q : t1,

?
2u est une base du Q-espace vecto-

riel Qr
?
2s.

3. R est une extension de degré infini sur Q : si rR : Qs était de degré fini d P Nzt0u, R
serait isomorphe au produit Qd et, en tant que produit d’ensembles dénombrables, serait
dénombrable, ce qui n’est pas le cas. De façon analogue, C est une extension de degré
infini sur Q.

4. KpXq est une extension de degré infini sur Q : le K-espace vectoriel KrXs des polynômes
en une variable sur K est un sous-espace vectoriel de KpXq et est de dimension infinie.

Remarque 1.1.7. On a rL : Ks “ 1 ssi L “ jpKq (car jpKq est un K-sous-espace vectoriel de
dimension 1 de L). En particulier, si K est un sous-corps de L et j est le morphisme d’inclusion
de L dans K, rL : Ks “ 1 ssi L “ K.

Soit rj : L Ñ M une extension de L. Nous avons énoncé dans l’exemple 1.1.3 2. que la
composition rj ˝ j : K Ñ M était une extension de K. Nous allons énoncer ci-dessous le lien qui
existe entre les degrés rM : Ks, rL : Ks et rM : Ls :

Théorème 1.1.8. L’extension M est de degré fini sur K si et seulement si l’extension M est
de degré fini sur L et l’extension L est de degré fini sur K, et, dans ce cas,

rM : Ks “ rM : LsrL : Ks

(en particulier, dans ce cas, rL : Ks et rM : Ls divisent rM : Ks).
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Démonstration. Supposons que les degrés rM : Ls et rL : Ks soient finis et notons n :“ rL : Ks

et p :“ rM : Ls. Soient donc tl1, . . . , lnu une base de L sur K et tm1, . . . ,mpu une base de
M sur L, et considérons la famille B :“

!

rjplrqms, r P t1, . . . , nu, s P t1, . . . , pu

)

de M . Nous
allons montrer que B est une base de M sur K.

Montrons tout d’abord que B est une famille libre du K-espace vectoriel M : soit
pλr,sq1ďrďn

1ďsďp
P Knp tel que

ÿ

1ďrďn
1ďsďp

λr,s ¨
`

rjplrqms

˘

“ 0M

i.e.

0M “
ÿ

1ďrďn
1ďsďp

rj
`

jpλr,sq
˘

rjplrqms “
ÿ

1ďsďp

˜

ÿ

1ďrďn

rj
`

jpλr,sqlr
˘

¸

ms “
ÿ

1ďsďp

rj

˜

ÿ

1ďrďn

jpλr,sqlr

¸

ms

(rj est un morphisme de corps). Comme la famille tm1, . . . ,mpu est une famille libre du L-
espace vectoriel M , pour tout s P t1, . . . , pu,

ÿ

1ďrďn

jpλr,sqlr “ 0L et donc, comme tl1, . . . , lnu

est une famille libre du K-espace vectoriel L, pour tout s P t1, . . . , pu, pour tout r P t1, . . . , nu,
λr,s “ 0K .

Montrons ensuite que B est une famille génératrice du K-espace vectoriel M : soit x P M ,
alors, comme tm1, . . . ,mpu est une base de M sur L, il existe λ1, . . . , λp P L tels que

x “

p
ÿ

s“1

λs ¨ms “

p
ÿ

s“1

rj pλsqms,

et, comme tl1, . . . , lnu est une base de L sur K, pour tout s P t1, . . . , pu, il existe µs,1, . . . , µs,n
tels que

λs “

n
ÿ

r“1

µs,r ¨ lr “

n
ÿ

r“1

j pµs,rq lr,

et donc

x “

p
ÿ

s“1

rj pλsqms

“

p
ÿ

s“1

rj

˜

n
ÿ

r“1

j pµs,rq lr

¸

ms

“
ÿ

1ďrďn
1ďsďp

rj ˝ j pµs,rqrjplrqms

“
ÿ

1ďrďn
1ďsďp

µs,r ¨
`

rjplrqms

˘

.
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Ainsi, la famille finie B de cardinal pn est bien une base M sur K : le K-espace vectoriel
M est donc de dimension finie et

rM : Ks “ dimK M “ pn “ rM : LsrL : Ks.

Réciproquement, supposons que l’extension M soit de degré fini sur K et montrons que
les degrés rM : Ls et rL : Ks sont également finis. Pour cela, considérons une famille libre
tl1, . . . , lnu du K-espace vectoriel L et une famille libre tm1, . . . ,mpu du L-espace vectoriel M .
Nous avons montré plus haut que la famille

!

rjplrqms, r P t1, . . . , nu, s P t1, . . . , pu

)

du K-
espace vectoriel M était alors libre. En tant que telle et comme rM : Ks “ dimK M est finie, le
cardinal np de cette famille vérifie np ď rM : Ks. En particulier, n ď rM : Ks et p ď rM : Ks.
Autrement dit, toute famille d’au moins rM : Ks ` 1 éléments de L, resp. M , est K-liée, resp.
L-liée.

Mais, si L était un K-espace vectoriel de dimension infinie, toute sous-famille finie de tout
cardinal d’une base infinie de L serait libre. Le degré de L sur K est donc bien fini. De même,
M est un L-espace vectoriel de dimension finie.

1.2 Extensions engendrées
Soient K et L deux corps tels que K est un sous-corps de L : L est donc une extension

de K. Soit A un sous-ensemble de L. On note KpAq l’intersection de tous les sous-corps de L
contenant K et A. Alors :

Proposition 1.2.1. KpAq est le plus petit (pour l’inclusion) sous-corps de L contenant K
et A.

Démonstration. Tout d’abord,KpAq est bien un sous-corps de L, car l’intersection (quelconque)
de sous-corps de L est un sous-corps de L. Ensuite, KpAq contient bien K et A, car K et A
sont contenus dans tous les sous-corps de L contenant K et A, donc dans KpAq.

Montrons enfin qu’il s’agit du plus petit sous-corps de L contenant K et A. Considérons
pour cela un sous-corps M de L contenant K et A, alors KpAq Ă M car KpAq est l’intersection
de tous les sous-corps de L contenant K et A.

Le sous-corps KpAq de L est appelé sous-corps de L engendré par K et A. Il s’agit en par-
ticulier d’une extension du corps K et on l’appelle également extension de K engendrée par A.

Si A “ ta1, . . . , apu est fini, on note habituellement Kpa1, . . . , apq :“ Kpta1, . . . , apuq.
Exemple 1.2.2. 1. On a Qp

?
2q “ Qr

?
2s. En effet, Qr

?
2s est un sous-corps de R contenant

Q et
?
2, ce qui montre que Qp

?
2q Ă Qr

?
2s. Réciproquement, comme Qp

?
2q est un

corps contenant Q et
?
2, Qp

?
2q contient tous les nombres réels de la forme a ` b

?
2,

a, b P Q, donc Qp
?
2q contient Qr

?
2s.

2. On a Rpiq “ C. En effet, Rpiq Ă C et, comme Rpiq est un corps contenant R et i, Rpiq
contient tous les éléments de la forme a` bi, a, b P R, autrement dit Rpiq contient C.

Proposition 1.2.3. Soit B un sous-ensemble de L. Alors KpAYBq “
`

KpAq
˘

pBq.
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Démonstration. On a A Y B Ă KpAq Y B (car KpAq contient A) et KpAq Y B Ă
`

KpAq
˘

pBq

(car
`

KpAq
˘

pBq contient KpAq et B), donc A Y B Ă
`

KpAq
˘

pBq. De plus,
`

KpAq
˘

pBq est un
sous-corps de L contenant KpAq donc K. Ainsi, comme

`

KpAq
˘

pBq est un sous-corps de L
contenant K et AYB, KpAYBq Ă

`

KpAq
˘

pBq.
Réciproquement, KpAYBq est un sous-corps de L contenant KpAq (car KpAYBq est un

sous-corps de L contenant K et A Y B donc A, et donc KpAq Ă KpA Y Bq) ainsi que B, et
donc

`

KpAq
˘

pBq Ă KpAYBq.

Remarque 1.2.4. 1. On écrira KpAqpBq :“
`

KpAq
˘

pBq.

2. On a KpAqpBq “
`

KpAq
˘

pBq “ KpAYBq “ KpB YAq “
`

KpBq
˘

pAq “ KpBqpAq.

3. Si a, b P L, on a Kpa, bq “ Kpaqpbq “ Kpbqpaq.
On termine cette section par une description des éléments de KpAq :

Proposition 1.2.5. On a

KpAq “

"

Spa1, . . . , akq

T pa1, . . . , akq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

k P N, a1, . . . , ak P A,
S

T
P KpX1, . . . , Xkq tels que T pa1, . . . , akq ‰ 0

*

.

Démonstration. Notons M l’ensemble de droite. Alors

• M contient en particulier K,

• M contient également A : tout élément a de A peut s’écrire a “ Xpaq et X P KpXq,

• M est contenu dans L : si Spa1,...,akq

T pa1,...,akq
est un élément de M avec les notations ci-dessus,

Spa1, . . . , akq, T pa1, . . . , akq P L, car L est stable par sommes et produits, et Spa1,...,akq

T pa1,...,akq
P L

car L est stable par inverses (d’éléments non nuls) et produits.

• M est un sous-corps de L : si k, l P N, a1, . . . , ak, b1, . . . , bl P A, S
T P KpX1, . . . , Xkq,

U
V P KpY1, . . . , Ylq tels que T pa1, . . . , akq ‰ 0 et V pb1, . . . , blq ‰ 0, alors

1. S
T ´ U

V “ SV ´UT
TV P KpX1, . . . , Xk, Y1, . . . , Ylq et

Spa1, . . . , akq

T pa1, . . . , akq
´
Upb1, . . . , blq

V pb1, . . . , blq
“

ˆ

SV ´ UT

TV

˙

pa1, . . . , ak, b1, . . . , blq P M,

2. S
T

U
V “ SU

TV P KpX1, . . . , Xk, Y1, . . . , Ylq et

Spa1, . . . , akq

T pa1, . . . , akq

Upb1, . . . , blq

V pb1, . . . , blq
“

ˆ

SU

TV

˙

pa1, . . . , ak, b1, . . . , blq P M,

3. Spa1,...,akq

T pa1,...,akq
‰ 0 ssi Spa1, . . . , akq ‰ 0 et, dans ce cas, l’inverse de Spa1,...,akq

T pa1,...,akq
dans L est

T pa1, . . . , akq

Spa1, . . . , akq
“

ˆ

T

S

˙

pa1, . . . , akq P M.
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Au total, M est donc un sous-corps de L contenant K et A. On a donc KpAq Ă M . Récipro-
quement, si N est un sous-corps de L contenant K et A, alors N contient tout élément de la
forme Spa1,...,akq

T pa1,...,akq
avec k P N, a1, . . . , ak P A, S

T P KpX1, . . . , Xkq tels que T pa1, . . . , akq ‰ 0, car
N contient K et A et est stable par sommes, produits et inverses d’éléments non nuls. Ainsi,
M Ă N , et donc M Ă KpAq.

1.3 Eléments algébriques

Soient K et L deux corps tels que K est un sous-corps de L. Soit a P L.

Définition 1.3.1. On dit que a est algébrique sur K s’il existe un polynôme non nul P de
KrXs tel que P paq “ 0, transcendant sur K sinon.

Exemple 1.3.2. 1. Si a P K, alors a est algébrique sur K car a est racine du polynôme X´a
de KrXs.

2. Le nombre
?
2 de R est algébrique sur Q car il est racine du polynôme X2 ´ 2 de QrXs.

3. Le nombre i de C est algébrique sur Q car il est racine du polynôme X2 ` 1 de QrXs (i
est donc également algébrique sur R).

4. Tout nombre complexe α ` iβ, α, β P R, est algébrique sur R : α ` iβ est en effet racine
du polynôme pX ´ αq2 ` β2 de RrXs.

5. Les nombres e et π sont transcendants sur Q.

Remarque 1.3.3. • Soit M un corps contenant Q et soit x P M . Alors x est algébrique sur Q
si et seulement s’il existe un polynôme non nul P de ZrXs tels que P pxq “ 0. En effet,
ZrXs Ă QrXs, et si Q P QrXszt0u vérifie Qpxq “ 0 alors, en notant α le PPCM des
dénominateurs des coefficients du polynôme Q, αQ P ZrXs et

`

αQ
˘

pxq “ αQpxq “ 0.

• Si M désigne maintenant un sous-corps de L contenant K et si a est algébrique sur K
alors a est algébrique sur M (car KrXs Ă M rXs).

Notons Ia :“ tP P KrXs | P paq “ 0u. Alors Ia ‰ t0u ssi a est algébrique sur K (de manière
équivalente, Ia “ t0u ssi a est transcendant sur K).

De plus, Ia est un idéal de l’anneau KrXs :

• le polynôme nul annule a,

• si P,Q P Ia, pP ´Qqpaq “ P paq ´Qpaq “ 0 ´ 0 “ 0,

• si P P Ia et Q P KrXs, alors pPQqpaq “ P paqQpaq “ 0 ¨Qpaq “ 0.

Comme l’anneau KrXs est principal, il existe un polynôme P0 P Ia tel que Ia est engendré par
le polynôme P0 i.e. Ia “ pP0q “ tP0Q | Q P KrXsu.

On suppose dans la suite de cette section que a est algébrique sur K. Alors Ia ‰ p0q et :
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Proposition et Définition 1.3.4. Il existe un unique polynôme µa,K unitaire tel que Ia “

pµa,Kq (en particulier, comme a est algébrique sur K i.e. Ia ‰ p0q, µa,K est nécessairement
non nul). Le polynôme µa,K est appelé polynôme minimal de a sur K.

Démonstration. Soient P1, P2 P Ia unitaires tels que Ia “ pP1q “ pP2q alors, en particulier, P1

divise P2 et P2 divise P1 : il existe donc α P K˚ tel que P1 “ αP2. Mais, comme les polynômes
P1 et P2 sont tous deux unitaires, α “ 1 et donc P1 “ P2.

Remarque 1.3.5. • Une autre façon d’exprimer le fait que µa,K engendre l’idéal Ia est de dire
que l’ensemble des polynômes de KrXs annulant a est l’ensemble des multiples de µa,K .

• Le polynôme µa,K est nécessairement non constant : un polynôme constant non nul de
KrXs n’annule aucun élément de L.

L’assertion suivante nous donne un moyen de déterminer concrètement le polynôme minimal
de a sur K :

Proposition 1.3.6. Soit P un polynôme de KrXs. Alors P “ µa,K ssi P est unitaire et
irréductible dans KrXs (en particulier non constant) et vérifie P paq “ 0.

Démonstration. Supposons donc que P est un polynôme non nul unitaire et irréductible de
KrXs tel que P paq “ 0. Alors P P Ia et µa,K divise donc P : il existe Q P KrXs tel que
P “ Qµa,K . Mais P est irréductible dans KrXs et µa,K est non constant donc, nécessairement,
Q P K, et P est unitaire comme µa,K donc Q “ 1 et P “ µa,K .

Réciproquement, µa,K est irréductible dans KrXs : supposons par l’absurde qu’il existe des
polynômes non constants Q1, Q2 P KrXs tels que µa,K “ Q1Q2 (en particulier, les degrés de
Q1 et Q2 sont strictement plus petits que le degré de µa,K), alors

0 “ µa,Kpaq “ Q1paqQ2paq

et donc, par intégrité de KrXs, Q1paq “ 0 ou Q2paq “ 0 i.e. Q1 P Ia ou Q2 P Ia. Supposons
sans perdre de généralité que Q1 P Ia, alors µa,K divise Q1. Comme par hypothèse Q1 divise
également µa,K , il existe α P K˚ tel que Q1 “ αµa,K . Mais degQ1 ‰ degµa,K , d’où une
contradiction.

Utilisons ce lemme pour déterminer quelques polynômes minimaux.
Exemple 1.3.7. 1. Si a P K, le polynôme minimal de a sur K est X ´ a : X ´ a est unitaire,

irréductible dans KrXs et annule a.

2. Le polynôme minimal de
?
2 sur Q est X2 ´ 2 : X2 ´ 2 est unitaire, irréductible dans

QrXs et annule
?
2.

3. Le polynôme minimal de i sur Q est X2 ` 1 : X2 ` 1 est unitaire, irréductible dans QrXs

et annule i.

4. Le polynôme minimal du nombre réel 4
?
2 sur Q est X4 ´ 2 : X4 ´ 2 P QrXs est unitaire,

annule 4
?
2 et est irréductible dans QrXs par le critère d’Eisenstein (le nombre premier 2

ne divise pas 1, divise 2 et 22 “ 4 ne divise pas 2).
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5. Le polynôme minimal de 4
?
2 sur Qr

?
2s est X2 ´

?
2 : le polynôme unitaire X2 ´

?
2 de

pQr
?
2sqrXs annule 4

?
2 donc µ4?

2,Qr
?
2s

divise X2 ´
?
2 dans pQr

?
2sqrXs, et µ4?

2,Qr
?
2s

ne
peut être de degré 1 sinon, par le deuxième point de la remarque suivante, 4

?
2 appartien-

drait à Qr
?
2s (ce qui n’est pas le cas : s’il existait a, b P Q tels que 4

?
2 “ a` b

?
2, alors

on aurait
?
2 “

´

4
?
2
¯2

“ pa` b
?
2q2 “ a2 ` 2

?
2ab` 2b2

et donc
?
2p1 ´ 2abq “ a2 ` 2b2, et

• si 1 ´ 2ab “ 0, alors a2 ` 2b2 “ 0 donc a “ b “ 0 et 4
?
2 “ 0, ce qui n’est pas le cas,

• si 1 ´ 2ab ‰ 0, alors
?
2 “ a2`2b2

1´2ab P Q, ce qui n’est pas le cas).

Remarque 1.3.8. • Comme on peut notamment le constater avec les deux derniers exemples
ci-dessus, le polynôme minimal de a sur K dépend bien du corps K : on a µ4?

2,Q “ X4´2

et µ4?
2,Qr

?
2s

“ X2 ´
?
2.

• On a degµa,K “ 1 ssi µa,K “ X ´ a ssi a P K. En effet, on a montré plus haut que
si a P K, alors µa,K “ X ´ a. De plus, si µa,K “ X ´ a alors degµa,K “ 1. Enfin, si
degµa,K “ 1, alors µa,K “ X ´ α avec α P K et, comme 0 “ µa,Kpaq “ a ´ α, on a
a “ α P K.

• Soit b P L tel que µa,Kpbq “ 0, alors µb,K “ µa,K : en effet, µa,K est alors un polynôme
unitaire et irréductible dans KrXs qui annule b.

Soit d P Nzt0u. Si d “ degµa,K , on dit que a est algébrique de degré d sur K.

Exemple 1.3.9. 1. D’après la remarque précédente, a est algébrique de degré 1 sur K ssi
a P K.

2.
?
2 et i sont algébriques de degré 2 sur Q.

3. 4
?
2 est algébrique de degré 4 sur Q et est algébrique de degré 2 sur Qr

?
2s.

Soit b P L, notons Krbs le sous-ensemble tP pbq | P P KrXsu de L : il s’agit de l’image
du morphisme d’anneaux (unitaires) φb : KrXs Ñ L ; P ÞÑ P pbq, en particulier Krbs est un
sous-anneau de L.

Lemme 1.3.10. Krbs est le plus petit sous-anneau de L contenant K et b.

Démonstration. Tout d’abord, remarquons que Krbs contient bien b et K : on peut écrire
b “ φbpXq et, si x P K, x “ φbpxq.

Ensuite, soit R un sous-anneau de L contenant K et b alors, par stabilité de R par sommes et
produits et comme R contient K et b, R contient tout élément de la forme P pbq avec P P KrXs,
et donc Krbs Ă R.

Remarque 1.3.11. • Krbs est l’intersection de tous les sous-anneaux de L contenant K et b.
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• Remarquons également que Krbs est un espace vectoriel sur K : l’application φb est une
application linéaire entre les K-espaces vectoriels KrXs et L, et son image Krbs est donc
un sous-espace vectoriel de L. Une famille génératrice du K-espace vectoriel Krbs est
tbs, s P Nu.

• On a Krbs Ă Kpbq car Kpbq est un sous-anneau (car sous-corps) de L contenant K et b.
Nous allons montrer que, comme a est algébrique sur K, Kras “ Kpaq, en particulier Kras

est un corps. Plus précisément :

Proposition 1.3.12. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. b est algébrique sur K,

2. la dimension du K-espace vectoriel Krbs est finie,

3. Krbs est un corps,

4. Krbs “ Kpbq.

Démonstration. Prouvons cette proposition par démonstration circulaire :
1. ñ 2. : Si b est algébrique sur K, il existe P P KrXs non nul tel que P pbq “ 0. Si

on écrit P “

d
ÿ

r“0

arX
r avec ad ‰ 0, on a donc 0 “

d
ÿ

r“0

arb
r i.e. bd “ ´

d´1
ÿ

r“0

`

a´1
d ar

˘

br, et donc

tbs, s P Nu Ă VectKt1, . . . , bd´1u. Ainsi, la famille t1, . . . , bd´1u engendre Krbs, en particulier,
Krbs est de dimension finie sur K.

2. ñ 3. : Supposons que dimK Krbs soit finie, et soit y un élément non nul de Krbs. Consi-
dérons l’application ψ : Krbs Ñ Krbs ; x ÞÑ yx : il s’agit d’un endomorphisme linéaire du
K-espace vectoriel Krbs. ψ est de plus injective : si x P Krbs vérifie ψpxq “ 0 i.e. yx “ 0 alors,
comme y ‰ 0 et Krbs est un anneau intègre (en tant que sous-anneau du corps L), nécessaire-
ment x “ 0. Mais, comme Krbs est, par hypothèse, un K-espace vectoriel de dimension finie,
ψ est alors également surjective : il existe donc x P Krbs tel que 1 “ ψpxq i.e. 1 “ yx, et donc
en particulier y est inversible dans Krbs. Krbs est donc bien un corps.

3. ñ 4. : Si Krbs est un corps, alors, comme Krbs contient K et b, on a Kpbq Ă Krbs. Mais
Kpbq est un sous-anneau de L contenant K et b donc Krbs Ă Kpbq.

4. ñ 1. : Supposons que Krbs “ Kpbq. Si b “ 0, alors b P K donc b est algébrique sur K. Si

b ‰ 0, comme Kpbq est un corps, b´1 P Kpbq “ Krbs : il existe donc P “

d
ÿ

r“0

arX
r P KrXs tel

que

b´1 “ P pbq “

d
ÿ

r“0

arb
r

donc

1 “

d
ÿ

r“0

arb
r`1 i.e. 1 ´

d
ÿ

r“0

arb
r`1 “ 0 i.e.

˜

1 ´

d
ÿ

r“0

arX
r`1

¸

pbq “ 0,



1.3. ELÉMENTS ALGÉBRIQUES 15

et b est donc algébrique sur K (le polynôme P est non nul car sinon b´1 “ P pbq serait nul).

Remarque 1.3.13. En particulier, si b est algébrique sur K, l’extension Kpbq de K est de degré
fini.

Complétons la propriété précédente. On rappelle que a est algébrique sur K. Notons alors
d le degré du polynôme minimal µa,K de a sur K.

Proposition 1.3.14. La famille tas, s P t0, . . . , d ´ 1uu est une base du K-espace vectoriel
Kpaq “ Kras. En particulier, rKpaq : Ks “ d.

Démonstration. Notons B :“ tas, s P t0, . . . , d ´ 1uu et montrons tout d’abord que B est une
famille libre de Kras : soient donc λ0, . . . , λd´1 P K tels que

d´1
ÿ

s“0

λsa
s “ 0

i.e. P paq “ 0 où P :“
d´1
ÿ

s“0

λsX
s P KrXs. Ainsi P P Ia donc µa,K divise P . Mais degP ď d ´ 1

et degµa,K “ d donc, nécessairement, P “ 0 i.e. pour tout s P t0, . . . , d´ 1u, λs “ 0.
Montrons ensuite que B engendre le K-espace vectoriel Kras. Soit P P KrXs et considérons

la division euclidienne de P par µa,K : il existe Q,R P KrXs tels que P “ Qµa,K ` R et
degR ă degµa,K . On a alors

P paq “ Qpaqµa,Kpaq `Rpaq “ Rpaq

et donc, si l’on écrit R :“
N
ÿ

s“0

µsX
s avec N ď d´ 1, P paq “ Rpaq “

N
ÿ

s“0

µsa
s P VectKpBq.

Exemple 1.3.15. Utilisons la proposition précédente pour déterminer le degré de l’extension
Qp

?
2, iq de Q. On a Qp

?
2, iq “ Qp

?
2qpiq et considérons la suite d’inclusions Q Ă Qp

?
2q Ă

Qp
?
2qpiq de sous-corps de R. D’après le théorème 1.1.8,

rQp
?
2, iq : Qs “ rQp

?
2qpiq : Qp

?
2qsrQp

?
2q : Qs.

Nous avions déterminé dès l’exemple 1.1.6 que l’extension Qp
?
2q de Q était de degré 2.

Ensuite, le polynôme minimal de i sur
?
2 est X2`1 (car X2`1 annule i, est unitaire et est

irréductible sur R donc sur Qp
?
2q Ă R) donc, d’après la proposition précédente, rQp

?
2qpiq :

Qp
?
2qs “ 2 et donc

rQp
?
2, iq : Qs “ rQp

?
2qpiq : Qp

?
2qsrQp

?
2q : Qs “ 2 ˆ 2 “ 4.

Remarque 1.3.16. Reprenons notre élément b quelconque de L. Le morphisme d’anneaux (uni-
taires) φb : KrXs Ñ Krbs est surjectif (par définition) et induit l’isomorphisme d’anneaux
(unitaires)

φb :
KrXs{Ib Ñ Krbs

P ÞÑ P pbq

par la propriété universelle du quotient (Ker φb “ tP P KrXs | P pbq “ 0u “ Ib).
Ainsi,
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• si b est transcendant sur K, φb est un isomorphisme de KrXs sur Krbs,

• si b est algébrique sur K, φb est un isomorphisme de KrXs{pµb,Kq sur Krbs “ Kpbq.

1.4 Extensions algébriques
Soient K et L deux corps tels que K est un sous-corps de L.

Définition 1.4.1. L’extension L de K est dite algébrique sur K si tout élément de L est
algébrique sur K.

Exemple 1.4.2. 1. L’extension C de R est algébrique sur R : nous avons montré dans l’exemple
1.3.2 4. que tout nombre complexe était racine d’un polynôme de degré 2 à coefficients
réels.

2. L’extension Qp
?
2q “ Qr

?
2s de Q est algébrique sur Q : si a, b P Q, le nombre a ` b

?
2

est racine du polynôme pX ´ aq2 ´ 2b2 de QrXs.
Plus généralement, toute extension de degré fini est algébrique :

Proposition 1.4.3. On suppose que L est de degré fini sur K. Alors L est algébrique sur K.
De plus, si on note n :“ rL : Ks, tout élément de L est algébrique sur K de degré au plus égal
à n.

Démonstration. Soit a P L et considérons la famille tas | s P t0, . . . , nuu de L.
S’il existe s1, s2 P t0, . . . , nu avec s1 ‰ s2 tels que as1 “ as2 , alors le polynôme non nul

Xs1 ´Xs2 de KrXs annule a donc a est algébrique sur K.
Supposons maintenant que les éléments as, s P t0, . . . , nu sont deux à deux distincts. Alors,

la famille tas | s P t0, . . . , nuu étant de cardinal n` 1 et L étant de dimension n, cette famille
ne peut être libre et il existe donc λ0, . . . , λn P K non tous nuls tels que

n
ÿ

s“0

λsa
s “ 0 i.e.

˜

n
ÿ

s“0

λsX
s

¸

paq “ 0.

Le polynôme P :“
n
ÿ

s“0

λsX
s de KrXs étant non nul (car les scalaires λ0, . . . , λn P K sont non

tous nuls), a est algébrique sur K et, de plus, degµa,K ď degP (car µa,K divise P ) donc
degµa,K ď n.

Soient maintenant a et b deux éléments algébriques de L (l’extension L de K n’est ici pas
supposée algébrique ou de degré fini). Alors :

Proposition 1.4.4. L’extension Kpa, bq de K est de degré fini.

Démonstration. Considérons la suite d’inclusions K Ă Kpaq Ă Kpa, bq de sous-corps de L.
Comme a est algébrique sur K, l’extension Kpaq de K de degré fini par la proposition 1.3.12
(voir aussi la remarque 1.3.13). De plus, b est algébrique sur K donc sur Kpaq, et l’extension
Kpa, bq “ Kpaqpbq de Kpaq est donc de degré fini.

D’après le théorème 1.1.8, l’extension Kpa, bq est donc de degré fini sur K.
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En conséquence :

Corollaire 1.4.5. L’extension Kpa, bq de K est algébrique. En particulier, a ` b et ab sont
algébriques sur K, ainsi que, si b ‰ 0, le quotient a

b .

Démonstration. L’extension Kpa, bq de K est de degré fini par la proposition précédente, et est
donc algébrique par la proposition 1.4.3. Comme a`b, ab P Kpa, bq, a`b et ab sont algébriques
sur K. Si b ‰ 0, a

b appartient également à Kpa, bq et est donc algébrique sur K.

Remarque 1.4.6. • Les éléments algébriques a ` b, ab et, si b ‰ 0, a
b sont tous de degré au

plus égal à rKpa, bq : Ks d’après la proposition 1.4.3. Par ailleurs, si n est le degré de a
sur K et p est le degré de b sur K alors rKpa, bq : Kpaqs ď p (car µb,Kpaq divise µb,K) et
donc rKpa, bq : Ks “ rKpa, bq : KpaqsrKpaq : Ks ď pn.

• Si a1, . . . , am sont des éléments de L algébriques sur K, on peut également montrer, par
récurrence sur m, que l’extension Kpa1, . . . , amq de K est de degré fini, et donc algébrique
sur K. Il s’ensuit que tout élément de L de la forme Spa1,...,amq

T pa1,...,amq
, où a1, . . . , am sont des

éléments algébriques sur K et S
T est une fraction rationnelle de KpX1, . . . , Xmq tels que

T pa1, . . . , amq ‰ 0, est algébrique sur K.

• Le corollaire montre que le sous-ensemble pK de L formé des éléments algébriques sur K
est un sous-corps de L (contenant K) : si a, b P pK, alors a´ b et ab sont également dans
pK car a ´ b et ab sont dans l’extension algébrique Kpa, bq, et, si a ‰ 0, a´1 P pK car a´1

est dans Kpa, bq et est donc également algébrique.
Exemple 1.4.7. En appliquant les résultats précédents, nous pouvons affirmer que

?
2 ` i est

un élément algébrique sur Q de degré au plus égal à 4. De plus, comme

•
?
2 ` i R Q,

• Qp
?
2 ` iq Ă Qp

?
2, iq donc rQp

?
2 ` iq : Qs divise rQp

?
2, iq : Qs,

• rQp
?
2, iq : Qs “ 4 (d’après l’exemple 1.3.15),

nous savons que le degré de
?
2 ` i sur Q est 2 ou 4. Supposons qu’il existe un polynôme P de

la forme P “ X2 ` βX ` γ, β, γ P Q tel que

P p
?
2 ` iq “ 0 ô p

?
2 ` iq2 ` βp

?
2 ` iq ` γ “ 0

ô 1 ` 2
?
2i` βp

?
2 ` iq ` γ “ 0

ô 1 ` β
?
2 ` γ `

`

2
?
2 ` β

˘

i “ 0

ñ 2
?
2 ` β “ 0

ñ
?
2 “ ´

β

2
,

ce qui est impossible :
?
2 ` i est donc algébrique de degré 4 sur Q.

En particulier, rQp
?
2 ` iq : Qs “ rQp

?
2, iq : Qs et donc, comme Qp

?
2 ` iq Ă Qp

?
2, iq,

Qp
?
2 ` iq “ Qp

?
2, iq.
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Pour terminer cette section, restreignons-nous à l’étude de l’extension Q Ă C et montrons
le résultat suivant :

Lemme 1.4.8. Soit α un élément de r0;`8r algébrique sur Q et soit n P Nzt0u. Alors n
?
α

est également algébrique sur Q.

Démonstration. Considérons d’une part la suite d’inclusions

Q Ă Qpαq Ă Qpα, n
?
αq

de sous-corps de R :

• le polynômeXn´α de QpαqrXs annule n
?
α donc n

?
α est algébrique sur Qpαq et l’extension

Qpα, n
?
αq “ Qpαqpn

?
αq de Qpαq est de degré fini,

• α est algébrique sur Q par hypothèse donc le degré rQpαq : Qs est également fini.

L’extension Qpα, n
?
αq de Q est donc de degré fini.

Considérons d’autre part la suite d’inclusions

Q Ă Qpn
?
αq Ă Qpn

?
α, αq “ Qpα, n

?
αq.

L’extension Qpα, n
?
αq de Q étant de degré fini, d’après le théorème 1.1.8, l’extension Qpn

?
αq

de Q est également de degré fini : elle est donc algébrique sur Q et n
?
α P Qpn

?
αq est donc

algébrique sur Q.

Ce lemme, combiné avec le corollaire 1.4.5, nous montre que tout nombre réel exprimé
à l’aide de sommes, différences, produits, quotients, racines n-ièmes, n P Nzt0u, de nombres
rationnels est algébrique sur Q.

Par exemple, le nombre réel
?
11

4?
3

´
186

b

3´
3?
5

2`4
?
7

est algébrique sur Q.



Chapitre 2

Constructibilité à la règle et au
compas

2.1 Points constructibles du plan
Soit pPq un plan et soient A, B et C sont trois points de pPq tels que A ‰ B. On note

• pABq l’unique droite de pPq passant par A et B,

• rABs le segment reliant les points A et B,

• CpC, rABsq le cercle de centre C et de rayon rABs.

Soit maintenant E un ensemble de points du plan pPq. On note

• DE l’ensemble des droites passant par deux points (distincts) de E ,

• CE l’ensemble des cercles de centre un point de E et de rayon un segment reliant deux
points (distincts) de E :

DE “ tpABq | A,B P E , A ‰ Bu et CE “ tCpC, rABsq | A,B,C P E , A ‰ Bu .

Soit P un point de pPq.

Définition 2.1.1. On dit que P est constructible en une étape à partir de E si P est à l’inter-
section de deux éléments distincts de DE Y CE i.e. s’il est inclus dans l’intersection

• de deux droites distinctes de DE ,

• d’une droite de DE et d’un cercle de CE ,

• ou de deux cercles distincts de CE .

Si n P Nzt0; 1u, on dira qu’un point P est constructible en n étapes à partir de E s’il existe une
suite finie P1, . . . , Pn de points de plan tels que

1. P1 est constructible en une étape à partir de E,

19
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2. pour tout i P t2, . . . , nu, Pi est constructible en une étape à partir de E Y tPj , j P

t1, . . . , i´ 1u,

3. Pn “ P .

On dira également que P est constructible en zéro étape à partir de E si P P E , et finale-
ment que P est constructible à partir de E (ou des points de E) s’il existe n P N tel que P est
constructible en n étapes à partir de E .

Les points du plan pPq constructibles à partir de E sont exactement les points de E et les
points que l’on peut construire à partir des points de E à l’aide d’une règle (non graduée) et
d’un compas.
Exemple 2.1.2. Le milieu M du segment rABs est constructible à partir des points A et B. En
effet,

1. soient C le cercle de centre A et de rayon rABs et C1 le cercle de centre B et de rayon rABs,
et construisons les deux points d’intersection D et D1 de C et C1 : comme C, C1 P CtA,Bu,
les points D et D1 sont constructibles (en une étape) à partir de tA,Bu,

2. le point M est alors le point d’intersection de la droite pABq et de la droite pDD1q : M
est donc constructible (en trois étapes) à partir de tA,Bu : D est constructible à partir
de tA,Bu, D1 est constructible à partir de tA,B,Du et enfin M est constructible à partir
de tA,B,D,D1u.

Remarque 2.1.3. Si E1 et E2 sont deux ensembles de points de pPq tels que E1 Ă E2, alors tout
point constructible à partir de E1 est constructible à partir de E2.

Notons KpEq les points du plan constructibles à partir de E . Il est à remarquer qu’un point
constructible à partir de KpEq i.e. un point constructible à partir de points constructibles à
partir de E est constructible à partir de E (i.e K

`

KpEq
˘

“ KpEq.)
Une droite passant par deux points constructibles à partir de E (i.e. une droite de DKpEq)

sera également dite constructible à partir de E . Une cercle de centre un point constructible à
partir de E et de rayon un segment reliant deux points constructibles à partir de E (i.e. un
cercle de CKpEq), sera dit constructible à partir de E . Il est à noter qu’un point à l’intersection
de deux constructions distinctes de DKpEq Y CKpEq est constructible à partir de E .
Exemple 2.1.4. 1. Reprenons le premier exemple de l’exemple 2.1.2 : la droite pDD1q que

nous avons construite est la médiatrice du segment rABs. Comme les points D et D1

sont constructibles à partir de tA,Bu, la médiatrice du segment rABs est constructible à
partir de tA,Bu.

2. La droite perpendiculaire à pABq passant par A est constructible à partir de A et B. En
effet,

(a) soit C le cercle de centre A et de rayon rABs et notons B1 l’autre point d’intersection
de C avec la droite pABq : comme C P CtA,Bu et pABq P DtA,Bu, le point B1 est
constructible (en une étape) à partir de tA,Bu,

(b) la droite perpendiculaire à pABq passant par A est alors la médiatrice du segment
rBB1s et est donc constructible à partir de tA,Bu puisque B et B1 le sont.
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3. Supposons que C R pABq. La droite parallèle à pABq passant par C est constructible à
partir de tA,B,Cu. En effet,

(a) notons C le cercle de centre A et de rayon rACs et soit D l’un des deux points
d’intersection de C avec la droite pABq : comme C P CtA,B,Cu et pABq P DtA,B,Cu, le
point D est constructible à partir de tA,B,Cu,

(b) soit C1 le cercle de centre D et de rayon rACs et soit C2 le cercle de centre C et de
rayon rACs : A P C1 XC2 et comme D, A et C ne sont pas alignés, C1 et C2 possèdent
un autre point d’intersection que l’on note E et qui est constructible à partir de
tA,B,Cu,

(c) la droite pECq passant par C est alors parallèle à la droite pABq (car le quadrilatère
de sommets A, D, E, C a ses quatre côtés de longueurs égales donc est un losange)
et est constructible à partir de tA,B,Cu.

4. Supposons à nouveau que les points A, B et C ne sont pas alignés. La bissectrice de
l’angle {ABC est constructible à partir de tA,B,Cu. En effet,

(a) soit C le centre de centre B et de rayon rBAs et notons D le point d’intersection de
C et pBCq situé sur la demi-droite rBCq : comme C P CtA,B,Cu et pBCq P DtA,B,Cu,
le point D est constructible à partir de tA,B,Cu,

(b) la bissectrice de l’angle {ABC est alors la médiatrice du segment rADs, qui est
constructible à partir de tA,Du d’après l’exemple 1 et est donc constructible à
partir de tA,B,Cu puisque le point D est constructible à partir de tA,B,Cu.

2.2 Constructibilité et extensions de corps
Reprenons notre plan pPq et soit E un ensemble de points de pPq contenant au moins deux

points distincts O et A.
Considérons ensuite un point B du plan tel que B est à l’intersection de la droite perpen-

diculaire à pOAq passant par O et du cercle de centre O et de rayon rOAs : d’une part, le point
B est constructible à partir de tO,Au (cf. exemple 2.1.4 2) et, d’autre part, le triplet pO,A,Bq

forme un repère orthonormal du plan pPq. Notons px, yq les coordonnées (réelles) dans le repère
pO,A,Bq (dans ce repère, O, A et B ont pour coordonnées respectives p0, 0q, p1, 0q et p0, 1q).

Notons ensuite QpEq l’extension de Q engendrée dans R par les coordonnées des points de
E. Précisément, si E “ tPi, i P Iu et si, pour i P I, le point Pi a pour coordonnées pxi, yiq dans
le repère pO,A,Bq, on définit

QpEq :“ Q

˜

ď

iPI

txi, yiu

¸

.

Exemple 2.2.1. 1. On a
Q
`

tO,Au
˘

“ Qp0, 0, 1, 0q “ Q.

2. Soit C le point du plan pPq tel que le quadrilatère OACB est un carré. Soient ensuite
D et E les deux points d’intersection du cercle de centre O et de rayon rOCs et de la
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droite pOBq (il est à remarquer que C, D et E sont constructibles à partir de tO,Au).
On a Q

`

tO,A,D,Eu
˘

“ Qp
?
2q.

En effet, les coordonnées de D et E dans le repère pO,A,Bq sont p0,
?
2q et p0,´

?
2q et

on a donc
Q
`

tO,A,D,D1u
˘

“ Qp0, 0, 1, 0, 0,
?
2, 0,´

?
2q “ Qp

?
2q.

Remarque 2.2.2. Si E1 et E2 sont deux ensembles de points de pPq tels que E1 Ă E2, alors
QpE1q Ă QpE2q i.e. QpE2q est une extension de QpE1q.

Nous allons établir un lien entre la constructibilité à partir de E et l’existence d’extensions
particulières du corps QpEq.

Dans la suite, lorsque le contexte sera clair, nous dirons simplement qu’un point, une droite
ou un cercle de pPq est constructible si l’objet en question est constructible à partir de E .

Par ailleurs, nous prendrons la liberté de désigner un point par ses coordonnées dans le
repère pO,A,Bq.

Soit P un point de pPq de coordonnées px0, y0q dans le repère pO,A,Bq. Remarquons que
Q
`

E Y tP u
˘

“ QpEqpx0, y0q est une extension de QpEq (cf. remarque 2.2.2).
Nous allons ci-dessous établir un critère nécessaire de constructibilité de P en une étape :

Proposition 2.2.3. On suppose que P est constructible en une étape à partir de E. Alors
l’extension Q

`

E Y tP u
˘

sur QpEq est de degré fini et on a

rQ
`

E Y tP u
˘

: QpEqs P t1; 2u,

autrement soit Q
`

E Y tP u
˘

“ QpEq, soit Q
`

E Y tP u
˘

est une extension quadratique de QpEq.

Démonstration. P étant constructible en une étape, P est à l’intersection

• de deux droites de DE ,

• d’une droite de DE et d’un cercle de CE ,

• ou de deux cercles de CE .

Nous allons montrer la conclusion de la proposition dans chacun de ces trois cas. Pour cela,
nous utilisons le lemme 2.2.4 ci-dessous qui donne la forme des équations, dans les coordonnées
px, yq, d’une droite de DE et d’un cercle de CE .

Supposons tout d’abord que P est l’unique point d’intersection de deux droites distinctes D
et D1 de DE d’équations respectives ax`by`c “ 0 et a1x`b1y`c1 “ 0 dans les coordonnées px, yq,
avec a, a1, b, b1, c, c1 P QpEq, pa, bq ‰ p0, 0q, pa1, b1q ‰ p0, 0q (lemme 2.2.4 1). Les coordonnées
px0, y0q de P constituent ainsi l’unique solution du système

#

ax` by “ ´c

a1x` b1y “ ´c1
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qui est alors un système dit de Cramer, dont le couple solution px0, y0q est donné par des
quotients de déterminants en les nombres a, a1, b, b1, c, c1 P QpEq, donc par des fractions ration-
nelles en les nombres a, a1, b, b1, c, c1 P QpEq : par la proposition 1.2.5, x0, y0 P QpEq. Ainsi,
Q
`

E Y tP u
˘

“ QpEqpx0, y0q “ QpEq.
Supposons maintenant que P est à l’intersection d’une droite D d’équation ax` by` c “ 0

et d’un cercle C d’équation x2`y2`a1x`b1y`c1 “ 0, avec a, a1, b, b1, c, c1 P QpEq, pa, bq ‰ p0, 0q,
pa1, b1, c1q ‰ p0, 0, 0q (lemme 2.2.4 1 et 2). On a ainsi

#

ax0 ` by0 ` c “ 0

x20 ` y20 ` a1x0 ` b1y0 ` c1 “ 0

Supposons sans perdre de généralité que b ‰ 0 (si a ‰ 0, on permute les rôles de x0 et y0) et
écrivons alors

y0 “ ´
ax0 ` c

b
P QpEqpx0q.

En particulier, Q
`

E Y tP u
˘

“ QpEqpx0, y0q “ QpEqpx0q, puis

0 “ x20 ` y20 ` a1x0 ` b1y0 ` c1 “ x20 `

ˆ

ax0 ` c

b

˙2

` a1x0 ´ b1ax0 ` c

b
` c1 :

le nombre x0 est donc racine d’un polynôme de QpEqrXs de degré 2. Ainsi, x0 est algébrique
de degré au plus 2 sur QpEq et donc

rQ
`

E Y tP u
˘

: QpEqs “ rQpEqpx0q : QpEqs ď 2.

Supposons enfin que P est à l’intersection de deux cercles distincts C et C1 de CE d’équations
respectives x2 ` y2 ` ax` by` c “ 0 et x2 ` y2 ` a1x` b1y` c1 “ 0, avec a, a1, b, b1, c, c1 P QpEq,
pa, b, cq ‰ p0, 0, 0q, pa1, b1, c1q ‰ p0, 0, 0q (lemme 2.2.4 2). Ainsi, les coordonnées px0, y0q de P
sont solution du système

#

x2 ` y2 ` ax` by ` c “ 0

x2 ` y2 ` a1x` b1y ` c1 “ 0

et donc du système
#

x2 ` y2 ` ax` by ` c “ 0

pa1 ´ aqx` pb1 ´ bqy ` c1 ´ c “ 0

(on retranche la première équation du système à la seconde). De plus, pa1 ´a, b1 ´bq ‰ p0, 0q car
sinon on aurait c1 “ c et les cercles C et C1 seraient alors confondus : P est donc à l’intersection
du cercle C et de la droite d’équation pa1 ´ aqx ` pb1 ´ bqy ` c1 ´ c “ 0 avec a1 ´ a, b1 ´ b, c P

QpEq et on se ramène ainsi au système du cas précédent (attention : la droite d’équation
pa1 ´ aqx` pb1 ´ bqy ` c1 ´ c “ 0 n’est pas nécessairement une droite de DE).

Lemme 2.2.4. 1. Soit D une droite de DE . Alors il existe a, b, c P QpEq tels que pa, bq ‰ 0
et, pour tous x, y P R, le point de coordonnées px, yq appartient à DE ssi

ax` by ` c “ 0.
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2. Soit C un cercle de CE . Alors il existe a, b, c P QpEq tels que pa, b, cq ‰ p0, 0, 0q et, pour
tous x, y P R, le point de coordonnées px, yq appartient à CE ssi

x2 ` y2 ` ax` by ` c “ 0.

Démonstration. 1. La droite D passe, par définition, par deux points distincts M et N de E
et, si px1, y1q et px2, y2q sont les coordonnées respectives de M et N , l’équation de la
droite D en les coordonnées px, yq est alors

px´x1qpy2´y1q´py´y1qpx2´x1q “ 0 i.e. py2´y1qx`px1´x2qy`
`

y1px2´x1q´x1py2´y1q
˘

“ 0

qui est bien de la forme voulue car y2 ´ y1, x1 ´ x2,
`

y1px2 ´ x1q ´ x1py2 ´ y1q
˘

P QpEq

(car x1, y1, x2, y2 P QpEq car M,N P E).

2. Soient C,M,N P E tels que M ‰ N et C “ CpC, rMN sq. Alors, si px1, y1q, px1, y1q, px2, y2q

désignent les coordonnées respectives des points C, M et N dans le repère pO,A,Bq, le
segment rMN s est de longueur

a

px2 ´ x1q2 ` py2 ´ y1q2 et l’équation du cercle C en les
coordonnées px, yq est alors

px´ x1q2 ` py ´ y1q2 ´
`

px2 ´ x1q2 ` py2 ´ y1q2
˘

“ 0

i.e.
x2 ` y2 ` p´2x1qx` p´2y1qy `

´

x12 ` y12 ´ px2 ´ x1q2 ´ py2 ´ y1q2
¯

“ 0

qui est bien de la forme voulue (´2x1,´2y1, x12 ` y12 ´ px2 ´ x1q2 ´ py2 ´ y1q2 P QpEq car
C,M,N P E).

Remarque 2.2.5. Les réciproques respectives des assertions 1 et 2 du lemme 2.2.4 ne sont pas
vraies : la droite d’équation x` y` 1 “ 0 n’appartient pas à DtO,Au bien que 1 P Q

`

tO,Au
˘

et
le cercle d’équation x2 ` y2 ´ 2 “ 0 n’appartient pas à CtO,Au bien que t1; 2u Ă Q

␣

O,Au
˘

.
On utilise ensuite la proposition 2.2.3 pour montrer le critère nécessaire de constructibilité

générale suivant :

Corollaire 2.2.6. Soit n P N et supposons que le point P soit constructible en n étapes à partir
de E. Alors il existe une suite finie croissante

K0 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Kn,

de sous-corps de R telle que

• K0 “ QpEq,

• x0, y0 P Kn,

• si n ě 1, pour tout i P t1, . . . , nu, rKi : Ki´1s P t1; 2u.

Démonstration. Si n “ 0 alors P P E et x0, y0 P QpEq par définition.
Si maintenant n P Nzt0u, il existe une suite finie P1, . . . , Pn de points du plan tels que
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• P1 est constructible en une étape à partir de E ,

• si n ą 1, pour tout i P t2, . . . , nu, Pi est constructible en une étape à partir de EYtPj , j P

t1, . . . , i´ 1u,

• Pn “ P .

Notons alors K0 :“ QpEq et, pour i P t1, . . . , nu, Ki :“ Q
`

E Y tPj , j P t1, . . . , iuu
˘

.
Le point P1 étant constructible à partir de E , d’après la proposition 2.2.3, le corps K1 “

Q
`

E Y tP1u
˘

est une extension de degré fini inférieur ou égal à deux de K0 “ QpEq.
Si n ą 1, pour tout i P t2, . . . , nu, le point Pi est constructible en une étape à partir de

E Y tPj , j P t1, . . . , i´ 1uu : d’après la proposition 2.2.3, le corps

Ki “ Q
`

E Y tPj , j P t1, . . . , i´ 1uu Y tPiu
˘

est une extension de degré fini inférieur ou égal à deux de

Ki´1 “ Q
`

E Y tPj , j P t1, . . . , i´ 1u
˘

.

Enfin, x0, y0 P Kn “ Q
`

E Y tPj , j P t1, . . . , nuu
˘

car P “ Pn P E Y tPj , j P t1, . . . , nuu.

Nous établirons plus loin une réciproque du corollaire 2.2.6 : le théorème 2.4.1.

On déduit du corollaire 2.2.6 un autre critère nécessaire de constructibilité. Attention ce-
pendant : ce critère n’est pas suffisant.

Corollaire 2.2.7 (Critère de Wantzel). Si P est constructible à partir de E alors ses coordon-
nées x0, y0 sont des nombres réels algébriques sur QpEq de degré des puissances de 2.

Démonstration. Supposons donc que P est constructible en n étapes à partir de E avec n P N.
Appliquons alors le corollaire 2.2.6 et reprenons ses notations.

Si n “ 0, x0, y0 P K0 “ QpEq et les nombres x0 et y0 sont donc algébriques de degré 1 sur
QpEq.

Si n “ 1, x0, y0 P K1 et rK1 : K0s ď 2 : en particulier, l’extension K1 sur K0 “ QpEq est
algébrique et les nombres x0 et y0 sont donc algébriques de degrés respectifs 1 ou 2 sur QpEq.

Si n ą 1, on a, d’après le théorème de multiplicativité des degrés (théorème 1.1.8),

rKn : K0s “ rKn : Kn´1s ¨ ¨ ¨ rK1 : K0s

et rKn : K0s est donc une puissance de deux (car chaque terme du produit est soit 1 soit 2).
En particulier, Kn est une extension de degré fini de K0 “ QpEq : elle est donc algébrique

sur QpEq par la proposition 1.4.3. Les nombres x0, y0 P Kn sont donc algébriques sur QpEq de
degrés respectifs divisant rKn : QpEqs qui est une puissance de deux.
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Remarque 2.2.8. • La démonstration ci-dessus nous permet en fait de montrer une propriété
plus forte. En effet, avec les notations du corollaire 2.2.6, comme x0, y0 P Kn, toute
fraction rationnelle α en les nombres x0 et y0 appartient à Kn (car Kn est un corps) et
est donc également algébrique sur QpEq de degré une puissance de deux car, d’après la
preuve précédente, Kn est une extension algébrique sur QpEq de degré une puissance de
deux.
De plus, si α ě 0, alors rKnp

?
αq : Kns ď 2 (car le polynôme X2 ´ α P KnrXs annule

?
α) donc

rKnp
?
αq : QpEqs “ rKnp

?
αq : KnsrKn : QpEqs

est également une extension algébrique sur QpEq de degré une puissance de deux : comme
?
α P Knp

?
αq, le nombre

?
α est également algébrique sur QpEq de degré une puissance

de deux.

• La réciproque du corollaire 2.2.7 n’est pas vraie (cf. feuille de TD 2).

2.3 Application à des problèmes de constructibilité à la règle
et au compas

On utilise le critère nécessaire de constructibilité du corollaire 2.2.7 pour montrer la non-
constructibilité à la règle et au compas de deux constructions géométriques.

On reprend les notations de la section précédente.

2.3.1 La quadrature du cercle

Etant fixée la longueur-unité OA (dans le repère orthonormal pO,A,Bq construit à partir
de tO,Au, OA “ 1), peut-on construire à la règle et au compas à partir des points O et A un
carré dont l’aire soit la même que celle du cercle de centre O et de rayon rOAs i.e. un carré de
côté

?
π ?

Le corollaire 2.2.7 nous permet d’apporter une réponse négative à cette question. En effet,
supposons par l’absurde que les sommets d’un tel carré soient constructibles à partir de tO,Au.
Soient px1, y1q et px2, y2q les coordonnées respectives de deux sommets consécutifs M et N
de ce carré. D’après le corollaire 2.2.7, les nombres réels x1, x2, y1, y2 sont algébriques sur
Q
`

tO,Au
˘

“ Q, et d’après le corollaire 1.4.5 et la remarque 1.4.6 (cf. également la remarque
2.2.8), la quantité

px2 ´ x1q2 ` py2 ´ y1q2 “ MN2

est alors également algébrique sur Q.
Or MN2 “

?
π2 “ π, qui est transcendant sur Q.

2.3.2 La duplication du cube

Soit C P pPq tel que le quadrilatère OACB soit un carré (C est constructible à partir de
tO,Au), et notons U le cube construit à partir du carré OACB. La longueur-unité étant la
longueur du segment rOAs, le cube U est de volume 1.
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Est-il alors possible de construire à la règle et au compas à partir des points O et A un
carré dont le cube associé est de volume le double du volume de U ?

Supposons qu’un tel carré soit constructible à partir de tO,Au. Si M et N sont deux
sommets consécutifs de ce carré de coordonnées respectives px1, y1q et px2, y2q, on a MN3 “ 2
i.e. MN “

3
?
2.

Or, comme M et N sont constructibles à partir de tO,Au, d’après la remarque 2.2.8, la
quantité

MN “
a

px2 ´ x1q2 ` py2 ´ y1q2

est algébrique de degré une puissance de deux sur Q
`

tO,Au
˘

“ Q.
Mais 3

?
2 est algébrique de degré 3 sur Q : la duplication du cube n’est donc pas réalisable

à la règle et au compas.

2.4 Critère suffisant de constructibilité
Reprenons les notations des sections précédentes et établissons la réciproque suivante du

corollaire 2.2.6 :

Théorème 2.4.1. Supposons qu’il existe une suite finie croissante

K0 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Km,

m P N, de sous-corps de R telle que

• K0 “ QpEq,

• x0, y0 P Km,

• si m ě 1, pour tout i P t1, . . . ,mu, rKi : Ki´1s P t1; 2u.

Alors P est constructible à partir de E.

La preuve de ce résultat repose sur les considérations géométriques rassemblées dans le
lemme ci-dessous, où “constructible” signifie “constructible à partir de E :

Lemme 2.4.2. Soient x, y P R.

1. Le point px, yq est constructible ssi les points px, 0q et p0, yq.

2. Le point px, 0q est constructible ssi le point p0, xq est constructible.

3. Supposons que les points px, 0q et py, 0q soient constructibles, alors :

(a) le point p´x, 0q est constructible,
(b) le point px` y, 0q est constructible,
(c) le point pxy, 0q est constructible,
(d) si x ‰ 0, le point

`

1
x , 0

˘

est constructible.
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Démonstration. On note S le point de coordonnées px, yq, M le point de coordonnées px, 0q, N
le point de coordonnées p0, yq et Q le point de coordonnées py, 0q.

On rappelle que le point B est constructible à partir de O et A donc à partir de E .

1. Supposons que le point S soit constructible. Alors la droite parallèle à la droite pOBq

passant par S est constructible (exemple 2.1.4 3) ainsi que la droite pOAq : leur point
d’intersection M est donc constructible. De façon analogue, la droite parallèle à la droite
pOAq passant par S étant constructible, le point d’intersection N de cette droite avec la
droite pOBq est également constructible.
Réciproquement, supposons que les points M et N soient constructibles. Le point S est
l’intersection de la droite parallèle à la droite pOBq passant par M et de la droite parallèle
à la droite pOAq passant par N : comme M et N sont constructibles, ces deux droites
sont constructibles et leur point d’intersection S est donc constructible.

2. Notons R le point de coordonnées p0, xq. R est à l’intersection du cercle C de centre O et
de rayon rOM s et de la droite pOBq. Ainsi, si M est constructible, R est constructible.
Réciproquement, comme M est à l’intersection du cercle C de centre O et de rayon rORs

et de la droite pOAq, si R est constructible, alors M est constructible.

3. (a) Le point de coordonnées p´x, 0q est l’autre point d’intersection de la droite pOAq et
du cercle de centre O et de rayon rOM s.

(b) Le point de coordonnée px ` y, 0q est à l’intersection du cercle de centre M et de
rayon OQ (à droite ou à gauche de M suivant le signe de y).

(c) Notons D la droite parallèle à pBMq passant par N : D est constructible. Notons
ensuite T le point d’intersection des droites D et pOAq : T est constructible de
coordonnées pz, 0q avec z P R et, d’après le théorème de Thalès appliqué aux triangles
semblables TON et MOB, on a

OT

OM
“
ON

OB
i.e. |z|

|x|
“

|y|

1
i.e. |z| “ |x||y|.

De plus, le signe de l’abscisse z de T est le produit des signes de x et y. On a donc
z “ xy et le point de coordonnées pxy, 0q est bien constructible.

(d) Comme le point M est constructible, il en est de même pour R par 2. On considère
alors la droite D1 parallèle à pRAq passant par B : D1 est constructible et on note
U son point d’intersection avec la droite pOAq (D1 n’est pas parallèle à pOAq car
x ‰ 0). Le point constructible U a pour coordonnées pw, 0q avec w P R et, d’après
le théorème de Thalès appliqué aux triangles semblables UOB et AOR, on a

OU

OA
“
OB

OR
i.e. |w|

1
“

1

|x|
i.e. |w| “

1

|x|
.

De plus le signe de l’abscisse w de U est le même que le signe de x : on a donc w “ 1
x

et le point de coordonnées
`

1
x , 0

˘

est bien constructible.
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Démonstration du théorème 2.4.1. D’après les points 1 et 2 du lemme 2.4.2, le point P est
constructible ssi les points px0, 0q et py0, 0q sont constructibles. Pour montrer que P est construc-
tible, il suffit donc de montrer que si a P Km, alors le point pa, 0q est constructible.

On montre ce résultat par récurrence sur m P N.

Commençons donc par montrer que si a P QpEq, alors le point pa, 0q est constructible. Soit
donc a un élément de QpEq. D’après la proposition 1.2.5, il existe k P N, des abscisses et/ou
des ordonnées a1, . . . , ak P R de points de E , une fraction rationnelle S

T P KpX1, . . . , Xkq tels
que T pa1, . . . , akq ‰ 0 et

a “
Spa1, . . . , akq

T pa1, . . . , akq
.

Or, d’après les points 1 et 2 du lemme 2.4.2, les points de coordonnées pa1, 0q, . . . , pak, 0q

sont constructibles. Donc, d’après le point 3 du lemme 2.4.2, le point de coordonnées pa, 0q “
´

Spa1,...,akq

T pa1,...,akq
, 0
¯

.

Supposons ensuite que m P Nzt0u et que la propriété est vérifiée au rang m´1, et reprenons
la suite d’extensions

K0 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Km

de K0 “ QpEq de l’énoncé.
Soit a P Km. Si a P Km´1 alors, en appliquant l’hypothèse de récurrence à a et la suite

d’extensions K0 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Km´1, on obtient la constructibilité du point pa, 0q. Si a P KmzKm´1

alors nécessairement Km ‰ Km´1, rKm : Km´1s “ 2, et a est algébrique de degré 2 sur Km´1 :
le polynôme minimal de a sur Km´1 est de la forme

X2 ` bX ` c

avec b, c P Km´1.
Remarquons tout d’abord que, comme b, c, 0 P Km´1, par hypothèse de récurrence, les

points de coordonnées pb, 0q et pc, 0q sont constructibles à partir de E . Ensuite, a étant une
racine réelle du polynôme à coefficients réels X2 ` bX ` c, on a b2 ´ 4c ě 0 et

a “
´b˘

?
b2 ´ 4c

2
.

Par le lemme 2.4.2, les points de coordonnées p´b, 0q,
`

1
2 , 0

˘

et
`

b2 ´ 4c, 0
˘

sont construc-
tibles et, pour montrer que le point de coordonnées pa, 0q est constructible, il nous suffit donc
de montrer que, si z P r0,`8r et si le point de coordonnées pz, 0q est constructible, alors le
point de coordonnées p

?
z, 0q est constructible.

Soit donc z P r0,`8r tel que le point pz, 0q est constructible. D’après le lemme 2.4.2, le point
de coordonnées p

?
z, 0q est constructible ssi le point de coordonnées p1,

?
zq est constructible.

Nous allons montrer que le point D de coordonnées p1,
?
zq est constructible.

Notons C le point de coordonnées pz ` 1, 0q : C est constructible par le lemme 2.4.2 car le
point A, de coordonnées p1, 0q, et le point pz, 0q sont constructibles. Le milieu M du segment
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rOCs, de coordonnées
`

z`1
2 , 0

˘

, est donc également constructible (cf. l’exemple 1 de l’exemple
2.1.2).

On note ensuite C le cercle de centre M est de rayon rOM s, i.e. le cercle d’équation
ˆ

x´
z ` 1

2

˙2

` py ´ 0q2 “

ˆ

z ` 1

2

˙2

.

Le point D est à l’intersection du cercle C et de la droite parallèle à la droite pOBq passant par
A, i.e. la droite d’équation x “ 1 : les coordonnées p1,

?
zq de D vérifient les deux équations).

Comme le cercle C et la droite D sont constructibles à partir de E , le pointD est constructible
à partir de E .

Synthétisons le corollaire 2.2.6 et le théorème 2.4.1 en un seul énoncé :

Théorème 2.4.3. Le point P est constructible à partir de E si et seulement s’il existe une
suite finie croissante

K0 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Km,

m P N, de sous-corps de R telle que

• K0 “ QpEq,

• x0, y0 P Km,

• si m ě 1, pour tout i P t1, . . . ,mu, rKi : Ki´1s P t1; 2u.

Remarque 2.4.4. En particulier, les points constructibles à partir de tO,Au sont exactement
les points dont les coordonnées peuvent s’exprimer à l’aide de nombres rationnels, de sommes,
de différences, de produits, de quotients et de racines carrées.

2.5 Application au problème de la trisection de l’angle
On applique maintenant le théorème 2.4.3 au problème de la trisection de l’angle. Soit C un

point du plan pPq n’appartenant pas à la demi-droite rOAq, et notons θ la mesure, en radians,
de l’angle orienté délimité par les demi-droites rOAq et rOCq. Notons également D le point de
coordonnées

`

cospθq, sinpθq
˘

dans le repère orthonormal pO,A,Bq.
On dit alors que l’angle zAOC est trisectable à la règle et au compas s’il est possible de

construire à la règle et au compas à partir de tO,A,Du deux droites D et D1 telles que les trois
angles délimités, entre les demi-droites rOAq et rOCq, par les droites pOAq, D, D1 et pOCq

(dans cet ordre) sont de mesure θ
3 .

Grâce au théorème 2.4.3, on obtient le critère nécessaire et suffisant de trisectabilité suivant :

Proposition 2.5.1. L’angle zAOC est trisectable à la règle et au compas ssi le polynôme

4X3 ´ 3X ´ cospθq

possède une racine dans Q
`

cospθq
˘

.
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Démonstration. Commençons par remarquer que l’angle zAOC est trisectable à la règle et au
compas ssi le point S de coordonnées

`

cos
`

θ
3

˘

, sin
`

θ
3

˘˘

est constructible à partir de tA,O,Du.
En effet, si l’angle zAOC est trisectable à la règle et au compas et si l’on reprend les notations

ci-dessus, alors le point S est l’intersection de la droite D et du cercle de centre O et de rayon
rOAs, tous deux constructibles à partir de tA,O,Du. Réciproquement, si le point S est construc-
tible à partir de tA,O,Du, on construit ensuite le point S1 de coordonnées

`

cos
`

2θ
3

˘

, sin
`

2θ
3

˘˘

comme intersection du cercle de centre O et de rayon rOAs et le cercle de centre S et de rayon
rSAs, et les droites pOSq et pOS1q coupent zAOC en trois angles de mesures égales.

Montrons donc que le point S est constructible à partir de tA,O,Du. Soit T le point de
coordonnées

`

cos
`

θ
3

˘

, 0
˘

: S est constructible à partir de tA,O,Du ssi T est constructible à
partir de tA,O,Du, car T est l’intersection de la droite pOAq et de la droite perpendiculaire à
pOAq passant par S, et S est l’intersection de la droite perpendiculaire à pOAq passant par T
et du cercle de centre O et de rayon rOAs.

Notons enfin E le point de coordonnées
`

cospθq, 0
˘

. Par des arguments tout à fait ana-
logues à ci-dessus, E est constructible à partir de tO,A,Du et D est constructible à partir de
tO,A,Eu. Ainsi, T est constructible à partir de tA,O,Du ssi T est constructible à partir de
tA,O,Eu.

Nous allons maintenant appliquer le critère du théorème 2.4.3. Nous avons tout d’abord

Q
`

tA,O,Eu
˘

“ Qp0, 1, cospθqq “ Qpcospθqq.

Ensuite,

cospθq “ cos

ˆ

3 ˆ
θ

3

˙

“ 4 cos

ˆ

θ

3

˙3

´ 3 cos

ˆ

θ

3

˙

i.e. le réel α :“ cos
`

θ
3

˘

annule le polynôme

P :“ 4X3 ´ 3X ´ cospθq

à coefficients dans Qpcospθqq i.e. µα,Qpcospθqq divise P .
Deux cas se présentent alors :

• Si P possède une racine dans Qpcospθqq, alors P n’est pas irréductible sur Qpcospθqq : α
annule donc un facteur de degré 1 ou 2 de P dans QpcospθqqrXs, et le degré de µα,Qpcospθqq

est donc 1 ou 2. L’extension Qpcospθqqpαq de Qpcospθqq vérifie alors rQ
`

cospθq
˘

pαq :
Qpcospθqqs ď 2 et on a une suite d’extensions

QptA,O,Euq “ Qpcospθqq Ă Q
`

cospθq
˘

pαq

avec rQ
`

cospθq
˘

pαq : Qpcospθqqs ď 2 : comme α P Q
`

cospθq
˘

pαq, d’après le théorème 2.4.3,
le point T de coordonnées pα, 0q “

`

cos
`

θ
3

˘

, 0
˘

est constructible à partir de tA,O,Eu, et
l’angle zAOC est trisectable à la règle et au compas.

• Si P ne possède pas de racine dans Qpcospθqq alors, comme P est de degré 3, P est
irréductible sur Qpcospθqq et donc µα,Qpcospθqq “ 1

4P . En particulier α est algébrique
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de degré 3 sur Qpcospθqq “ QptA,O,Euq : d’après le corollaire 2.2.7, le point T de
coordonnées pα, 0q “

`

cos
`

θ
3

˘

, 0
˘

n’est donc pas constructible à partir de tA,O,Eu,
et l’angle zAOC n’est donc trisectable à la règle et au compas.



Chapitre 3

Constructibilité à la règle et au
compas des polygones réguliers

3.1 Introduction
Reprenons les notations du chapitre précédent : on considère un plan pPq et E un ensemble

de points de pPq contenant au moins deux points distincts O et A. Soit ensuite un point B de
pPq tel que le triplet pO,A,Bq forme un repère orthonormal du plan pPq et notons px, yq les
coordonnées (réelles) dans le repère pO,A,Bq.

Soit n P Nzt0; 1; 2u Nous allons dans ce chapitre établir une condition nécessaire et suffisante
de constructibilité à partir de tO,Au du polygone régulier à n côtés dont le centre est en O et un
sommet est en A, que l’on note Rn. Précisément, nous allons démontrer le résultat ci-dessous.

Introduisons tout d’abord la notation suivante : si m P N, on note Fm :“ 1` 22
m et l’entier

Fm est appelé mème nombre de Fermat.

Théorème 3.1.1 (Théorème de Gauss-Wantzel). Le polygone régulier Rn est constructible à
partir de tO,Au si et seulement si n est le produit d’une puissance de deux et de nombres de
Fermat premiers et deux à deux distincts.

Pour prouver ce théorème, nous allons utiliser le plan complexe C et la notion de nombre
complexe constructible à partir de E .

3.2 Nombres complexes constructibles
Soit z “ a` ib P C.

Définition 3.2.1. On dit que z est constructible à partir de E si le point d’affixe z, i.e. le point
de coordonnées pa, bq, est constructible à partir de E.

Notons FE l’ensemble des nombres complexes constructibles à partir de E . Le lemme 2.4.2
nous permet alors de montrer la proposition suivante :

Proposition 3.2.2. L’ensemble FE des nombres complexes constructibles à partir de E est un
sous-corps de C contenant QpEq.

33
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Démonstration. Le nombre complexe 1 est constructible car le point A de coordonnées p1, 0q

appartient à E . Supposons maintenant que z est constructible à partir de E et soit z1 “ a1 `ib1 P

FE . Alors

• z´z1 “ pa´a1q` ipb´b1q P FE car le point de coordonnées pa´a1, b´b1q est constructible
à partir de E par le lemme 2.4.2,

• zz1 “ paa1 ´ bb1q ` ipab1 ` a1bq P FE car le point de coordonnées paa1 ´ bb1, ab1 ` a1bq est
constructible à partir de E par le lemme 2.4.2,

• 1
z “ a

a2`b2
´ i b

a2`b2
P FE car le point de coordonnées

´

a
a2`b2

,´ b
a2`b2

¯

est constructible à
partir de E par le lemme 2.4.2.

Montrons enfin que FE contient QpEq. Soit x P QpEq. D’après le théorème 2.4.1, le point
de coordonnées px, 0q est constructible à partir de E et le nombre “complexe” x est donc
constructible à partir de E .

Si le nombre complexe z est constructible à partir de E , il en est également de même pour
ses racines carrées :

Proposition 3.2.3. Supposons que z P FE et soit ω P C tel que ω2 “ z. Alors ω P FE .

Démonstration. Si z “ 0, alors ω “ 0 P FE .
Supposons maintenant que z ‰ 0 et écrivons z “ reiθ avec r Ps0;`8r et θ P r0; 2πr. Alors

ω “ ˘
?
rei

θ
2 .

Notons P le point du plan pPq d’affixe z : P est constructible à partir de E par hypothèse
sur z. Le point de coordonnées pr, 0q, intersection de la demi-droite rOAq et du cercle de centre
O et de rayon rOP s est alors également constructible à partir de E , ainsi que le point de
coordonnées p

?
r, 0q d’après la preuve du théorème 2.4.1, et donc

?
r P FE .

Par ailleurs, le point d’affixe ei
θ
2 est à l’intersection de la bissectrice de l’angle zAOP et du

cercle de centre O et de rayon rOAs et est donc constructible à partir de E .
Ainsi ei

θ
2 P FE et donc, comme FE est un corps, le nombre complexe ω “ ˘

?
rei

θ
2 est

constructible à partir de E .

De ces deux propositions 3.2.2 et 3.2.3, on déduit l’adaptation suivante du corollaire 2.2.6
et du théorème 2.4.1 :

Théorème 3.2.4. Le nombre complexe z est constructible à partir de E si et seulement s’il
existe une suite finie croissante

K0 Ă ¨ ¨ ¨ Ă KN ,

N P N, de sous-corps de C telle que

• K0 “ QpEq,

• z P KN ,

• si N ě 1, pour tout i P t1, . . . , Nu, rKi : Ki´1s P t1; 2u.
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Démonstration. Supposons tout d’abord que z “ a` ib soit constructible à partir de E i.e. que
le point P de coordonnées pa, bq soit constructible à partir de E : d’après le corollaire 2.2.6, il
existe alors une suite finie croissante

K0 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Km,

m P N, de sous-corps de R telle que

• K0 “ QpEq,

• a, b P Km,

• si m ě 1, pour tout i P t1, . . . ,mu, rKi : Ki´1s P t1; 2u.

Posons ensuite Km`1 :“ Kmpiq : on a rKm`1 : Kms “ 2 (car µi,Km “ X2 ` 1) et z “ a ` ib P

Km`1 (car a, b, i P Km`1).

Montrons la réciproque par récurrence sur N P N.
Si z P QpEq Ă R, le point P d’affixe z a pour coordonnées pz, 0q et est constructible à partir

de E d’après le théorème 2.4.1, i.e. z P FE .
Supposons maintenant la propriété vérifiée au rang N ´1 pour N P Nzt0u fixé et supposons

qu’il existe une suite finie croissante

K0 Ă ¨ ¨ ¨ Ă KN ,

N P N, de sous-corps de C telle que

• K0 “ QpEq,

• z P KN ,

• si N ě 1, pour tout i P t1, . . . , Nu, rKi : Ki´1s P t1; 2u.

Si z P KN´1, on peut directement appliquer l’hypothèse de récurrence. Si maintenant
z R KN´1, rKN : KN´1s “ 2 (z P KN ) et le polynôme minimal µz,KN´1

de z sur KN´1 est de
degré 2, de la forme X2 ` uX ` v avec u, v P KN´1. Le nombre z est alors de la forme

z “
´u˘ ω

2

où ω est l’un des deux nombres complexes vérifiant ω2 “ u2 ´ 4v2.
Or, par hypothèse de récurrence, les nombres complexes u et v, étant des éléments de KN´1,

sont constructibles à partir de E : on a alors, par la proposition 3.2.2, u2 ´ 4v2 P FE donc, par
la proposition 3.2.3, ω P FE , et finalement z P

´u˘ ω

2
P FE .

Par une démonstration tout à fait analogue à celle du corollaire 2.2.7, on montre le critère
nécessaire de constructibilité pour les nombres complexes suivant :

Corollaire 3.2.5 (Critère de Wantzel). Tout nombre complexe constructible à partir de E est
algébrique sur QpEq de degré une puissance de deux.
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3.3 Constructibilité du polygone régulier Rn : première étude

Revenons à la question de la constructibilité à partir de tO,Au du polygone régulier à n
côtés Rn, i.e. de la constructibilité à partir de tO,Au de tous les sommets de Rn. Pour simplifier
les énoncés, dans la suite, nous dirons constructible pour constructible à partir de tO,Au (pour
constructible à la règle et au compas).

Une première remarque est la suivante :

Lemme 3.3.1. Le polygone Rn est constructible ssi le nombre complexe ζn :“ e
2iπ
n est construc-

tible.

Démonstration. Pour k P t0, . . . , n ´ 1u, notons Pk le point d’affixe ζkn :“ e
2ikπ
n i.e. le point de

coordonnées
`

cos
`

2kπ
n

˘

, sin
`

2kπ
n

˘˘

: P0 “ A et les points P0, . . . , Pn´1 sont les n sommets du
polygone Rn.

Si Rn est constructible, en particulier le sommet P1 est constructible i.e. ζn est constructible.
Réciproquement, si ζn est constructible i.e. si le point P1 est constructible, alors on peut

construire tous les sommets de Rn par récurrence : si k P t1, . . . , n ´ 1u, le point Pk est
à l’intersection du cercle de centre O et de rayon rOAs et du cercle de centre Pk´1 et de
rayon rAP1s.

Nous sommes ainsi ramenés à étudier la constructibilité du nombre complexe ζn “ e
2iπ
n . En

tant que racine de l’unité, ζn est algébrique sur Q “ QptO,Auq. Plus précisément, nous avons
la propriété ci-dessous.

Dans cet énoncé, on note

Φn :“
ź

1ďkďn
pgcdpk,nq“1

´

X ´ ζkn

¯

“
ź

1ďkďn
pgcdpk,nq“1

´

X ´ e
2ikπ
n

¯

P CrXs

le nème polynôme cyclotomique. On rappelle que Φn P ZrXs et que Φn est irréductible dans QrXs.

Proposition 3.3.2. Le polynôme minimal de ζn sur Q est Φn. En particulier, ζn est algébrique
de degré φpnq sur Q, où

φ :
Nzt0u ÞÑ Nzt0u

m ÞÑ Card ptk P t1, . . . ,mu | pgcdpk, nq “ 1uq

est la fonction indicatrice d’Euler.

Démonstration. On a Φn P ZrXs Ă QrXs et, par définition ζn est une racine de Φn. De plus
Φn est unitaire et irréductible dans QrXs. On a donc bien µζn,Q “ Φn.

En particulier, ζn est algébrique de degré degpΦnq “ φpnq sur Q.

Remarque 3.3.3. • Les propriétés précédentes sont également vraies si n P t1; 2u.

• Si n est un nombre premier, on a Φp “ 1 `X ` ¨ ¨ ¨ `Xp´1.
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3.4 Démonstration du théorème de Gauss-Wantzel : sens direct

Nous allons commencer par montrer que si le polygone régulier Rn est constructible i.e. si
le nombre complexe ζn est constructible, alors n est nécessairement le produit d’une puissance
de deux et de nombres de Fermat premiers et deux à deux distincts.

Supposons donc que ζn est constructible à partir de tO,Au et considérons la décomposition

n “

N
ź

r“1

pνrr

de n en facteurs premiers, où, pour tout r P t1, . . . , Nu, νr P Nzt0u. D’après la proposition
3.3.2, ζn est algébrique sur Q de degré

φpnq “

N
ź

r“1

pνr´1
r ppr ´ 1q,

mais, puisque ζn P FtO,Au, d’après le corollaire 3.2.5, ζn est algébrique sur QptO,Auq “ Q de
degré une puissance de deux.

Il existe donc m P Nzt0u tel que

N
ź

r“1

pνr´1
r ppr ´ 1q “ φpnq “ 2m.

Ainsi, pour tout r P t1, . . . , Nu tel que pr est impair, νr est nécessairement égal à 1 et pr ´ 1
est nécessairement une puissance de deux i.e. pr “ 1 ` 2kr avec kr P Nzt0u. L’entier n est donc
de la forme

n “ 2d
M
ź

s“1

´

1 ` 2ds
¯

où d P N, M P N, pour s P t1, . . . ,Mu, ds P Nzt0u et 1 ` 2ds est un nombre premier (impair),
et les entiers 1 ` 2ds , s P t1, . . . ,Mu, sont deux à deux distincts.

De plus :

Lemme 3.4.1. Soit k P Nzt0u tel que l’entier 1 ` 2k soit premier. Alors k est une puissance
de 2 et 1 ` 2k est donc un nombre de Fermat.

Démonstration. Supposons par l’absurde k soit divisible par un nombre impair l au moins égal
à trois et soit q le quotient de la division euclidienne de k par l. On a alors

1 ` 2k “ 1 ` p2qq
l

“ 1l ´ p´2qq
l

et l’entier 1 ´ p´2qq “ 1 ` 2q divise donc 1 ` 2k. Or 1 ă q ă k et 1 ` 2k est premier, d’où une
contradiction.
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Ainsi, pour tout s P t1, . . . ,Mu, il existe ms P N tel que

n “ 2d
M
ź

s“1

Fms ,

les entiers m1, . . . ,mM sont deux à deux distincts et les nombres Fm1 , . . . , Fms sont premiers.

Nous avons ainsi montré le sens direct du théorème 3.1.1 :

Proposition 3.4.2. Si le polygone régulier Rn est constructible, alors n est le produit d’une
puissance de deux et de nombres de Fermat premiers deux à deux distincts.

Nous allons maintenant montrer la réciproque. Nous allons tout d’abord commencer par
une réduction au cas où n lui-même un nombre de Fermat premier.

3.5 Sens réciproque du théorème de Gauss-Wantzel : réduction
Supposons donc maintenant que n est de la forme

n “ 2d
M
ź

s“1

Fms ,

avec d P N, m1, . . . ,ms P N deux à deux distincts et, pour tout s P t1, . . . ,Mu, Fms premier,
et nous allons montrer que le polygone régulier Rn est constructible i.e. que ζn est constructible.

On peut supposer que n est soit une puissance de deux, soit un entier de Fermat premier,
en vertu du lemme suivant :

Lemme 3.5.1. Soient k1 et k2 deux entiers naturels non nuls premiers entre eux. Alors le
nombre ζk1k2 est constructible si et seulement si les nombres ζk1 et ζk2 sont constructibles.

Démonstration. Si ζk1k2 P FtO,Au, alors

ζk1 “ e
2iπ
k1 “ e

2iπk2
k1k2 “ pζk1k2q

k2 P FtO,Au

(car FtO,Au est un corps). De façon analogue, ζk2 est également constructible.
Supposons maintenant que ζk1 et ζk2 sont constructibles. Comme pgcdpk1, k2q “ 1, il existe

u, v P Z tel que uk1 ` vk2 “ 1, et alors

ζk1k2 “ e
2ipuk1`vk2qπ

k1k2 “ e
2iuk1π
k1k2 e

2ivk2π
k1k2 “ e

2iuπ
k2 e

2ivπ
k1 “ pζk2q

u
pζk1q

v
P FtO,Au.

Ainsi, pour montrer que ζn est constructible, il suffit de montrer que les nombres ζ2d et
ζFms

, s P t1, . . . ,Mu, sont constructibles.
Tout d’abord :
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Lemme 3.5.2. Soit m P N. Le nombre complexe ζ2m est constructible.

Démonstration. On montre ce lemme par récurrence sur m P N : le nombre ζ20 “ ζ1 “ e2iπ “ 1
est constructible à partir de tO,Au (le point d’affixe 1 est A) et si l’on suppose, pour m P Nzt0u

fixé, que le point Q d’affixe ζ2m´1 “ e
2iπ

2m´1 est constructible, alors le point d’affixe ζ2m “ e
2iπ
2m

est constructible en tant que point à l’intersection du cercle de centre O et de rayon rOAs et
de la bissectrice de l’angle zAOQ.

Pour montrer que ζn est constructible i.e. que Rn est constructible, il nous suffit donc de
montrer que si p est un entier de Fermat premier, alors ζp est constructible.

C’est ce que nous allons prouver dans la suite de ce chapitre et, pour cela, nous allons
emprunter quelques outils à la théorie de Galois.

3.6 Groupe de Galois d’une extension

Pour terminer notre démonstration du théorème de Gauss-Wantzel 3.1.1, nous allons utili-
ser la notion de groupe de Galois d’une extension et quelques-unes de ses propriétés.

Soient L un corps et K un sous-corps de L. Soit également ψ : L Ñ L une application.

Définition 3.6.1. On dit que ψ est un endomorphisme de L sur K si

• ψ : L Ñ L est un (endo)morphisme de corps (i.e. un endomorphisme d’anneau unitaire),

• ψ : L Ñ L est un endomorphisme de K-espace vectoriel L.

On dit ensuite que ψ est un automorphisme de L sur K si ψ est un endomorphisme de L sur
K bijectif, et on note

GalpL{Kq

l’ensemble des automorphismes de L sur K.

Remarque 3.6.2. • Si ψ est un automorphisme de L sur K, alors ψ´1 est également un
endomorphisme de L sur K (et donc un automorphisme de L sur K).

• Tout morphisme de corps étant injectif (cf. lemme 1.1.1), un endomorphisme de L sur K
est nécessairement injectif : si l’extension L est de degré fini sur K, tout endomorphisme
de L sur K est un automorphisme de L sur K.

• L’application ψ est un endomorphisme, resp. automorphisme, de L sur K si et seulement
si ψ est un endomorphisme, resp. automorphisme, de K-algèbres.

Un endomorphisme de L sur K est caractérisé par le fait qu’il préserve les fractions ration-
nelles à coefficients dans K :
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Lemme 3.6.3. L’application ψ : L Ñ L est un endomorphisme de L sur K si et seulement si
pour tout k P N, pour tous a1, . . . , ak P L, pour toute fraction fractionnelle S

T P KpX1, . . . , Xkq

tels que T pa1, . . . , akq ‰ 0,

ψ

ˆ

Spa1, . . . , akq

T pa1, . . . , akq

˙

“
S
`

ψpa1q, . . . , ψpakq
˘

T pψpa1q, . . . , ψpakqq
.

Démonstration. Supposons que ψ soit un endomorphisme de L sur K. Tout d’abord, si x P K,
on a

ψpxq “ ψpx ¨ 1q

“ xψp1q (car ψ est une application K-linéaire)
“ x ¨ 1 (car ψ est un morphisme d’anneaux unitaires)
“ x

Soient maintenant k P Nzt0u, a1, . . . , ak P L et P “
ÿ

r1,...,rkPN
0ďr1`¨¨¨`rkďd

λr1,...,rkX
r1
1 ¨ ¨ ¨Xrk

k P KrX1, . . . , Xks.

On a

ψ
`

P pa1, . . . , akq
˘

“ ψ

¨

˚

˚

˝

ÿ

r1,...,rkPN
0ďr1`¨¨¨`rkďd

λr1,...,rka
r1
1 ¨ ¨ ¨ arkk

˛

‹

‹

‚

“
ÿ

r1,...,rkPN
0ďr1`¨¨¨`rkďd

λr1,...,rkψ
`

ar11 ¨ ¨ ¨ arkk
˘

(car ψ est une application K-linéaire)

“
ÿ

r1,...,rkPN
0ďr1`¨¨¨`rkďd

λr1,...,rk
`

ψpa1q
˘r1

¨ ¨ ¨
`

ψpakq
˘rk (ψ est un morphisme d’anneau unitaire)

“ P
`

ψpa1q, . . . , ψpakq
˘

Enfin, soit S
T P KpX1, . . . , Xkq tels que T pa1, . . . , akq ‰ 0. On a alors

ψ

ˆ

Spa1, . . . , akq

T pa1, . . . , akq

˙

“
ψ
`

Spa1, . . . , akq
˘

ψ
`

T pa1, . . . , akq
˘ (car ψ est un morphisme de corps)

“
S
`

ψpa1q, . . . , ψpakq
˘

T
`

ψpa1q, . . . , ψpakq
˘ (par ce que l’on vient de démontrer).

Réciproquement, supposons que l’application ψ préserve toute fraction rationnelle à coeffi-
cients dans K et montrons que ψ est un endomorphisme de L sur K : si a, b P L et λ, µ P K,
on a ψp1q “ 1,

ψpa` bq “ ψ
`

pX1 `X2qpa, bq
˘

“ pX1 `X2q
`

ψpaq, ψpbq
˘

“ ψpaq ` ψpbq,
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ψpabq “ ψ
`

pX1X2qpa, bq
˘

“ pX1X2q
`

ψpaq, ψpbq
˘

“ ψpaqψpbq

et

ψpλa` µbq “ ψ
`

pλX1 ` µX2qpa, bq
˘

“ pλX1 ` µX2q
`

ψpaq, ψpbq
˘

“ λψpaq ` µψpbq.

Remarque 3.6.4. Supposons que ψ soit un endomorphisme de L sur K.

• Si un élément x de L est une racine d’un polynôme P de KrXs, alors ψpxq est également
une racine de P dans L. En effet, on a

P
`

ψpxq
˘

“ ψ
`

P pxq
˘

“ ψp0q “ 0.

• S’il existe a1, . . . , al P L tels que L “ Kpa1, . . . , alq, alors ψ est déterminé par les images
respectives de a1, . . . , al par ψ (d’après la proposition 1.2.5, tout élément de L est alors
une fraction rationnelle à coefficients dans K évaluée en les éléments a1, . . . , al).

Exemple 3.6.5. Soit ϕ : Qp
?
2q Ñ Qp

?
2q un endomorphisme de Qp

?
2q sur Q. Tout d’abord,

comme l’extension Qp
?
2q est de degré fini sur Q, ϕ est un automorphisme de Qp

?
2q sur Q

(i.e. ϕ P GalpQp
?
2q{Qq).

Ensuite, ϕ est déterminé par l’image de
?
2. Or, comme

?
2 est racine du polynôme X2´2 P

QrXs, ϕp
?
2q est également une racine de X2 ´ 2 dans Qp

?
2q : on a donc ϕp

?
2q “

?
2 ou

ϕp
?
2q “ ´

?
2. L’application ϕ est donc soit l’application

Qp
?
2q Ñ Qp

?
2q

a` b
?
2 ÞÑ a` b

?
2

i.e. l’identité de Qp
?
2q soit l’application

ρ :
Qp

?
2q Ñ Qp

?
2q

a` b
?
2 ÞÑ a´ b

?
2

Réciproquement, ces deux applications sont des automorphismes de Qp
?
2q sur Q. On a

donc
GalpQp

?
2q{Qq “

!

idQp
?
2q, ρ

)

(remarquons que ρ2 “ idQp
?
2q).

Intéressons-nous maintenant plus précisément à l’ensemble GalpL{Kq des automorphismes
de L sur K. Muni de la composition, il s’agit d’un groupe, appelé groupe de Galois de L sur K :

Proposition 3.6.6. GalpL{Kq est un sous-groupe du groupe des bijections de L dans L.

Démonstration. L’identité de L est tout d’abord un automorphisme de L sur K. Nous avons
par ailleurs déjà remarqué (cf. remarque 3.6.2) que l’inverse d’un automorphisme de L sur K
était un automorphisme de L sur K. Enfin la composition d’applications linéaires, resp. de
morphismes d’anneaux unitaires, d’applications bijectives est une application linéaire, resp. un
morphisme d’anneaux unitaires, resp. une application bijective.
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Exemple 3.6.7. Nous avons montré dans l’exemple 3.6.5 que le groupe de Galois Gal
`

Qp
?
2q{Q

˘

était un groupe à deux éléments, (nécessairement isomorphe) à Z{2Z.
En lien avec notre problème initial, déterminons le groupe de Galois de Qpζnq sur Q pour

tout n P Nzt0u :

Théorème 3.6.8. Soit n P Nzt0u. Il existe un isomorphisme de groupes

pZ{nZq
ˆ

Ñ Gal pQpζnq{Qq ,

où pZ{nZq
ˆ désigne le groupe des éléments inversibles de Z{nZ.

Démonstration. Soit m P Z un entier premier avec n. On commence par définir l’application
ψm qui à tout élément P pζnq, P P QrXs, de Qpζnq “ Qrζns associe P pζmn q (en particulier,
ψmpζnq “ ζmn ). L’application ψm est alors un automorphisme de Qpζnq sur Q i.e. un élément
de Gal pQpζnq{Qq.

En effet, ψm est un endomorphisme de Qpζnq sur Q car, si P1, P2 P QrXs et λ1, λ2 P Q, on
a

ψm

`

λ1P1pζnq ` λ2P2pζnq
˘

“ ψm

`

pλ1P1 ` λ2P2qpζnq
˘

“ pλ1P1 ` λ2P2q pζmn q

“ λ1P1 pζmn q ` λ2P2 pζmn q

“ λ1ψm

`

P1pζnq
˘

` λ2ψm

`

P2pζnq
˘

et

ψm

`

P1pζnqP2pζnq
˘

“ ψm

`

pP1P2qpζnq
˘

“ pP1P2q pζmn q

“ P1 pζmn qP2 pζmn q

“ ψm

`

P1pζnq
˘

ψm

`

P2pζnq
˘

Comme de plus l’extension Qpζnq est de degré fini sur Q, ψm est un automorphisme de Qpζnq

sur Q.
Remarquons maintenant que si m1 P Z est un entier premier avec n et congru à m modulo n,

il existe k P Z tel que m1 “ m` kn et donc

ζm
1

n “ ζm`kn
n “ ζmn pζnn q

k
“ ζmn ,

ce qui montre que ψm1 “ ψm, et justifie que l’application

Ψ :
pZ{nZq

ˆ
Ñ Gal pQpζnq{Qq

m ÞÑ ψm

est bien définie.

Nous allons à présent montrer que l’application Ψ est un isomorphisme de groupes.
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Il s’agit tout d’abord d’un morphisme de groupes car, si m1,m2 P pZ{nZq
ˆ, on a

Ψ pm1 m2q “ Ψ pm1m2q “ ψm1m2

et

ψm1m2pζnq “ ζm1m2
n

“
`

ζm1
n

˘m2

“ Xm2 pζm1
n q

“ ψm1

`

Xm2pζnq
˘

“ ψm1pζm2
n q

“ ψm1

`

ψm2pζnq
˘

“ ψm1 ˝ ψm2pζnq,

donc ψm1m2 “ ψm1 ˝ψm2 (un endomorphisme de Qpζnq sur Q est déterminé par l’image de ηn)
i.e. Ψ pm1 m2q “ Ψ pm1q ˝ Ψ pm2q.

Le morphisme de groupes Ψ est ensuite injectif : soit m P pZ{nZq
ˆ tel que ψm “ idL alors,

en particulier, ζmn “ ζn et donc ζm´1
n “ 1. Comme ζn est d’ordre n dans le groupe des racines

de l’unité, n divise m´ 1 et donc m´ 1 “ 0 i.e. m “ 1.
Montrons enfin que Ψ est surjectif. Soit ψ P Gal pQpζnq{Qq. Alors, comme ζn est une racine

du polynôme cyclotomique Φn, il en est de même pour ψpζnq : il existe donc m P t1, . . . , nu

premier avec n tel que ψpζnq “ ζmn et donc ψ “ ψm “ Ψpmq.

En particulier, si p “ 1`22
m est un nombre de Fermat premier, m P N, le groupe de Galois

Gal pQpζpq{Qq est cyclique (car alors pZ{pZq
ˆ est cyclique d’ordre p´ 1 car Z{pZ est un corps

fini car p est premier).
Soit alors ρ un générateur de Gal pQpζpq{Qq. Pour tout k P t0, . . . , 2mu, notons ensuite Gk

le sous-groupe de Gal pQpζpq{Qq engendré par ρ2k . Remarquons que G0 “ Gal pQpζpq{Qq, que
G2m “

␣

idQpζpq

(

(car ρ22
m

“ ρp´1 “ idQpζpq) et que l’on a une suite d’inclusions
␣

idQpζpq

(

“ G2m Ă G2m´1 Ă ¨ ¨ ¨ Ă G1 Ă G0 “ Gal pQpζpq{Qq

(pour tout k P t0, . . . , 2m ´ 1u, ρ2k`1
“

´

ρ2
k
¯2

P Gk).

Nous allons appliquer à cette suite d’inclusions la propriété suivante, issue de la théorie
de Galois, pour obtenir une suite d’extensions qui nous permettra, via le théorème 3.2.4, de
montrer que le nombre complexe ζp est constructible.

Proposition 3.6.9. Soit S un sous-ensemble de GalpL{Kq et notons

LS :“ tx P L | @ψ P S, ψpxq “ xu.

L’ensemble LS est un sous-corps de L contenant K.
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Démonstration. Pour tout ψ P S, ψp1q “ 1 (car tout élément de S est en particulier un
automorphisme de L sur K donc un morphisme d’anneau unitaire) donc 1 P LS .

Soient maintenant x, y P LS . Pour tout ψ P S, on a

ψpx´ yq “ ψpxq ´ ψpyq “ x´ y,

ψpxyq “ ψpxqψpyq “ xy

et, si x ‰ 0,
ψ
`

x´1
˘

“ ψpxq´1 “ x´1

donc x´ y, xy P LS et, si x ‰ 0, x´1 P LS : LS est donc un sous-corps de L.
Enfin, si a P K, on a, pour tout ψ P S, ψpaq “ a (car toute application de S est en

particulier un automorphisme de L sur K donc laisse fixe tous les éléments de K) : LS contient
donc K.

Remarquons également que si S1 et S2 sont deux sous-ensembles de GalpL{Kq tels que
S1 Ă S2, alors LS2 Ă LS1 : si x P LS2 , on a, pour tout ψ P S1 Ă S2, ψpxq “ x.

Nous allons appliquer cette remarque et la proposition 3.6.9 à la suite d’inclusions de sous-
groupes de Gal pQpζpq{Qq définie plus haut pour terminer la preuve du sens réciproque du
théorème de Gauss-Wantzel 3.1.1.

3.7 Sens réciproque du théorème de Gauss-Wantzel : fin de la
preuve

Reprenons notre nombre de Fermat premier p “ 1 ` 22
m avec m P N. Nous avions justifié

que si nous parvenions à montrer la constructibilité du nombre complexe ζp, cela montrerait le
sens réciproque du théorème de Gauss-Wantzel.

Reprenons la suite d’inclusions
␣

idQpζpq

(

“ G2m Ă G2m´1 Ă ¨ ¨ ¨ Ă G1 Ă G0 “ Gal pQpζpq{Qq

de sous-groupes du groupe de Galois Gal pQpζpq{Qq définie plus haut, et appliquons-lui la
proposition 3.6.9 : si, pour tout i P t0, . . . , 2mu, on note Li :“ QpζpqGi , obtient une suite

L0 Ă L1 Ă ¨ ¨ ¨ Ă L2m´1 Ă L2m

de sous-corps de Qpζpq contenant Q avec L2m “ QpζpqG2m “ QpζpqtidQpζpqu “ Qpζpq.

Nous allons maintenant montrer que cette suite d’extensions et ζp vérifient le critère suffisant
de constructibilité du théorème 3.2.4 :

Théorème 3.7.1. On a

• L0 “ Q p“ QptO,Auq q,
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• ζp P L2m “ Qpζpq,

• pour tout i P t1, . . . , 2mu, rLi : Li´1s “ 2,

et le nombre complexe ζp est donc constructible à partir de tO,Au par le théorème 3.2.4.

Démonstration. Rappelons que nous avions considéré un générateur ρ du groupe cyclique
Gal pQpζpq{Qq d’ordre p´ 1 : on a donc

Gal pQpζpq{Qq “
␣

idQpζpq, ρ, . . . , ρ
p´2

(

.

Par ailleurs, comme ζp est une racine de Φp P QrXs, pour tout l P t0, . . . , p´ 2u, ρl pζpq est
également une racine de Φp dans Qpζpq : il existe donc r P t1, . . . , p ´ 1u tel que ρl pζpq “ ζrp
(p est premier). De plus, si ρl1pζpq “ ρl2pζpq avec l1, l2 P t0, . . . , p ´ 2u, alors ρl1 “ ρl2 (un
automorphisme de Qpζpq sur Q est déterminé par sa valeur en ζp) et donc l1 “ l2 (ρ engendre
Gal pQpζpq{Qq).

On déduit des considérations précédentes que
␣

ζp, ρpζpq, . . . , ρp´2pζpq
(

“
␣

ζp, ζ
2
p , . . . , ζ

p´1
p

(

.

Or la famille
!

ζp, ζ
2
p , . . . , ζ

p´1
p

)

est libre sur Q. En effet, si λ1, . . . , λp´1 sont des scalaires de Q

tels que 0 “

p´1
ÿ

s“1

λsζ
s
p “

˜

p´1
ÿ

s“1

λsX
s

¸

pζpq alors le polynôme
p´1
ÿ

s“1

λsX
s, de degré au plus p ´ 1,

annule ζp et est donc un multiple de µζp,Q “ Φp “ 1`X ` ¨ ¨ ¨ `Xp´1 : il existe donc a P Q tel
que

λ1X ` ¨ ¨ ¨ ` λp´1X
p´1 “ a` aX ` ¨ ¨ ¨ ` aXp´1

et donc nécessairement a “ 0 i.e.
p´1
ÿ

s“1

λsX
s “ 0 i.e. λ1 “ ¨ ¨ ¨ “ λp´1 “ 0.

La famille à p´1 éléments
␣

ζp, ρpζpq, . . . , ρp´2pζpq
(

“

!

ζp, ζ
2
p , . . . , ζ

p´1
p

)

est ainsi une Q-base
de Qpζpq (rQpζpq : Qs “ p´ 1).

On utilise cette propriété pour montrer tout d’abord que L0 “ QpζpqGalpQpζpq{Qq “ Q.

Soit x P L0 Ă Qpζpq. D’après ce que l’on vient de démontrer, il existe a0, . . . , ap´2 P Q tels
que

x “ a0ζp ` ¨ ¨ ¨ ` ap´2ρ
p´2pζpq

Comme x P L0 “ QpζpqGalpQpζpq{Qq, ρ P Gal pQpζpq{Qq et ρp´1 “ idQpζpq, on a ensuite

x “ ρpxq “ a0ρpζpq ` ¨ ¨ ¨ ` ap´1ρ
p´2pζpq ` ap´2ζp “ ap´2ζp ` a0ρpζpq ` ¨ ¨ ¨ ` ap´1ρ

p´2pζpq.

Par indépendance linéaire de la famille
␣

ζp, ρpζpq, . . . , ρp´2pζpq
(

, on obtient alors que ap´2 “ a0
et, pour tout l P t1, . . . , p´ 2u, al “ al´1.

Ainsi,

x “ a0ζp`¨ ¨ ¨`a0ρ
p´2pζpq “ a0

`

ζp ` ¨ ¨ ¨ ` ρp´2pζpq
˘

“ a0
`

ζp ` ¨ ¨ ¨ ` ζp´1
p

˘

“ a0 pΦppζpq ´ 1q “ ´a0 P Q
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et donc L0 “ Q.

Nous allons à présent montrer que pour tout i P t1, . . . , 2mu, rLi : Li´1s “ 2. Afin de
simplifier, notons tout d’abord d :“ 2m. Soit ensuite i P t1, . . . , du et notons

αi :“
2d´i´1
ÿ

k“0

ρ2
ikpζpq P C.

Rappelons que
␣

ζp, ρpζpq, . . . , ρp´2pζpq
(

“

!

ζp, ζ
2
p , . . . , ζ

p´1
p

)

et que ρ engendre le groupe cy-
clique Gal pQpζpq{Qq : en particulier, αi P Qpζpq. Remarquons ensuite que si k P t0, . . . , 2d´i´1u,
2ik P t0, . . . , p´ 2u, car alors

0 ď 2ik ď 2i
´

2d´i ´ 1
¯

“ 2d ´ 2i ď 2d ´ 1 “ p´ 2

(p “ 1 ` 2d).
Nous allons prouver que αi P LizLi´1 : ceci montrera en particulier que rLi : Li´1s ě 2.
Prouvons tout d’abord que αi P Li “ QpζpqGi “ QpζpqGi où Gi est le sous-groupe de

Gal pQpζpq{Qq engendré par ρ2i , autrement dit prouvons que ρ2ipαiq “ αi : on a

ρ2
i
pαiq “ ρ2

i

¨

˝

2d´i´1
ÿ

k“0

ρ2
ikpζpq

˛

‚

“

2d´i´1
ÿ

k“0

ρ2
i
´

ρ2
ikpζpq

¯

“

2d´i´1
ÿ

k“0

ρ2
i`2ikpζpq

“

2d´i´1
ÿ

k“0

ρ2
ipk`1qpζpq

“

2d´i
ÿ

k“1

ρ2
ikpζpq

“

2d´i´1
ÿ

k“0

ρ2
ikpζpq “ αi

car

ρ2
iˆ2d´i

pζpq “ ρ2
d
pζpq “ ρp´1pζpq “ idQpζpqpζpq “ ζp “ ρ2

iˆ0pζpq.
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Prouvons maintenant que αi R Li´1 i.e. ρ2i´1
pαiq R αi. On a

ρ2
i´1

pαiq “ ρ2
i´1

¨

˝

2d´i´1
ÿ

k“0

ρ2
ikpζpq

˛

‚

“

2d´i´1
ÿ

k“0

ρ2
i´1

´

ρ2
ikpζpq

¯

“

2d´i´1
ÿ

k“0

ρ2
ik`2i´1

pζpq.

Comme

1 ď 2ik ` 2i´1 ď 2i
´

2d´i ´ 1
¯

` 2i´1

“ 2d ´ 2i ` 2i´1

“ 2d ´ 2i´1 (car 2i´1 ´ 2i “ 2i´1p1 ´ 2q “ ´2i´1)
“ p´ 1 ´ 2i´1

ď p´ 2,

L’écriture ρ2
i´1

pαiq “

2d´i´1
ÿ

k“0

ρ2
ik`2i´1

pζpq est la décomposition de ρ2
i´1

pαiq dans la Q-base

␣

ζp, ρpζpq, . . . , ρp´2pζpq
(

de Qpζpq, décomposition différente de la décomposition αi “

2d´i´1
ÿ

k“0

ρ2
ikpζpq

de αi car, par exemple, le terme ζp apparaît dans la seconde somme mais pas dans la première :
les éléments αi et ρ2i´1

pαiq de Qpζpq sont donc différents, et αi R Li´1.
En particulier, comme Li contient un élément qui n’est pas dans Li´1, le degré de Li sur

Li´1 est au moins 2.

Montrons enfin que pour tout j P t1, . . . , du, rLj : Lj´1s est égal à 2. D’après le théorème
1.1.8 de multiplicativité des degrés, on a, puisque L0 “ Q et Ld “ Qpζpq,

2d “ p´ 1 “ rQpζpq : Qs “ rLd : L0s “ rLd : Ld´1s ¨ ¨ ¨ rL1 : L0s.

Or, pour tout j P t1, . . . , du, rLj : Lj´1s ě 2 et s’il existait un indice j0 P t1, . . . , nu tel que
rLj0 : Lj0´1s ą 2, le produit rLd : Ld´1s ¨ ¨ ¨ rL1 : L0s serait alors strictement plus grand que 2d,
ce qui n’est pas le cas : on a donc bien, pour tout j P t1, . . . , du, rLj : Lj´1s “ 2.

Remarque 3.7.2. Avec les notations de la preuve ci-dessus, pour tout i P t1, . . . , du, Li “

Li´1pαiq.

Nous avons ainsi terminé la démonstration du théorème de Gauss-Wantzel dont nous rap-
pelons ci-dessous l’énoncé :
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Théorème 3.7.3 (Théorème de Gauss-Wantzel). Soit n P Nzt0; 1; 2u. Le polygone régulier à n
côtés Rn est constructible à partir de tO,Au si et seulement si n est le produit d’une puissance
de deux et de nombres de Fermat premiers et deux à deux distincts.

Exemple 3.7.4. • Le triangle équilatéral est constructible à la règle et au compas.

• Le carré est constructible à la règle et au compas.

• Le pentagone régulier est constructible à la règle et au compas.

• L’hexagone régulier est constructible à la règle et au compas.

• L’heptagone régulier n’est pas constructible à la règle et au compas.

• L’octogone régulier est constructible à la règle et au compas.

• Le nonagone (ou ennéagone) régulier n’est pas constructible à la règle et au compas.

• Le décagone régulier est constructible à la règle et au compas.

• Le hendécagone régulier n’est pas constructible à la règle et au compas.

• Le dodécagone régulier est constructible à la règle et au compas.

• Le tridécagone régulier n’est pas constructible à la règle et au compas.

• Le tétradécagone régulier n’est pas constructible à la règle et au compas.

• Le pentadécagone régulier est constructible à la règle et au compas.

• L’hexadécagone régulier est constructible à la règle et au compas.

• L’heptadécagone régulier est constructible à la règle et au compas.

• L’octadécagone régulier n’est pas constructible à la règle et au compas.

• L’ennéadécagone régulier n’est pas constructible à la règle et au compas.

• L’icosagone régulier est constructible à la règle et au compas.



Chapitre 4

Courbes paramétrées

4.1 Introduction

Soit d P Nzt0u. Dans tout ce chapitre, on se place dans l’espace vectoriel Rd muni de la
norme euclidienne

} ¨ } :

Rd Ñ r0;`8r

px1, . . . , xdq ÞÑ

g

f

f

e

d
ÿ

i“1

x2i

Dans ce contexte, on rappelle que si I est un intervalle de R, si

f :
I Ñ Rd

t ÞÑ fptq “ pf1ptq, . . . , fdptqq

est une fonction vectorielle et si k P N Y t8u, f est dite dérivable sur I, resp. de classe Ck

sur I, si toutes les fonctions f1, . . . , fd sont dérivables sur I, resp. de classe Ck sur I. Si f est
dérivable sur I, on note f 1 la fonction vectorielle

I Ñ Rd

t ÞÑ pf 1
1ptq, . . . , f 1

dptqq

et, pour tout t P I, si h P R est tel que t` h P I, on a

fpt` hq ´ fptq

h
ÝÝÝÑ
hÑ0

f 1ptq.

Si I est un segment ra, bs avec a, b P R tels que a ă b, on dit que la fonction vectorielle
f est intégrable au sens de Riemann (ou Riemann-intégrable) sur ra, bs si toutes les fonctions

f1, . . . , fn sont intégrables au sens de Riemann sur ra, bs, et on note alors
ż b

a
fptqdt le vecteur

ˆ
ż b

a
f1ptqdt, . . . ,

ż b

a
fdptqdt

˙

49
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de Rd. Si f est Riemann-intégrable sur ra, bs, on a l’inégalité
›

›

›

›

ż b

a
fptqdt

›

›

›

›

ď

ż b

a
}fptq}dt.

4.2 Notion de courbe paramétrée

Soit k P N Y t8u. Une courbe paramétrée (ou arc paramétré) de classe Ck dans Rd désigne
toute fonction vectorielle de classe Ck

γ : I Ñ Rd

où I est un intervalle de R. Une courbe paramétrée dans R2 est appelée une courbe paramétrée
plane.

Commençons par donner quelques exemples de courbes paramétrées :

Exemple 4.2.1. 1. L’application R Ñ R2 ; t ÞÑ pt, tq est une courbe paramétrée de classe C8.

2. L’application R Ñ R2 ; t ÞÑ pt2, t3q est une courbe paramétrée de classe C8.

3. L’application r0, 2πrÑ R2 ; t ÞÑ pcosptq, sinptqq est une courbe paramétrée de classe C8.

4. L’application R Ñ R3 ; t ÞÑ pcosptq, sinptq, tq est une courbe paramétrée de classe C8

(dans R3).

Remarque 4.2.2. Par définition, une courbe paramétrée est une fonction vectorielle (au moins)
continue.

Soit k P N Y t8u et soit γ : I Ñ Rd une courbe paramétrée de classe Ck. On prendra bien
garde de ne pas confondre la courbe paramétrée γ avec son support :

Définition 4.2.3. Le support de la courbe paramétrée γ est l’image

Cγ :“ tγptq | t P Iu

de γ et on dit alors que γ est une paramétrisation de Cγ. Le support d’une courbe paramétrée
sera simplement appelé courbe.

Exemple 4.2.4. Reprenons les exemples de l’exemple 4.2.1.

1. Le support de la courbe paramétrée no 1 est la droite d’équation y “ x dans R2.

2. Le support de la courbe paramétrée no 2 est la courbe cuspidale d’équation y2 “ x3

dans R2.

3. Le support de la courbe paramétrée no 3 est le cercle unité dans R2 d’équation x2`y2 “ 1.

4. Le support de la courbe paramétrée no 4 est une courbe hélicoïdale dans R3.
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Remarque 4.2.5. Deux courbes paramétrées différentes peuvent avoir le même support. Par
exemple, le support de la courbe paramétrée R Ñ R2 ; t ÞÑ pt3, t3q est, comme dans l’exemple 1
ci-dessus, la droite d’équation y “ x dans R2, et le support de la courbe paramétrée R Ñ

R2 ; t ÞÑ pcosptq, sinptqq est, comme dans l’exemple 3 ci-dessus, le cercle unité dans R2. Une
même courbe peut ainsi posséder plusieurs paramétrisations.

La courbe paramétrée γ contient plus d’informations géométriques que son support Cγ :
la fonction vectorielle γ correspond à une “façon de parcourir” la courbe Cγ . Deux paramétri-
sations de Cγ seront considérées comme équivalentes si l’on peut passer de l’une à l’autre par
composition avec un difféomorphisme :

Définition 4.2.6. Soit η : J Ñ Rd une courbe paramétrée de classe Ck. On dit que la courbe
paramétrée γ est Ck-équivalente à la courbe paramétrée η s’il existe un Ck-difféomorphisme
σ : J Ñ I tel que γ ˝ σ “ η, et on dira alors que η est une reparamétrisation de classe Ck

de Cγ.

Remarque 4.2.7. Si η : J Ñ Rd est une courbe paramétrée C0-équivalente à γ, on a bien
Cη “ Cγ : si σ : J Ñ I est un homéomorphisme tel que γ ˝ σ “ η, alors

Cη “ tηpsq | s P Ju “
␣

γ
`

σpsq
˘

| s P J
(

“ tγptq | t P Iu .

Exemple 4.2.8. 1. La courbe paramétrée R Ñ R2 ; t ÞÑ pt3, t3q est C0-équivalente à R Ñ

R2 ; t ÞÑ pt, tq, via l’homéomorphisme R ÞÑ R ; t ÞÑ t
1
3 .

2. La courbe paramétrée

η :
R Ñ R2

t ÞÑ

´

1´t2

1`t2
, 2t
1`t2

¯

est une reparamétrisation de classe C8 de la courbe Cρ où

ρ :
s ´ π, πr Ñ R2

θ ÞÑ pcospθq, sinpθqq

(la courbe Cρ est constituée du cercle unité de R2 privé du point de coordonnées p´1, 0q).
En effet, si θ Ps ´ π, πr,

cospθq “ cos

ˆ

2 ˆ
θ

2

˙

“ cos2
ˆ

θ

2

˙

´ sin2
ˆ

θ

2

˙

“
cos2

`

θ
2

˘

´ sin2
`

θ
2

˘

cos2
`

θ
2

˘

` sin2
`

θ
2

˘

“
cos2

`

θ
2

˘ `

1 ´ tan2
`

θ
2

˘˘

cos2
`

θ
2

˘ `

1 ` tan2
`

θ
2

˘˘

“
1 ´ tan2

`

θ
2

˘

1 ` tan2
`

θ
2

˘
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et

sinpθq “ sin

ˆ

2 ˆ
θ

2

˙

“ 2 sin

ˆ

θ

2

˙

cos

ˆ

θ

2

˙

“
2 sin

`

θ
2

˘

cos
`

θ
2

˘

cos2
`

θ
2

˘

` sin2
`

θ
2

˘

“
cos2

`

θ
2

˘ `

2 tan
`

θ
2

˘˘

cos2
`

θ
2

˘ `

1 ` tan2
`

θ
2

˘˘

“
2 tan

`

θ
2

˘

1 ` tan2
`

θ
2

˘ ,

donc, si l’on note σ le C8-difféomorphisme

R Ñ s ´ π, πr

t ÞÑ 2 arctanptq

d’inverse
s ´ π, πr Ñ R

θ ÞÑ tan
`

θ
2

˘ ,

on a
η ˝ σ´1 “ ρ i.e. ρ ˝ σ “ η.

Remarquons que, si k P N, la Ck-équivalence est bien une relation d’équivalence.

Lemme 4.2.9. Soit k P N et notons γ1 „k γ2 si γ1 et γ2 sont deux courbes paramétrées de
classe Ck telles que γ1 est Ck-équivalente à γ2. La relation „k est une relation d’équivalence.

Démonstration. La relation „k est tout d’abord réflexive : si la courbe paramétrée γ de classe
Ck, alors γ „k γ car γ ˝ idI “ γ et l’identité idI est une fonction de classe C8 (et donc en
particulier de classe Ck) sur I.

La relation „k est ensuite symétrique. En effet, si γ1 : I1 Ñ Rd et γ2 : I2 Ñ Rd sont deux
courbes paramétrées de classe Ck et σ : I2 Ñ I1 est un Ck-difféomorphisme tels que γ1 ˝σ “ γ2,
alors γ2 ˝ σ´1 “ γ1 et σ´1 : I1 Ñ I2 est également un Ck-difféomorphisme donc γ2 „k γ1.

La relation „k est enfin transitive : soient γ1 : I1 Ñ Rd, γ2 : I2 Ñ Rd, γ3 : I3 Ñ Rd trois
courbes paramétrées de classe Ck et deux Ck-difféomorphismes σ : I2 Ñ I1, τ : I3 Ñ I2 tels que

γ1 ˝ σ “ γ2 et γ2 ˝ τ “ γ3.

Alors on a
γ1 ˝ pσ ˝ τq “ pγ1 ˝ σq ˝ τ “ γ2 ˝ τ “ γ3.

L’application composée σ ˝ τ : I3 Ñ I1 étant également un Ck-difféomorphisme, la courbe
paramétrée γ1 est bien Ck-équivalente à γ1.

Dans la suite de ce chapitre, nous allons introduire et étudier différentes notions générales
des courbes paramétrées.
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4.3 Multiplicité et simplicité
Soit γ : I Ñ Rd et soit t0 P I.

Définition 4.3.1. Soit m P Nzt0u. On dit que le point γpt0q de la courbe Cγ paramétrée par
γ est de multiplicité m si l’ensemble tt P I | γptq “ γpt0qu des antécédents de γpt0q par γ
est fini de cardinal m. Si l’ensemble tt P I | γptq “ γpt0qu est infini, on dit que γpt0q est un
point de multiplicité infinie de Cγ.

Un point de multiplicité 1, resp. 2, resp. 3, sera également dit simple, resp. double, resp.
triple.
Exemple 4.3.2. 1. Le point p0, 0q du lemniscate de Bernoulli paramétré par la courbe para-

métrée (de classe C8)

ρ :
r0, 2πr Ñ R
θ ÞÑ

´

cospθq

1`sin2pθq
, sinpθq cospθq

1`sin2pθq

¯

est un point double (p0, 0q “ ρ
`

π
2

˘

“ ρ
`

3π
2

˘

).

2. Tout point du cercle unité de R2 paramétré par la courbe paramétrée r0, 2πrÑ R2 ; t ÞÑ

pcosptq, sinptqq est simple.

3. Tout point du cercle unité de R2 paramétré par la courbe paramétrée R Ñ R2 ; t ÞÑ

pcosptq, sinptqq est de multiplicité infinie.

4. On considère la courbe paramétrée (de classe C0)

η :

r0; 2r Ñ R1

t ÞÑ

#

t si t P r0; 1r,
2 ´ t si t P r1; 2r,

de support le segment r0; 1s : le point 0 est l’unique point simple de la courbe Cη para-
métrée par η et tous les autres points de Cη sont doubles.

Remarque 4.3.3. • Si γpt0q n’est pas un point simple de la courbe Cγ (paramétrée par γ),
Cγ possède une “auto-intersection” en γpt0q.

• Si η : J Ñ Rd est une reparamétrisation de Cγ donnée par un homéomorphisme σ : J Ñ I,
la multiplicité du point γpt0q “ η

`

σ´1pt0q
˘

de Cγ “ Cη paramétrée par η est la même
que la multiplicité du point γpt0q de Cγ paramétrée par γ : on a

␣

s P J | ηpsq “ η
`

σ´1pt0q
˘(

“
␣

s P σ´1pIq | ηpsq “ η
`

σ´1pt0q
˘(

“ σ´1
`␣

t P I | η
`

σ´1ptq
˘

“ η
`

σ´1pt0q
˘(˘

“ σ´1 ptt P I | γptq “ γpt0quq

et σ´1 est une bijection de I sur J .
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La courbe paramétrée γ sera dite simple si pour tout t P I, γptq est un point simple de
la courbe Cγ paramétrée par γ, i.e. si γ est une application injective, et dans ce cas, par la
remarque précédente, toute reparamétrisation de Cγ est également simple.
Remarque 4.3.4. Si f : I Ñ R est une fonction de classe Ck sur l’intervalle I, l’application

I Ñ R
t ÞÑ pt, fptqq

est une courbe paramétrée plane de classe Ck simple, dont le support est le graphe de la
fonction f .

4.4 Tangence
Reprenons les notations de la section précédente. Nous allons considérer des notions de

vecteur tangent et de droite tangente à la courbe paramétrée γ en t0. Nous ne définirons ces
notions qu’en des points “localement simples” :

Définition 4.4.1. On suppose qu’il existe un intervalle ouvert J de R contenant t0 tel que
pour tout t P pI X Jqztt0u, γptq ‰ γpt0q (i.e. tel que le point γpt0q est un point simple
de la courbe Cγ|IXJ

). Soit ensuite v un vecteur non nul de Rd. On dit que le vecteur v est
tangent à la courbe paramétrée γ en t0 si le vecteur unitaire v

}v}
est à la limite, quand t P

pI X Jqztt0u tend vers t0, de la suite des vecteurs directeurs unitaires des droites passant par
les points γpt0q et γptq, précisément si

γptq ´ γpt0q

}γptq ´ γpt0q}
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ
tPIXJXs´8,t0r, tÑt0

˘
v

}v}
et γptq ´ γpt0q

}γptq ´ γpt0q}
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ
tPIXJXst0,`8r, tÑt0

˘
v

}v}
.

Remarque 4.4.2. Un vecteur tangent à une courbe paramétrée est, par définition, non nul.
Supposons donc qu’il existe un intervalle ouvert J de R contenant t0 tel que le point γpt0q

est un point simple de la courbe Cγ|IXJ
. Commençons par remarquer que si u et v sont deux

vecteurs tangents à γ en t0, alors u et v sont nécessairement colinéaires : on a v
}v}

“ ˘ u
}u}

.
Si γ possède un vecteur tangent v en t0, on définit ainsi la droite tangente à γ en t0 comme

étant la droite affine de direction v passant par γpt0q.
Exemple 4.4.3. 1. Si γ est la courbe paramétrée plane R Ñ R2 ; t ÞÑ pt, t2q (de support la

parabole d’équation y “ x2 dans R2), on a, si t P R˚,

γptq ´ γp0q

}γptq ´ γp0q}
“

1
?
t2 ` t4

pt, t2q “
1

|t|
?
1 ` t2

pt, t2q “
1

?
1 ` t2

psgnptq, |t|q,

où sgnptq :“

#

1 si t ą 0,
´1 si t ă 0,

, et donc

γptq ´ γp0q

}γptq ´ γp0q}
ÝÝÝÝÝÝÑ
tÑ0, tą0

p1, 0q et γptq ´ γp0q

}γptq ´ γp0q}
ÝÝÝÝÝÝÑ
tÑ0, tă0

p´1, 0q.

Ainsi, le vecteur p1, 0q est tangent à la courbe paramétrée γ en 0 et la droite tangente à
γ en 0 est la droite d’équation y “ 0 (γp0q “ p0, 0q).
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2. Si maintenant γ est la courbe paramétrée R Ñ R2 ; t ÞÑ pt2, t3q (de support la courbe
cuspidale d’équation y2 “ x3 dans R2), on a, si t P R˚,

γptq ´ γp0q

}γptq ´ γp0q}
“

1
?
t4 ` t6

pt2, t3q “
1

t2
?
1 ` t2

pt2, t3q “
1

?
1 ` t2

p1, tq ÝÝÝÝÝÝÑ
tÑ0, t‰0

p1, 0q

et le vecteur tangent p1, 0q est donc tangent γ en 0.

3. Si γ est la courbe paramétrée R Ñ R2 ; t ÞÑ pt, |t|q, γ ne possède pas de vecteur tangent
en 0 : en effet, si t ‰ 0, on a

γptq ´ γp0q

}γptq ´ γp0q}
“

1
?
t2 ` t2

pt, |t|q “
1

|t|
?
2

pt, |t|q “
1

?
2

psgnptq, 1q

et donc
γptq ´ γp0q

}γptq ´ γp0q}
ÝÝÝÝÝÝÑ
tÑ0, tą0

1
?
2

p1, 1q et γptq ´ γp0q

}γptq ´ γp0q}
ÝÝÝÝÝÝÑ
tÑ0, tă0

1
?
2

p´1, 1q,

mais les vecteurs 1?
2
p1, 1q et 1?

2
p´1, 1q ne sont pas colinéaires.

4. Si enfin γ est la courbe paramétrée

R Ñ R2

t ÞÑ

#

`

t4 cos
`

1
t

˘

, t4 sin
`

1
t

˘˘

si t ‰ 0,
p0, 0q si t “ 0,

γ est de classe C1 et γ ne possède pas de vecteur tangent en 0 (cf. feuille de TD 4).
Par définition, la courbe paramétrée γ possède un vecteur tangent en t0 si et seulement si

la quantité γptq ´ γpt0q

}γptq ´ γpt0q}
, t P pIXJqztt0u, possède des limites à gauche et à droite en t0 qui ne

diffèrent que d’un scalaire ˘1. Si γ est dérivable en t0, on a une condition suffisante d’existence
d’un vecteur tangent (et donc d’une droite tangente) en t0 plus “simple” :

Proposition 4.4.4. On suppose que γ est dérivable en t0. Si γ1pt0q ‰
ÝÑ
0 (où ÝÑ

0 désigne le
vecteur nul de Rd), alors γ1pt0q est un vecteur tangent à γ en t0.

Démonstration. Comme γ est dérivable en t0, d’après le théorème de Taylor-Young, il existe
une fonction ϵ : I X J Ñ Rd telle que ϵptq ÝÝÝÑ

tÑt0

ÝÑ
0 et, pour tout t P I X J ,

γptq “ γpt0q ` γ1pt0qpt´ t0q ` pt´ t0qϵptq.

Soit t P I X J , on a donc γptq ´ γpt0q “ pt´ t0q
`

γ1pt0q ` ϵptq
˘

et, si t ą t0,

γptq ´ γpt0q

}γptq ´ γpt0q}
“

pt´ t0qpγ1pt0q ` ϵptqq

|t´ t0| }γ1pt0q ` ϵptq}
“

γ1pt0q ` ϵptq

}γ1pt0q ` ϵptq}
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ
tPIXJXst0,`8r, tÑt0

γ1pt0q

}γ1pt0q}
,

et, si t ă t0,
γptq ´ γpt0q

}γptq ´ γpt0q}
“

pt´ t0qpγ1pt0q ` ϵptqq

|t´ t0| }γ1pt0q ` ϵptq}
“ ´

γ1pt0q ` ϵptq

}γ1pt0q ` ϵptq}
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ
tPIXJXs´8,t0r, tÑt0

´
γ1pt0q

}γ1pt0q}
.
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Exemple 4.4.5. 1. Si γ est la paramétrisation r0, 2πrÑ R2 ; θ ÞÑ pcospθq, sinpθqq du cercle
unité de R2 et si θ P r0, 2πr, on a

γ1pθq “ p´ sinpθq, cospθqq ‰
ÝÑ
0

et p´ sinpθq, cospθqq est donc un vecteur tangent à γ en θ. La droite tangente à γ en θ
est la droite d’équation de direction le vecteur p´ sinpθq, cospθqq et passant par le point
pcospθq, sinpθqq i.e. la droite d’équation

´ sinpθqpy ´ sinpθqq ´ cospθqpx´ cospθqq “ 0 ðñ sinpθqy ` cospθqx “ 1

dans R2.

2. Si γ est la paramétrisation

r0, 2πr Ñ R
θ ÞÑ

´

cospθq

1`sin2pθq
, sinpθq cospθq

1`sin2pθq

¯

du lemniscate de Bernoulli, on a, si θ P r0, 2πr,

γ1pθq “

ˆ

´ sinpθqp1 ` sin2pθqq ´ cospθqp2 cospθq sinpθqq

p1 ` sin2pθqq2
,

pcos2pθq ´ sin2pθqqp1 ` sin2pθqq ´ sinpθq cospθqp2 cospθq sinpθqq

p1 ` sin2pθqq2

˙

et donc γ1
`

π
2

˘

“
`

´1
2 ,´

1
2

˘

et γ1
`

3π
2

˘

“
`

1
2 ,´

1
2

˘

.
La droite tangente à γ en π

2 est donc la droite d’équation y “ x dans R2 et la droite
tangente à γ en 3π

2 est donc la droite d’équation y “ ´x dans R2 (γ
`

π
2

˘

“ γ
`

3π
2

˘

“ p0, 0q).

Remarque 4.4.6. Si γ est dérivable en t0 et γ1pt0q ‰
ÝÑ
0 , le vecteur unitaire γ1pt0q

}γ1pt0q|
correspond à

la “direction instantanée” en t0 du parcours de Cγ par γ, et la quantité }γ1pt0q} correspond à
la ”vitesse instantanée” (absolue) en t0.

On suppose dans la suite de la section que γ est dérivable en 0.

Définition 4.4.7. Si γ1pt0q ‰
ÝÑ
0 , on dit que la courbe paramétrée γ est régulière en t0. Si

γ1pt0q “
ÝÑ
0 , on dit que γ est singulière en t0. Si γ est régulière en tout point de I, on dit que

γ est une courbe paramétrée régulière.

Exemple 4.4.8. Les deux courbes paramétrées de l’exemple 4.4.5 sont régulières.
Remarque 4.4.9. • D’après la proposition 4.4.4, si γ est régulière en t0, alors γ possède un

vecteur tangent (et donc une droite tangente) en t0. La réciproque de cette assertion est
cependant fausse : par exemple, dans le deuxième exemple de l’exemple 4.4.3, γ possède
un vecteur tangent en 0 alors que γ1p0q “ p0, 0q.

• Si η : rI Ñ Rd est une courbe C1-équivalente à γ et si γ est régulière, alors η est également
régulière. En effet, si σ : rI Ñ I est un difféomorphisme tel que γ ˝σ “ η alors, pour s P rI,

η1psq “ pγ ˝ σq1psq “ σ1psq ¨ γ1pσpsqq ‰
ÝÑ
0



4.4. TANGENCE 57

(car pour tout t P I, γ1ptq ‰
ÝÑ
0 par hypothèse, et pour tout s P rI, σ1psq ‰ 0 car σ est

un difféomorphisme). Remarquons également que la reparamétrisation η de Cγ modifie,
du scalaire multiplicatif |σ1psq|, la “vitesse instantanée” en γpσpsqq et, si σ1psq est négatif,
renverse la “direction instantanée” en γpσpsqq.

Plus “généralement”, si l’une des dérivées de γ ne s’annule pas en t0, γ possède un vecteur
tangent en t0 :

Proposition 4.4.10. Soit k P Nzt0u tel que γ est de classe Ck sur I X J et tel que pour tout
i P t0, . . . , k´ 1u, γpiqpt0q “

ÝÑ
0 et γpkqpt0q ‰

ÝÑ
0 . Alors γpkqpt0q est un vecteur tangent à γ en t0.

Démonstration. Comme γ est de classe Ck sur IXJ , par le théorème de Taylor-Young, il existe
une fonction ϵ : I X J Ñ Rd telle que ϵptq ÝÝÝÑ

tÑt0

ÝÑ
0 et telle que, pour tout t P I X J ,

γptq “ γpt0q`γ1pt0qpt´t0q`¨ ¨ ¨`
γpkqpt0q

k!
pt´t0qk`pt´t0qkϵptq “ γpt0q`

γpkqpt0q

k!
pt´t0qk`pt´t0qkϵptq

(car pour tout i P t0, . . . , k ´ 1u, γpiqpt0q “ 0). Ainsi,

γptq ´ γpt0q

}γptq ´ γpt0q}
“

γpkqpt0q

k! pt´ t0qk ` pt´ t0qkϵptq
›

›

›

γpkqpt0q

k! pt´ t0qk ` pt´ t0qkϵptq
›

›

›

“ sgnpt´ t0qk
γpkqpt0q ` k!ϵptq
›

›γpkqpt0q ` k!ϵptq
›

›

et donc, si t ą t0,
γptq ´ γpt0q

}γptq ´ γpt0q}
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ
tPIXJXst0,`8r, tÑt0

γpkqpt0q
›

›γpkqpt0q
›

›

,

et si t ă t0,
γptq ´ γpt0q

}γptq ´ γpt0q}
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ
tPIXJXs´8,t0r, tÑt0

p´1qk
γpkqpt0q
›

›γpkqpt0q
›

›

.

Remarque 4.4.11. Même si γ est de classe C8 et si pour tout k P N, γpkqpt0q “
ÝÑ
0 , γ peut

posséder une droite tangente en x0 : la courbe paramétrée

η :

r0,`8r Ñ R

t ÞÑ

#

e´ 1
t si t ą 0,

0 si t “ 0,

dans R est de classe C8 et pour tout k P N, ηpkqp0q “ 0, bien que, si t Ps0,`8r,

ηptq ´ ηp0q

|ηptq ´ ηp0q|
“
e´ 1

t

e´ 1
t

“ 1.

On fait un petit aparté sur une étude du comportement local des courbes planes par rapport
à leurs droites tangentes.
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4.5 Une étude du comportement local des courbes planes
Soit donc γ : I Ñ R2 une courbe paramétrée plane. Soit ensuite t0 P I tel qu’il existe un

intervalle ouvert J de R contenant t0 tel que le point γpt0q soit un point simple de la courbe
Cγ|IXJ

.
On suppose de plus que

• γ est de classe CN , N P Nzt0u,

• il existe q P t1, . . . , N´1u tel que γpqqpt0q ‰
ÝÑ
0 et pour tout i P t1, . . . , q´1u, γpiqpt0q “

ÝÑ
0

(γpqqpt0q est donc un vecteur tangent à γ en t0 d’après la proposition 4.4.10),

• il existe r P tq`1, . . . , Nu tel que γprqpt0q R Vect
␣

γpqqpt0q
(

et pour tout i P tq`1, . . . , r´

1u, γpiqpt0q P Vect
␣

γpqqpt0q
(

.

D’après le théorème de Taylor-Young, il existe une fonction ϵ : I X J Ñ R2 telle que
ϵptq ÝÝÝÑ

tÑt0

ÝÑ
0 et telle que, pour tout t P I X J ,

γptq “ γpt0q`γpqqpt0q
pt´ t0qq

q!
`γpq`1qpt0q

pt´ t0qq`1

pq ` 1q!
`¨ ¨ ¨`γpr´1qpt0q

pt´ t0qr´1

pr ´ 1q!
`γprqpt0q

pt´ t0qr

r!
`pt´t0qrϵptq

Or, pour tout i P tq`1, . . . , r´1u, γpiqpt0q P Vect
␣

γpqqpt0q
(

. Ainsi, pour tout i P tq`1, . . . , r´1u,
il existe µi P R tel que, pour tout t P I X J ,

γptq´γpt0q “ γpqqpt0q
pt´ t0qq

q!

`

1 ` µq`1pt´ t0q ` . . .` µr´1pt´ t0qr´1´q
˘

`γprqpt0q
pt´ t0qr

r!
`pt´t0qrϵptq.

Si, pour t P I X J ,
ˆ

ϵ1ptq
ϵ2ptq

˙

désigne le vecteur des coordonnées de ϵptq dans la base
␣

γpqqpt0q, γprqpt0q
(

de R2, on a alors, dans la base
␣

γpqqpt0q, γprqpt0q
(

de R2,

ÝÝÝÝÝÝÑ
γpt0qγptq “

˜

pt´t0qq

q!

`

1 ` µq`1pt´ t0q ` . . .` µr´1pt´ t0qr´1´q
˘

` pt´ t0qrϵ1ptq
pt´t0qr

r! ` pt´ t0qrϵ2ptq

¸

„
tÑt0

˜

pt´t0qq

q!
pt´t0qr

r!

¸

Au voisinage de t0, quatre types de comportements se présentent alors :

• si q est impair et r est pair, la quantité pt´ t0qq est négative “à gauche” de t0, positive “à
droite” de t0, et la quantité pt´t0qr est positive : au voisinage de t0 (ou plutôt de γpt0q), la
courbe Cγ|IXJ

“traverse” donc le vecteur γprqpt0q (ou plutôt la droite de direction γprqpt0q

passant par γpt0q) mais pas le vecteur tangent γpqqpt0q (ou plutôt la droite de direction
γpqqpt0q passant par γpt0q), et on dit que t0 est un point ordinaire de γ,

• si q est impair et r est impair, les deux quantités pt ´ t0qq et pt ´ t0qr sont négatives à
gauche de t0 et positives à droite : au voisinage de γpt0q, la courbe Cγ|IXJ

traverse donc
les deux vecteurs γpqqpt0q et γprqpt0q, et on dit que t0 est un point d’inflexion de γ,
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• si q est pair et r est impair, la courbe Cγ|IXJ
traverse le vecteur tangent γpqqpt0q au voisi-

nage de γpt0q mais pas γprqpt0q, et on dit que t0 est un point de rebroussement de première
espèce de γ,

• si q est pair et r est pair, la courbe Cγ|IXJ
ne traverse aucun des vecteurs γpqqpt0q et

γprqpt0q, et on dit que t0 est un point de rebroussement de deuxième espèce de γ.

Exemple 4.5.1. • La courbe paramétrée plane η : R Ñ R2 ; t ÞÑ pt, t2q possède un point
ordinaire en 0 (on a ici q “ 1, r “ 2 et η1p0q “ p1, 0q, ηp2qp0q “ p0, 2q).

• La courbe paramétrée plane η : R Ñ R2 ; t ÞÑ pt, t3q possède un point d’inflexion en 0
(on a ici q “ 1, r “ 3 et η1p0q “ p1, 0q, ηp3qp0q “ p0, 6q).

• La courbe paramétrée plane η : R Ñ R2 ; t ÞÑ pt2, t3q possède un point de rebroussement
de première espèce en 0 (on a ici q “ 2, r “ 3 et ηp2qp0q “ p2, 0q, ηp3qp0q “ p0, 6q).

• La courbe paramétrée plane η : R Ñ R2 ; t ÞÑ pt2, t4q possède un point de rebroussement
de deuxième espèce en 0 (on a ici q “ 2, r “ 4 et ηp2qp0q “ p2, 0q, ηp4qp0q “ p0, 24q).

4.6 Longueur d’une courbe paramétrée
Soit γ : I Ñ Rd une courbe paramétrée de Rd. Nous allons définir une notion de longueur de

la courbe paramétrée γ. Une idée naturelle est de chercher à approcher la courbe Cγ , support
de γ, par des segments, et la “longueur” de Cγ par la somme des longueurs de ces segments.
Cela nous mène à la définition qui suit, qui utilise la notion de subdivision de l’intervalle I : une
subdivision de I est un uplet pt0, . . . , tnq, n P Nzt0u, de points de I tels que t0 ă t1 ă ¨ ¨ ¨ ă tn.
On note ΣI l’ensemble des subdivisions de I.

Définition 4.6.1. On dit que la courbe paramétrée γ est rectifiable si le supremum

sup
pt0,...,tnqPΣI , nPNzt0u

n´1
ÿ

i“0

}γpti`1q ´ γptiq}

est fini, et, dans ce cas, on note Lpγq cette quantité que l’on appelle longueur de la courbe paramétrée γ.

Remarque 4.6.2. • Si pt0, . . . , tnq, n P Nzt0u, est une subdivision de I, la quantité
n´1
ÿ

i“0

}γpti`1q ´ γptiq}

est la longueur de la ligne brisée reliant les points γpt0q, . . . , γptnq de Cγ .

• Si γ est rectifiable, la longueur Lpγq est positive ou nulle.

• Si I est réduit à un point, γ est rectifiable et Lpγq “ 0.
Avant de donner une condition suffisante de rectifiabilité dans le cas où I est un segment,

exhibons quelques propriétés à partir de la seule définition ci-dessus :

Lemme 4.6.3. On suppose que la courbe paramétrée γ est rectifiable. Alors :
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1. si J est un intervalle de R contenu dans I, la courbe paramétrée restreinte γ|J : J Ñ Rd

est rectifiable et Lpγq ě L
`

γ|J

˘

,

2. si c P I, Lpγq “ L
`

γ|IXs´8;cs

˘

` L
`

γ|IXrc;`8r

˘

,

3. si a, b P I, Lpγq ě }γpbq ´ γpaq}.

Démonstration. 1. Soit J un intervalle de R contenu dans I et soit ps0, . . . , smq, m P Nzt0u,
une subdivision de J . Alors ps0, . . . , smq est également une subdivsion de I car J Ă I.
Ainsi

m´1
ÿ

j“0

›

›γ|Jpsj`1q ´ γ|Jpsjq
›

› “

m´1
ÿ

j“0

}γpsj`1q ´ γpsjq}

ď sup
pt0,...,tnqPΣI , nPNzt0u

n´1
ÿ

i“0

}γpti`1q ´ γptiq}

“ Lpγq

et donc

sup
ps0,...,smqPΣJ , mPNzt0u

m´1
ÿ

j“0

}γpsj`1q ´ γpsjq} ď Lpγq :

en particulier, la courbe paramétrée γ|J : J Ñ Rd est rectifiable et

L
`

γ|J

˘

“ sup
ps0,...,smqPΣJ , mPNzt0u

m´1
ÿ

j“0

}γpsj`1q ´ γpsjq} ď Lpγq.

2. Remarquons tout d’abord que, par ce que nous venons de démontrer, les courbes para-
métrées γ|IXs´8;cs et γ|IXrc;`8r sont rectifiables.

Nous allons tout d’abord montrer que Lpγq ď L
`

γ|IXs´8;cs

˘

` L
`

γ|IXrc;`8r

˘

. Soit
donc pt0, . . . , tnq, n P Nzt0u, une subdivision de I. On suppose tout d’abord qu’il existe
i P t0, . . . , n´ 1u tel que c P rti, ti`1s :

• si c “ ti, alors pt0, . . . , ti´1, cq est une subdivision de IXs ´ 8; cs et pc, ti`1, . . . , tnq

est une subdivision de I X rc;`8r, et
n´1
ÿ

i“0

}γpti`1q ´ γptiq} “

i´1
ÿ

k“0

}γptk`1q ´ γptkq} ` }γpti`1q ´ γpcq} `

n´1
ÿ

j“i`1

}γptj`1q ´ γptjq}

ď L
`

γ|IXs´8;cs

˘

` L
`

γ|IXrc;`8r

˘

,

• si c “ ti`1, alors pt0, . . . , ti, cq est une subdivision de IXs ´ 8; cs et pc, ti`2, . . . , tnq

est une subdivision de I X rc;`8r, et
n´1
ÿ

i“0

}γpti`1q ´ γptiq} “

i´1
ÿ

k“0

}γptk`1q ´ γptkq} ` }γpcq ´ γptiq} `

n´1
ÿ

j“i`1

}γptj`1q ´ γptjq}

ď L
`

γ|IXs´8;cs

˘

` L
`

γ|IXrc;`8r

˘

,



4.6. LONGUEUR D’UNE COURBE PARAMÉTRÉE 61

• si c Psti, ti`1r, alors pt0, . . . , ti, cq est une subdivision de IXs´8; cs et pc, ti`1, . . . , tnq

est une subdivision de I X rc;`8r, et

n´1
ÿ

i“0

}γpti`1q ´ γptiq} “

i´1
ÿ

k“0

}γptk`1q ´ γptkq} ` }γpcq ´ γptiq} ` }γpti`1q ´ γpcq} `

n´1
ÿ

j“i`1

}γptj`1q ´ γptjq}

ď L
`

γ|IXs´8;cs

˘

` L
`

γ|IXrc;`8r

˘

,

Si maintenant c ă t0, alors pt0, . . . , tnq est une subdivision de I X rc;`8r et

n´1
ÿ

i“0

}γpti`1q ´ γptiq} ď L
`

γ|IXrc;`8r

˘

ď L
`

γ|IXs´8;cs

˘

` L
`

γ|IXrc;`8r

˘

,

et si c ą tn, pt0, . . . , tnq est une subdivision de IXs ´ 8; cs et

n´1
ÿ

i“0

}γpti`1q ´ γptiq} ď L
`

γ|IXs´8;cs

˘

ď L
`

γ|IXs´8;cs

˘

` L
`

γ|IXrc;`8r

˘

.

Ainsi, dans tous les cas,

n´1
ÿ

i“0

}γpti`1q ´ γptiq} ď L
`

γ|IXs´8;cs

˘

` L
`

γ|IXrc;`8r

˘

et donc

Lpγq “ sup
pt0,...,tnqPΣI , nPNzt0u

n´1
ÿ

i“0

}γpti`1q ´ γptiq} ď L
`

γ|IXs´8;cs

˘

` L
`

γ|IXrc;`8r

˘

.

Réciproquement, montrons que Lpγq ě L
`

γ|IXs´8;cs

˘

`L
`

γ|IXrc;`8r

˘

. Soient ps0, . . . , smq,
m P Nzt0u, une subdivision de IXs ´ 8; cs et pr0, . . . , rlq, l P Nzt0u, une subdivision de
I X rc;`8r.

• Si sm “ r0 “ c, l’uplet ps0, . . . , sm, r1, . . . , rlq est une subdivision de I et on a donc

m´1
ÿ

k“0

}γpsk`1q ´ γpskq}`

l´1
ÿ

j“0

}γprj`1q ´ γprjq} ď sup
pt0,...,tnqPΣI , nPNzt0u

n´1
ÿ

i“0

}γpti`1q ´ γptiq} “ Lpγq.

• Si sm ă r0, l’uplet ps0, . . . , sm, r0, . . . , rlq est une subdivision de I et on a

m´1
ÿ

k“0

}γpsk`1q ´ γpskq} `

l´1
ÿ

j“0

}γprj`1q ´ γprjq} ď

m´1
ÿ

k“0

}γpsk`1q ´ γpskq} ` }γpr0q ´ γpsmq} `

l´1
ÿ

j“0

}γprj`1q ´ γprjq}

ď sup
pt0,...,tnqPΣI , nPNzt0u

n´1
ÿ

i“0

}γpti`1q ´ γptiq}

“ Lpγq
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Ainsi, dans tous les cas, on a

m´1
ÿ

k“0

}γpsk`1q ´ γpskq} `

l´1
ÿ

j“0

}γprj`1q ´ γprjq} ď Lpγq

et donc

m´1
ÿ

k“0

}γpsk`1q ´ γpskq} ` sup
pr0,...,rlqPΣIXrc;`8r, lPNzt0u

l´1
ÿ

j“0

}γprj`1q ´ γprjq} ď Lpγq

i.e.
m´1
ÿ

k“0

}γpsk`1q ´ γpskq} ` L
`

γ|IXrc;`8r

˘

ď Lpγq,

puis

sup
ps0,...,smqPΣIXs`8;cs, mPNzt0u

m´1
ÿ

k“0

}γpsk`1q ´ γpskq} ` L
`

γ|IXrc;`8r

˘

ď Lpγq

i.e.
L
`

γ|IXs´8;cs

˘

` L
`

γ|IXrc;`8r

˘

ď Lpγq.

3. Soient a, b P I et supposons sans perdre de généralité que a ă b. Alors pa, bq est une
subdivision de I et donc

}γpbq ´ γpaq} ď sup
pt0,...,tnqPΣI , nPNzt0u

n´1
ÿ

i“0

}γpti`1q ´ γptiq} “ Lpγq.

Remarque 4.6.4. D’après la démonstration du point 2 du lemme précédent, si c P I est tel que les
courbes paramétrées restreintes γ|IXs´8;cs et γ|IXrc;`8r sont rectifiables, alors γ est rectifiable.

Remarquons également que les notions de rectifiabilité et de longueur d’une courbe para-
métrée est invariante par C0-équivalence :

Proposition 4.6.5. Soit η : J Ñ Rd une courbe paramétrée C0-équivalente à γ. Alors γ est
rectifiable si et seulement si η est rectifiable, et, dans ce cas, Lpγq “ Lpηq.

Démonstration. Soit σ : J Ñ I un homéomorphisme tel que γ ˝ σ “ η. En particulier, σ est
une fonction strictement monotone.

Supposons alors que γ est rectifiable et soit ps0, . . . , smq, m P Nzt0u, une subdivision de J .
Si σ est une fonction strictement croissante, l’uplet

`

σps0q, . . . , σpsmq
˘

est une subdivision de
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I et, si σ est strictement décroissante,
`

σpsmq, . . . , σps0q
˘

est une subdivision de I : dans tous
les cas, on a

m´1
ÿ

j“0

}ηpsj`1q ´ ηpsjq} “

m´1
ÿ

j“0

›

›γ
`

σpsj`1q
˘

´ γ
`

σpsjq
˘›

›

ď sup
pt0,...,tnqPΣI , nPNzt0u

n´1
ÿ

i“0

}γpti`1q ´ γptiq}

ď Lpγq.

Ainsi,

sup
ps0,...,smqPΣJ , mPNzt0u

m´1
ÿ

j“0

}ηpsj`1q ´ ηpsjq} ď Lpγq :

la courbe paramétrée η : J Ñ Rd est donc rectifiable et Lpηq ď Lpγq.
En échangeant les rôles de γ et η (la relation de C0-équivalence est symétrique), on obtient

que γ est rectifiable si η est rectifiable, qu’alors Lpγq ď Lpηq, et donc Lpγq “ Lpηq.

Si I est un segment et γ est de classe C1, la courbe paramétrée γ est rectifiable et sa longueur
est donnée par sa dérivée :

Théorème 4.6.6. On suppose que I est un segment ra, bs avec a, b P R tels que a ă b. Si γ est
de classe C1 sur I “ ra, bs, alors γ est rectifiable et

Lpγq “

ż b

a
}γ1ptq}dt.

Démonstration. Soit pt0, . . . , tnq, n P Nzt0u, une subdivision de I. Si i P t0, . . . , n ´ 1u, on a
ż ti`1

ti

γ1ptqdt “ γpti`1q ´ γptiq et donc

}γpti`1q ´ γptiq} “

›

›

›

›

ż ti`1

ti

γ1ptqdt

›

›

›

›

ď

ż ti`1

ti

›

›γ1ptq
›

›dt.

Ainsi
n´1
ÿ

i“0

}γpti`1q ´ γptiq} ď

n´1
ÿ

i“0

ż ti`1

ti

›

›γ1ptq
›

›dt “

ż tn

t0

›

›γ1ptq
›

›dt ď

ż b

a

›

›γ1ptq
›

›dt

et donc

sup
pt0,...,tnqPΣI , nPNzt0u

n´1
ÿ

i“0

}γpti`1q ´ γptiq} ď

ż b

a

›

›γ1ptq
›

›dt :

la courbe paramétrée γ est donc rectifiable et Lpγq ď

ż b

a

›

›γ1ptq
›

›dt.
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Nous allons ensuite montrer l’égalité Lpγq “

ż b

a

›

›γ1ptq
›

›dt. Pour cela, nous allons considérer
la fonction

ϕ :
ra, bs Ñ r0;`8r

t ÞÑ Lpγ|ra,tsq

(par le lemme 4.6.3 1., pour tout t P ra, bs, la courbe restreinte γ|ra,ts est rectifiable) et montrer

que, pour tout t P ra, bs, ϕptq “

ż t

a

›

›γ1puq
›

›du : en particulier, Lpγq “ ϕpbq “

ż b

a

›

›γ1puq
›

›du.
La preuve va en grande partie consister à montrer que la fonction ϕ est dérivable et que,

pour tout t P ra, bs, ϕ1ptq “ }γ1ptq}.

Soit donc t P ra, bs et soit h P Rzt0u tel que t` h P ra, bs. Si h ą 0, on a

ϕpt` hq ´ ϕptq “ Lpγ|ra,t`hsq ´ Lpγ|ra,tsq

“ Lpγ|rt,t`hsq (par le lemme 4.6.3 2.)

ď

ż t`h

t

›

›γ1puq
›

›du (par ce que l’on a montré plus haut)

et donc
ϕpt` hq ´ ϕptq

h
ď

1

h

ż t`h

t

›

›γ1puq
›

›du.

Si h ă 0, on obtient, de façon analogue, ϕptq ´ ϕpt` hq ď

ż t

t`h

›

›γ1puq
›

›du et donc

ϕptq ´ ϕpt` hq

´h
ď

1

´h

ż t

t`h

›

›γ1puq
›

›du i.e. ϕpt` hq ´ ϕptq

h
ď

1

h

ż t`h

t

›

›γ1puq
›

›du.

Par ailleurs, si h ą 0,

ϕpt` hq ´ ϕptq “ Lpγ|rt,t`hsq ě }γpt` hq ´ γptq}

(par le lemme 4.6.3 3.) et donc

ϕpt` hq ´ ϕptq

h
ě

}γpt` hq ´ γptq}

h
“

›

›

›

›

γpt` hq ´ γptq

h

›

›

›

›

.

Si h ă 0, on a
ϕptq ´ ϕpt` hq ě }γptq ´ γpt` hq}

donc
ϕpt` hq ´ ϕptq

h
“
ϕptq ´ ϕpt` hq

´h
ě

}γptq ´ γpt` hq}

´h
“

›

›

›

›

γptq ´ γpt` hq

´h

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

›

›

›

›

γpt` hq ´ γptq

h

›

›

›

›

.

Ainsi, dans tous les cas, on a l’encadrement
›

›

›

›

γpt` hq ´ γptq

h

›

›

›

›

ď
ϕpt` hq ´ ϕptq

h
ď

1

h

ż t`h

t

›

›γ1puq
›

›du.
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Or
›

›

›

›

γpt` hq ´ γptq

h

›

›

›

›

ÝÝÝÑ
hÑ0

}γ1ptq}

(la fonction γ : I Ñ Rd est de classe C1 en particulier dérivable en t, et la norme } ¨ } : Rd Ñ

r0;`8r est continue) et

1

h

ż t`h

t

›

›γ1puq
›

›du “

ż t`h

a

›

›γ1puq
›

›du´

ż t

a

›

›γ1puq
›

›du

h
ÝÝÝÑ
hÑ0

}γ1ptq}

(par le théorème fondamental du calcul intégral) donc, par théorème d’encadrement,

ϕpt` hq ´ ϕptq

h
ÝÝÝÑ
hÑ0

}γ1ptq}

i.e. ϕ est dérivable en t et ϕ1ptq “ }γ1ptq}.

Enfin,

ϕptq ´ ϕpaq “

ż t

a
ϕ1puqdu “

ż t

a
}γ1puq}du

et ϕpaq “ Lpγ|ra,asq “ 0, d’où

Lpγ|ra,tsq “ ϕptq “

ż t

a
}γ1puq}du.

En particulier,

Lpγq “ Lpγ|ra,bsq “

ż b

a
}γ1puq}du.

Remarque 4.6.7. Il existe des courbes paramétrées continues sur des segments qui ne sont pas
rectifiables.

Exemple 4.6.8. 1. Si γ est la courbe paramétrée r´1; 1s Ñ R2 ; t ÞÑ pt2, t3q, γ est de classe



66 CHAPITRE 4. COURBES PARAMÉTRÉES

C1 sur le segment r´1; 1s et

Lpγq “

ż 1

´1
}γ1ptq}dt

“

ż 1

´1

a

p2tq2 ` p3t2q2dt

“

ż 1

´1

a

4t2 ` 9t4dt

“

ż 1

´1
|t|
a

4 ` 9t2dt

“

ż 1

0
t
a

4 ` 9t2dt´

ż 0

´1
t
a

4 ` 9t2dt

“

ż 1

0

?
4 ` 9u

2
du´

ż 0

1

?
4 ` 9u

2
du (par le changement de variable u “ t2)

“ 2

„

1

18
p4 ` 9uq

3
2

ȷ1

0

“
1

9

´

13
3
2 ´ 8

¯

.

2. Si γ est la courbe paramétrée r0; 2πs Ñ R2 ; t ÞÑ pcosptq, sinptqq, γ est de classe C1 sur le
segment r0, 2πs et

Lpγq “

ż 2π

0
}γ1ptq}dt

“

ż 2π

0

b

cos2ptq ` sin2ptqdt

“

ż 2π

0

?
1dt

“ 2π.

3. Si maintenant γ est la courbe paramétrée r0; 3πs Ñ R2 ; t ÞÑ pcosptq, sinptqq, γ est de
classe C1 sur le segment r0, 3πs et

Lpγq “

ż 3π

0
}γ1ptq}dt “

ż 3π

0
dt “ 3π.

Remarque 4.6.9. Les deux derniers exemples précédents montrent que la longueur d’une courbe
paramétrée ne dépend pas seulement de son support.

4.7 Paramétrisation normale et abscisse curviligne
Dans cette dernière section, on s’intéresse aux paramétrisations des courbes qui paramètrent

la position d’un point par sa distance au “point de départ”, des paramétrisations dites normales :
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Définition 4.7.1. On dit qu’une courbe paramétrée rectifiable η : J Ñ Rd est normale si pour
tous l1, l2 P J tels que l1 ď l2,

Lpη|rl1,l2sq “ l2 ´ l1.

Soit η : J Ñ Rd une courbe paramétrée rectifiable et soit l0 P J . La “normalité” de η peut
être caractérisée par une “normalité” par rapport à l0 :

Lemme 4.7.2. La courbe paramétrée η est normale si et seulement si pour tout l P I,

• Lpη|rl0,lsq “ l ´ l0 si l ě l0,

• Lpη|rl,l0sq “ l0 ´ l si l ď l0.

Démonstration. Supposons tout d’abord que la courbe paramétrée η soit normale, alors

• si l P I vérifie l0 ď l, on a Lpη|rl0,lsq “ l ´ l0,

• si l P I vérifie l ď l0, on a Lpη|rl,l0sq “ l0 ´ l.

Réciproquement, si η vérifie l’hypothèse de l’énoncé alors, pour tout l1, l2 P I tels que
l1 ď l2,

• si l0 ď l1,

Lpη|rl1,l2sq “ Lpη|rl0,l2sq ´ Lpη|rl0,l1sq “ l2 ´ l0 ´ pl1 ´ l0q “ l2 ´ l1,

• si l1 ď l0 ď l2,

Lpη|rl1,l2sq “ Lpη|rl1,l0sq ` Lpη|rl0,l2sq “ l0 ´ l1 ` l2 ´ l0 “ l2 ´ l1,

• si l1 ď l2 ď l0,

Lpη|rl1,l2sq “ Lpη|rl1,l0sq ´ Lpη|rl2,l0sq “ l0 ´ l1 ´ pl0 ´ l2q “ l2 ´ l1.

Si l’intervalle J est fermé borné, on peut considérer un “point de départ” pour la courbe
paramétrée η et relier le caractère “normal” à la distance à ce “point de départ”.

Lemme 4.7.3. On suppose que J “ rα, βs avec α, β P R tels que α ă β, ainsi que le C8-
difféomorphisme σ : r0, β ´ αs Ñ rα, βs ; t ÞÑ t ´ α. Alors η est normale si et seulement si la
reparamétrisation rη :“ η˝σ : r0, β´αs Ñ Rd est normale, et on a alors, pour tout s P r0, α´βs,

Lprη|r0,ssqq “ s

(le point rηpsq est à une “longueur d’arc paramétré” s du point de départ rηp0q).
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Démonstration. Supposons que η soit normale et soit s P r0, α´βs, alors les courbes paramétrées
rη|r0,ss et η|rα,s`αs sont C0-équivalentes (via la restriction de σ à r0, ss) et donc, par la proposition
4.6.5,

Lprη|r0,ssq “ Lpη|rα,s`αsq “ s` α ´ α “ s :

la courbe paramétrée rη est donc normale par le lemme 4.7.2.
Réciproquement, si rη est normale et l P rα, βs, les courbes paramétrées η|rα,ls et rη|r0,l´αs

sont C0-équivalentes (via la restriction de σ´1 à rα, ls) et donc

Lpη|rα,lsq “ Lprη|r0,l´αsq “ l ´ α.

Avec les notations ci-dessus, on dit, lorsque η est normale, que la courbe paramétrée rη est
une paramétrisation de Cη par longueurs d’arc.

La terminologie “normale” est motivée par la proposition suivante, qui nécessite de supposer
une régularité de classe C1 :

Proposition 4.7.4. On suppose que la courbe paramétrée η est de classe C1. Alors η est
normale si et seulement si pour tout l P J , }η1plq} “ 1.

Démonstration. Supposons que η soit normale. Soit alors l0 P J et considérons la fonction

sl0 :

J Ñ R

l ÞÑ

ż l

l0

}η1puq}du

Comme η est de classe C1 sur J , la fonction sl0 est de classe C1 sur J et, pour tout l P J ,

s1
l0plq “ }η1plq}

(par le théorème fondamental du calcul intégral).
D’autre part, si l P J , on a, si l ě l0,

sl0plq “

ż l

l0

}η1puq}du “ Lpη|rl0,lsq “ l ´ l0

et, si l ď l0,

sl0plq “

ż l

l0

}η1puq}du “ ´

ż l0

l
}η1puq}du “ ´Lpη|rl,l0sq “ ´pl0 ´ lq “ l ´ l0.

Ainsi, pour tout l P J , sl0plq “ l ´ l0. En particulier, pour tout l P J , s1
l0

plq “ 1 et donc,
pour tout l P J , s1

l0
plq “ }η1plq} “ 1.

Réciproquement, supposons que pour tout l P J , }η1plq} “ 1, et soient l1, l2 P J tels que
l1 ď l2,

Lpη|rl1,l2sq “

ż l2

l1

}η1puq}du “

ż l2

l1

du “ l2 ´ l1

et donc la courbe paramétrée η est normale.
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Remarque 4.7.5. Si la courbe paramétrée η est de classe C1 et normale, η est régulière et pour
tout l P J , le vecteur tangent η1plq est unitaire, en particulier la “vitesse instantanée” est
constante égale à 1 sur J .

Exemple 4.7.6. La courbe paramétrée γ : R Ñ R2 ; t ÞÑ pcosptq, sinptqq de classe C1 est normale :
pour tout t P R,

}γ1ptq} “

b

cos2ptq ` sin2ptq “
?
1 “ 1.

Soit maintenant γ : I Ñ Rd une courbe paramétrée de classe C1. Sous une hypothèse de
régularité, nous allons déterminer une paramétrisation normale de Cγ à l’aide de la fonction
auxiliaire st0 définie dans la preuve ci-dessus, où t0 P I :

Définition 4.7.7. On fixe t0 P I et on note st0 la fonction

I Ñ R

t ÞÑ

ż t

t0

}γ1puq}du

appelée abscisse curviligne de γ à partir de t0.

Remarque 4.7.8. D’après la preuve de la proposition 4.7.4, on a, pour tout t P I,

st0ptq “

#

Lpγ|rt0,tsq si t ě t0,
Lpγ|rt,t0sq si t ď t0.

De plus, comme γ est de classe C1, il en est de même pour la fonction st0 et, pour tout t P I,
s1
t0ptq “ }γ1ptq}. Remarquons également que la fonction st0 est donc croissante.

Soit donc t0 P I. L’abscisse curviligne de γ à partir de t0 permet de définir une reparamé-
trisation normale de Cγ , lorsque γ est régulière :

Théorème 4.7.9. On suppose que la courbe paramétrée γ est régulière (i.e. pour tout t P

I, γ1ptq ‰
ÝÑ
0 : cf. définition 4.4.7). Alors st0 : I Ñ st0pIq est un C1-difféomorphisme et

l’application
γ ˝ s´1

t0
: st0pIq Ñ Rd

est une courbe paramétrée normale (C1-équivalente à γ).

Démonstration. On a, pour tout t P I, s1
t0ptq “ }γ1ptq} ą 0 car γ est régulière. La fonction st0

est donc strictement croissante et est donc une bijection de I sur st0pIq. De plus, comme st0
est également de classe C1 et, pour tout t P I, s1

t0ptq ‰ 0, la réciproque s´1
t0

: st0pIq Ñ I de
st0 : I Ñ st0pIq est également de classe C1 et, pour tout l P st0pIq,

`

s´1
t0

˘1
plq “

1

s1
t0

ps´1
t0

plqq
.
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Ainsi, la fonction st0 : I Ñ st0pIq est bien un C1-difféomorphisme et, si l P st0pIq, on a
›

›

›

`

γ ˝ s´1
t0

˘1
plq

›

›

›
“

›

›

›

`

s´1
t0

˘1
plq ¨ γ1

``

s´1
t0

˘

plq
˘

›

›

›

“

›

›

›

›

›

1

s1
t0

ps´1
t0

plqq
¨ γ1

``

s´1
t0

˘

plq
˘

›

›

›

›

›

“
1

s1
t0

`

s´1
t0

plq
˘

›

›γ1
``

s´1
t0

˘

plq
˘›

›

“
1

›

›γ1
`

s´1
t0

plq
˘›

›

›

›γ1
``

s´1
t0

˘

plq
˘›

›

“ 1.

La reparamétrisation γ ˝ s´1
t0

: st0pIq Ñ Rd est donc normale par la proposition 4.7.4.

Si de plus l’intervalle I est fermé borné, on peut construire, grâce au théorème précédent,
une paramétrisation de Cγ par longueurs d’arc :

Corollaire 4.7.10. On suppose que I “ ra, bs avec a, b P R tels que a ă b et que γ est régulière.
Alors l’application

γ ˝ s´1
a : r0, Lpγqs Ñ Rd

est une paramétrisation normale de Cγ par longueurs d’arc.

Démonstration. En reprenant la preuve du théorème 4.7.9, on a

sapIq “ sapra, bsq “ rsapaq, sapbqs

et sapaq “ Lpγ|ra,asq “ 0, sapbq “ Lpγ|ra,bsq “ Lpγq.

Remarque 4.7.11. Avec les notations et hypothèses ci-dessus, on peut voir la courbe paramétrée
γ ˝ s´1

a : r0, Lpγqs Ñ Rd comme l’“enroulement” du segment r0, Lpγqs sur la courbe Cγ .

Exemple 4.7.12. On suppose que γ est la courbe paramétrée de classe C1

“

0; 12
‰

Ñ R2

t ÞÑ pt,
?
1 ´ t2q

alors, pour tout t P
“

0; 12
‰

,

γ1ptq “

ˆ

1,
´2t

2
?
1 ´ t2

˙

“

ˆ

1,
´t

?
1 ´ t2

˙

.
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En particulier, γ est régulière et l’abscisse curviligne de γ à partir de 0 est donnée par, si
t P

“

0; 12
‰

,

s0ptq “ Lpγ|r0,tsq

“

ż t

0
}γ1puq}du

“

ż t

0

d

12 `

ˆ

´u
?
1 ´ u2

˙2

du

“

ż t

0

c

1 `
u2

1 ´ u2
du

“

ż t

0

c

1

1 ´ u2
du

“

ż t

0

1
?
1 ´ u2

du

“ rarcinpuqs
t
0

“ arcsinptq.

Ainsi, s0
`“

0; 12
‰˘

“
“

arcsinp0q, arcsin
`

1
2

˘‰

“
“

0, π6
‰

et la fonction réciproque de s0 :
“

0; 12
‰

Ñ
“

0, π6
‰

est

s´1
0 :

“

0, π6
‰

Ñ
“

0; 12
‰

θ ÞÑ sinpθq

La courbe paramétrée

γ ˝ s´1
0 :

“

0, π6
‰

Ñ R2

θ ÞÑ

´

sinpθq,
a

1 ´ sin2pθq

¯

“ psinpθq, cospθqq

est alors une paramétrisation normale de Cγ par longueurs d’arc.
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