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Chapitre 1

Extensions de corps et algébricité

Dans ce document, un corps désigne un anneau commutatif unitaire dont tout élément non
nul est inversible.

1.1 Extensions de corps

Soient K et L deux corps et soit j : K — L un morphisme de corps i.e. un morphisme
d’anneaux unitaires entre les corps K et L.

Lemme 1.1.1. Le morphisme j : K — L est injectif et limage j(K) de K par j est un
sous-corps de L isomorphe a K.

Démonstration. Soit x € K tel que j(z) = 0r,, supposons par I'absurde que x # O . Alors x est
inversible dans K et j(z)j (z7!) = j (za™') = j(1x) = 11. En particulier, j(z) est inversible
dans L, ce qui est impossible car j(z) = 0r. Ainsi, x = Ox et j est donc inversible.

L’image j(K) de K par j est un sous-anneau unitaire de L et, si x € K tel que j(z) # 0p,
i.e. © # 0 d’apres ce que nous venons de démontrer, alors j(z)j (x_l) = 17, et donc j(x) est
inversible dans j(K) : j(K) est donc bien un sous-corps de L.

Enfin, Papplication restreinte K — j(K) ; © — j(x) est un morphisme de corps surjectif et
injectif : il s’agit donc d’un isomorphisme de corps. O

On pourra donc identifier K et le sous-corps j(K) de L, et on appelle un tel morphisme de
corps j : K — L une extension du corps K.

Remarque 1.1.2. Si K est un sous-corps de L, le morphisme d’inclusion K — L ; x +— x est un
morphisme de corps et donc une extension de K.

Par abus de terminologie, on dira également que L est une extension du corps K.

Exemple 1.1.3. 1. Via l’inclusion, le corps R des nombres réels est une extension du corps
@Q des nombres rationnels. De fagon analogue, le corps C des nombres complexes est
une extension du corps R des nombres réels. Le corps C est également une extension du

corps Q.
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2. Comme la composition de morphismes d’anneaux unitaires est un morphisme d’anneaux
unitaires, si j : L — M est une extension du corps L, alors joj : K — M est une
extension du corps K.

3. Via I'injection i : K — K(X) ; @ — 7, le corps K(X) des fractions rationnelles en une
variable sur K est une extension de K.

4. Si on note Q[v/2] le sous-ensemble {a + bv/2 | a,b e Q} de R, Q[v/2] est un sous-corps de
(R, +, x) contenant Q :

esiaeQ a=a+0-2eQ[v2], en particulier 1 € Q[v/2],
e sia,ba,b'eQ, ona
(a+bV2) — (d' +V'V2) = (a—d') + (b—b)vV2 e Q[vV2]

et

(a +bV2)(d' + V'V2) = ad’ + 200 + (ab + a'b)V/2 € Q[V2],

esiabeQ,a+by/2=0ssia=b=0(sia+by/2=0etsib=0,alorsa=0et, si
b+ 0, alors v/2 = 2 € Q, ce qui est impossible) et, si (a,b) # (0,0),

(a+bV2)(a — bV2) = a® — 2b?

et a? — 2b> # 0 (car sinon a? — 2b2 = 0 et donc, si b = 0, alors a = 0 ce qui est
impossible et, si b # 0, alors /2 = |b| € Q ce qui est impossible) donc

(a+b\f)< o 2:b2b2\/§>=1

et % + oo 2b2 V2 € Q[v/2], donc a + by/2 est inversible dans Q[+/2].

Le corps Q[\/ﬁ] est donc une extension du corps Q.

Le morphisme j : K — L permet de plus de munir L d’une structure d’espace vectoriel sur
K

Proposition 1.1.4. Le groupe abélien (L,+) muni de la loi de composition externe

KxL — L
Nz) - Az:=jANx

est un K-espace vectoriel.
Démonstration. Si \,ue K et z,y€ L, on a

A(@+y) =iN@+y) =jNz+ Ny =A-z+ Ay,
ainsi que

A+p) -z =7 +pz=(GA) +iw)r=7iNz+ iz =Xz +pu-=,
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et
) -2 =Gz = j(N)j(z = jA) (n-2) =X+ (u- ),
et enfin
lg-z=j(lg)xr =1z = z.

O]

Remarque 1.1.5. Etant de plus un anneau commutatif, le K-espace vectoriel L est méme une
algebre sur le corps K (pour A€ K, z,y€ L, on a

)y
A-y) ).

On appelle degré de I'extension L sur K la dimension du K-espace vectoriel L. On note
[L : K] cette quantité, et on dit que ’extension L est de degré fini sur K si le degré [L : K] est
fini, de degré infini sur K sinon. Si [L : K| = 2, on dira que L est une extension quadratique
de K.

A (zy) =iNzy = (((Nz)y
= z(i(\y

Ezemple 1.1.6. Reprenons les exemples de ’exemple [CT3.
1. C est une extension quadratique de R : {1,4} est une base du R-espace vectoriel C.

2. Q[v2] est une extension quadratique de Q : {1,4/2} est une base du Q-espace vecto-
riel Q[v/2].

3. R est une extension de degré infini sur Q : si [R : Q] était de degré fini d € N\{0}, R
serait isomorphe au produit Q% et, en tant que produit d’ensembles dénombrables, serait
dénombrable, ce qui n’est pas le cas. De fagcon analogue, C est une extension de degré
infini sur Q.

4. K(X) est une extension de degré infini sur Q : le K-espace vectoriel K|[X] des polynémes
en une variable sur K est un sous-espace vectoriel de K (X) et est de dimension infinie.

Remarque 1.1.7. On a [L : K| = 1ssi L = j(K) (car j(K) est un K-sous-espace vectoriel de
dimension 1 de L). En particulier, si K est un sous-corps de L et j est le morphisme d’inclusion
de Ldans K, [L: K] =1ssi L =K.

Soit ; : L - M une extension de L. Nous avons énoncé dans ’exemple 13 2. que la
composition joj: K — M était une extension de K. Nous allons énoncer ci-dessous le lien qui
existe entre les degrés [M : K|, [L: K] et [M : L] :

Théoréme 1.1.8. L’extension M est de degré fini sur K si et seulement si l’extension M est
de degré fini sur L et l’extension L est de degré fini sur K, et, dans ce cas,

[M:K]|=[M:L]L:K]

(en particulier, dans ce cas, |[L : K| et [M : L] divisent [M : K]).
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Démonstration. Supposons que les degrés [M : L] et [L : K] soient finis et notons n := [L : K]
et p := [M : L]. Soient donc {li,...,l,} une base de L sur K et {my,...,mp} une base de

M sur L, et considérons la famille B := {j(lr)ms, re{l,...,n}, se{l,... ,p}} de M. Nous
allons montrer que B est une base de M sur K.

Montrons tout d’abord que B est une famille libre du K-espace vectoriel M : soit

(Ar,s)lgrgn e K™ tel que
1<s<p

Z )\7‘,5 ' (E(ZT)ms) = 0M

1<r<n

1<s<p
i.e.
Opm = Z ](](Ar,s))](lr)ms = Z ( Z ](](Ar,s)lr)> msg = Z ]( Z j()‘r,s)lr> msg
1<r<n 1<s<p \l<r<n 1<s<p 1<r<n
1<s<p
(} est un morphisme de corps). Comme la famille {m,...,m,} est une famille libre du L-
espace vectoriel M, pour tout s € {1,...,p}, 2 J(Ars)ly = 0r et donc, comme {l1,...,1l,}
1<r<n
est une famille libre du K-espace vectoriel L, pour tout s € {1,...,p}, pour tout r € {1,...,n},
Ars = 0k
Montrons ensuite que B est une famille génératrice du K-espace vectoriel M : soit x € M,

alors, comme {my,...,mp} est une base de M sur L, il existe A1,..., A, € L tels que

P P

T = ZAs‘ms = Zj(AS}mS?

s=1 s=1
et, comme {l1,...,l,} est une base de L sur K, pour tout s € {1,...,p}, il existe ps1,..., tsn
tels que

n n
)\s = Z Hsr - lr = Z ] (Ms,r) lrv

r=1 r=1

et donc

s=1
p ~

= Z ] Z J (Ns,r) Iy | ms
s=1 r=1

= Z joyj (Ms,r)j(lr)ms
1<r<n
1<s<p

= Z Hsr - (;(lr)ms)
1<r<n
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Ainsi, la famille finie B de cardinal pn est bien une base M sur K : le K-espace vectoriel
M est donc de dimension finie et

[M: K] =dimg M =pn=[M: L][L: K].

Réciproquement, supposons que l'extension M soit de degré fini sur K et montrons que
les degrés [M : L] et [L : K] sont également finis. Pour cela, considérons une famille libre
{l1,...,1,} du K-espace vectoriel L et une famille libre {m,...,m,} du L-espace vectoriel M.

Nous avons montré plus haut que la famille {}(ZT)ms, re{l,...,n}, s€ {1,...,p}} du K-

espace vectoriel M était alors libre. En tant que telle et comme [M : K| = dimg M est finie, le
cardinal np de cette famille vérifie np < [M : K|. En particulier, n < [M : K] et p < [M : K].
Autrement dit, toute famille d’au moins [M : K| + 1 éléments de L, resp. M, est K-liée, resp.
L-liée.

Mais, si L était un K-espace vectoriel de dimension infinie, toute sous-famille finie de tout
cardinal d’une base infinie de L serait libre. Le degré de L sur K est donc bien fini. De méme,
M est un L-espace vectoriel de dimension finie. ]

1.2 Extensions engendrées

Soient K et L deux corps tels que K est un sous-corps de L : L est donc une extension
de K. Soit A un sous-ensemble de L. On note K (A) I'intersection de tous les sous-corps de L
contenant K et A. Alors :

Proposition 1.2.1. K(A) est le plus petit (pour l'inclusion) sous-corps de L contenant K
et A.

Démonstration. Tout d’abord, K (A) est bien un sous-corps de L, car I'intersection (quelconque)
de sous-corps de L est un sous-corps de L. Ensuite, K(A) contient bien K et A, car K et A
sont contenus dans tous les sous-corps de L contenant K et A, donc dans K(A).

Montrons enfin qu’il s’agit du plus petit sous-corps de L contenant K et A. Considérons
pour cela un sous-corps M de L contenant K et A, alors K(A) c M car K(A) est I'intersection
de tous les sous-corps de L contenant K et A. O

Le sous-corps K (A) de L est appelé sous-corps de L engendré par K et A. Il s’agit en par-
ticulier d’'une extension du corps K et on I’appelle également extension de K engendrée par A.
Si A ={a1,...,ap} est fini, on note habituellement K (a1,...,ap) := K({a1,...,ap}).

Ezemple 1.2.2. 1. On a Q(v/2) = Q[v2]. En effet, Q[+/2] est un sous-corps de R contenant
Q et V2, ce qui montre que Q(v/2) = Q[v2]. Réciproquement, comme Q(+/2) est un
corps contenant Q et v/2, Q(y/2) contient tous les nombres réels de la forme a + by/2,
a,be Q, donc Q(v/2) contient Q[v/2].

2. On a R(i) = C. En effet, R(i) = C et, comme R(7) est un corps contenant R et i, R(7)
contient tous les éléments de la forme a + bi, a,b € R, autrement dit R(7) contient C.

Proposition 1.2.3. Soit B un sous-ensemble de L. Alors K(A U B) = (K(A))(B).
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Démonstration. Ona Au B < K(A) U B (car K(A) contient A) et K(A)u B < (K(A))(B)
(car (K (A))(B) contient K(A) et B), donc A u B < (K(A))(B). De plus, (K(A))(B) est un
sous-corps de L contenant K(A) donc K. Ainsi, comme (K (A))(B) est un sous-corps de L
contenant K et Au B, K(Au B) < (K(A4))(B).

Réciproquement, K (A u B) est un sous-corps de L contenant K(A) (car K(A u B) est un
sous-corps de L contenant K et A u B donc A, et donc K(A) < K(A u B)) ainsi que B, et
donc (K(A))(B) c K(Au B). O

Remarque 1.2.4. 1. On écrira K (A)(B) := (K(4))(B).
2. Ona K(A)(B) = (K(A))(B) = K(Au B) = K(Bu A) = (K(B))(A) = K(B)(A).
3. Sia,be L,on a K(a,b) = K(a)(b) = K(b)(a).

On termine cette section par une description des éléments de K(A) :

Proposition 1.2.5. On a

K(A) = {M ‘k:eN, ai,...,a € A, %EK(Xl,...,Xk) tels queT(al,...,ak);éO}.

Démonstration. Notons M ’ensemble de droite. Alors
e M contient en particulier K,

e M contient également A : tout élément a de A peut s'écrire a = X (a) et X € K(X),

e M est contenu dans L : si % est un élément de M avec les notations ci-dessus,
S(ay,...,ax),T(ay,...,ax) € L, car L est stable par sommes et produits, et H eL

car L est stable par inverses (d’éléments non nuls) et produits.

e M est un sous-corps de L : si k,l € N, ay,...,a,b1,...,bp € A, % e K(Xy,...,Xx),
%eK(Yl,...,Yl) tels que T'(a1,...,ax) # 0 et V(by,...,b;) # 0, alors

12 -Y =920 e K(Xy,..., X5, Y1,...,Y]) et

S(al,...,ak) U(bl,...,bl)_<SV—UT

B TV

= bi,...,b M
T(al,...,ak) V(bl,...,bl) >(a1, » G 15 ’ l)e ’

2. 20 =SV e K(X1,..., X3, Y1,...,Y]) et
S(al,...,ak) U(bl,...,bl) SU
=== bi,...,b))e M
T(al,...,ak) V(bl,...,bl) TV (al’ » > 01 ’ l)e ’
3. Slanemth) o g S(a ar) # 0 et, dans ce cas, I'inverse de Slarei) qang [ est
© T(ar, ) Lo Ok ’ ’ T(ar,—ax)

Tlar,...,a5) _ (T) (a1,...,a) € M.
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Au total, M est donc un sous-corps de L contenant K et A. On a donc K(A) ¢ M. Récipro-
quement, si NV est un sous-corps de L contenant K et A, alors N contient tout élément de la

forme H avec k€N, a1,...,a, € A, % € K(X1,...,Xg) tels que T'(aq,...,ar) # 0, car
N contient K et A et est stable par sommes, produits et inverses d’éléments non nuls. Ainsi,
M c N, et donc M < K(A). O

1.3 Eléments algébriques
Soient K et L deux corps tels que K est un sous-corps de L. Soit a € L.

Définition 1.3.1. On dit que a est algébrique sur K s’il existe un polynéme non nul P de
K[X] tel que P(a) = 0, transcendant sur K sinon.

Ezxemple 1.3.2. 1. Sia € K, alors a est algébrique sur K car a est racine du polynéme X —a
de K[X].

2. Le nombre v/2 de R est algébrique sur Q car il est racine du polynéme X2 — 2 de Q[X].

3. Le nombre i de C est algébrique sur Q car il est racine du polynome X2 + 1 de Q[X] (i
est donc également algébrique sur R).

4. Tout nombre complexe o + i3, «, B € R, est algébrique sur R : « + i3 est en effet racine
du polynéme (X — )2 + 52 de R[X].

5. Les nombres e et 7 sont transcendants sur Q.

Remarque 1.3.3. e Soit M un corps contenant Q et soit x € M. Alors x est algébrique sur Q
si et seulement s’il existe un polynéme non nul P de Z[X] tels que P(xz) = 0. En effet,
Z[X] < Q[X], et si Q € Q[X]\{0} vérifie Q(z) = 0 alors, en notant « le PPCM des
dénominateurs des coefficients du polynoéme Q, a@ € Z[X] et (aQ)(z) = aQ(z) = 0.

e Si M désigne maintenant un sous-corps de L contenant K et si a est algébrique sur K
alors a est algébrique sur M (car K[X] c M[X]).

Notons I, := {P € K[X] | P(a) = 0}. Alors I, # {0} ssi a est algébrique sur K (de maniere
équivalente, I, = {0} ssi a est transcendant sur K).
De plus, I, est un idéal de 'anneau K[X] :

e le polynéme nul annule a,
e si P,Qel,, (P—Q)(a)=Pla)—Qa) =0—-0=0,
e si Pel, et Qe K[X], alors (PQ)(a) = P(a)Q(a) =0-Q(a) =0.

Comme I'anneau K[X] est principal, il existe un polynéme Py € I,, tel que I, est engendré par
le polynéme Py ie. I, = (Py) = {PQ | Q € K[X]}.
On suppose dans la suite de cette section que a est algébrique sur K. Alors I, # (0) et :
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Proposition et Définition 1.3.4. II existe un unique polynome pq x unitaire tel que I, =
(fa,x) (en particulier, comme a est algébrique sur K i.e. I, # (0), pa,x est nécessairement
non nul). Le polynome g i est appelé polynome minimal de a sur K.

Démonstration. Soient Pi, Py € I, unitaires tels que I, = (P;) = (P,) alors, en particulier, P,
divise P, et P, divise P, : il existe donc o € K* tel que P; = aP,. Mais, comme les polyndmes
Py et Py sont tous deux unitaires, a = 1 et donc P, = P». ]

Remarque 1.3.5. e Une autre fagon d’exprimer le fait que pq x engendre 'idéal I, est de dire
que I’ensemble des polynémes de K[X] annulant a est 'ensemble des multiples de pq k-

e Le polynome p, g est nécessairement non constant : un polyndéme constant non nul de
K[X] n’annule aucun élément de L.

I’assertion suivante nous donne un moyen de déterminer concrétement le polynéme minimal
de a sur K :

Proposition 1.3.6. Soit P un polynéme de K[X]. Alors P =

Ma, i 880 P est unitaire et
irréductible dans K[X] (en particulier non constant) et vérifie P(a) =

0.

Démonstration. Supposons donc que P est un polyndéme non nul unitaire et irréductible de
K[X] tel que P(a) = 0. Alors P € I, et pqx divise donc P : il existe Q € K[X] tel que
P = Qg k. Mais P est irréductible dans K[X] et yq x est non constant donc, nécessairement,
Q € K, et P est unitaire comme p, x donc Q =1 et P = i, .

Réciproquement, fi, i est irréductible dans K[X] : supposons par I’absurde qu'il existe des
polynémes non constants Q1, Q2 € K[X] tels que pg x = Q1Q2 (en particulier, les degrés de
Q1 et Q2 sont strictement plus petits que le degré de pi, ), alors

0 = o,k (a) = Q1(a)Q2(a)

et donc, par intégrité de K[X], Q1(a) = 0 ou Q2(a) = 0 i.e. Q1 € I, ou Q2 € I,. Supposons
sans perdre de généralité que Q1 € I,, alors pg i divise 1. Comme par hypothese @1 divise
également L, g, il existe a € K* tel que Q1 = afiq,x. Mais deg@1 # deg g x, d’ou une
contradiction. O

Utilisons ce lemme pour déterminer quelques polynémes minimaux.
Ezxemple 1.3.7. 1. Sia € K, le polynéme minimal de a sur K est X —a : X — a est unitaire,

irréductible dans K[X] et annule a.

2. Le polynoéme minimal de v/2 sur Q est X2 — 2 : X2 — 2 est unitaire, irréductible dans
Q[X] et annule /2.

3. Le polynéme minimal de i sur Q est X241 : X2 + 1 est unitaire, irréductible dans Q[X]
et annule 3.

4. Le polynéme minimal du nombre réel 1/2 sur Q est X* —2 : X4 — 2 € Q[X] est unitaire,
annule V/2 et est irréductible dans Q[X] par le critére d’Eisenstein (le nombre premier 2
ne divise pas 1, divise 2 et 22 = 4 ne divise pas 2).
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5. Le polynéme minimal de 1/2 sur Q[\@] est X2 — /2 : le polynome unitaire X2 — /2 de
(Q[v2])[X] annule 3/2 donc 145 0[va] divise X2 —+/2 dans (Q[v/2])[X], et 1475 opva) e
peut étre de degré 1 sinon, par le deuxiéme point de la remarque suivante, 1/2 appartien-
drait & Q[v/2] (ce qui n’est pas le cas : il existait a,b € Q tels que V2 = a + bv/2, alors
on aurait

2
V2= (V2) = (a+bv2)? = a? + 2v2ab + 207
et donc v/2(1 — 2ab) = a? + 2V?, et

e sil—2ab=0,alors a®> +2b> =0donca=b=0et V2 =0, ce qui n’est pas le cas,

e sil—2ab+#0,alors /2 = af_*;ab; € Q, ce qui n’est pas le cas).

Remarque 1.3.8. e Comme on peut notamment le constater avec les deux derniers exemples
ci-dessus, le polynéme minimal de a sur K dépend bien du corps K : on a Him g = X4-2
et isqrva) =X~ V2

e On a deggx = 1 ssi g = X —a ssi a € K. En effet, on a montré plus haut que
si a € K, alors g x = X — a. De plus, si jiqx = X — a alors deg i,k = 1. Enfin, si

deg g,k = 1, alors pox = X — « avec o € K et, comme 0 = pgx(a) = a —a, on a
a=acek.

e Soit b € L tel que g,k (b) = 0, alors pp x = pa, i : en effet, p, i est alors un polyndme
unitaire et irréductible dans K[X] qui annule b.

Soit d € N\{0}. Si d = deg pq K, on dit que a est algébrique de degré d sur K.

Ezemple 1.3.9. 1. D’apres la remarque précédente, a est algébrique de degré 1 sur K ssi
ae K.

2. v/2 et i sont algébriques de degré 2 sur Q.

3. V/2 est algébrique de degré 4 sur Q et est algébrique de degré 2 sur Q[v/2].

Soit b € L, notons K[b] le sous-ensemble {P(b) | P € K[X]} de L : il s’agit de I'image
du morphisme d’anneaux (unitaires) ¢, : K[X] — L ; P — P(b), en particulier K[b] est un
sous-anneau de L.

Lemme 1.3.10. K[b] est le plus petit sous-anneau de L contenant K et b.

Démonstration. Tout d’abord, remarquons que K|[b] contient bien b et K : on peut écrire
b=¢p(X) et,sixe K, z=qgp(x).

Ensuite, soit R un sous-anneau de L contenant K et b alors, par stabilité de R par sommes et
produits et comme R contient K et b, R contient tout élément de la forme P(b) avec P € K|[X],
et donc K[b]  R. O

Remarque 1.3.11. e K|[b] est I'intersection de tous les sous-anneaux de L contenant K et b.
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e Remarquons également que K[b] est un espace vectoriel sur K : I'application ¢ est une
application linéaire entre les K-espaces vectoriels K[X] et L, et son image K [b] est donc

un sous-espace vectoriel de L. Une famille génératrice du K-espace vectoriel K|[b] est
{b°, s € N}.

e On a K[b] ¢ K(b) car K(b) est un sous-anneau (car sous-corps) de L contenant K et b.

Nous allons montrer que, comme a est algébrique sur K, K[a| = K(a), en particulier K|[a]
est un corps. Plus précisément :

Proposition 1.3.12. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. b est algébrique sur K,
2. la dimension du K-espace vectoriel K[b] est finie,
3. K[b] est un corps,
4. K[b] = K(b).

Démonstration. Prouvons cette proposition par démonstration circulaire :
1.= 2.: Si b est algébrique sur K, il existe P € K[X] non nul tel que P(b) = 0. Si

d d d—1
on écrit P = Z a, X" avec ag # 0, on a donc 0 = Z anb’ ie. b4 =— Z (a;lar) b", et donc
r=0 r=0 r=0

{b°,s € N} < Vectg{l,...,b%1}. Ainsi, la famille {1,...,0%"!} engendre K[b], en particulier,
K|[b] est de dimension finie sur K.

2. = 3. : Supposons que dimg K [b] soit finie, et soit y un élément non nul de K[b]. Consi-
dérons D'application ¢ : K[b] — K[b] ; x — yz : il s’agit d’'un endomorphisme linéaire du
K-espace vectoriel K[b]. 1 est de plus injective : si x € K[b] vérifie ¥)(x) = 0 i.e. yz = 0 alors,
comme y # 0 et K[b] est un anneau intégre (en tant que sous-anneau du corps L), nécessaire-
ment z = 0. Mais, comme K|[b] est, par hypotheése, un K-espace vectoriel de dimension finie,
1 est alors également surjective : il existe donc x € K[b] tel que 1 = ¢(z) i.e. 1 = yx, et donc
en particulier y est inversible dans K[b|. K[b] est donc bien un corps.

3. = 4. : Si K[b] est un corps, alors, comme K[b] contient K et b, on a K(b) < K|[b]. Mais
K (b) est un sous-anneau de L contenant K et b donc K[b] < K(b).

4. = 1. : Supposons que K[b] = K(b). Si b =0, alors b € K donc b est algébrique sur K. Si

d
b # 0, comme K (b) est un corps, b~! € K(b) = K[b] : il existe donc P = Z a, X" € K[X] tel
que r=0
d
bl = P(b) = > ab"
r=0
donc

d d d
1=> ab ™ ie 1= ) ab"" =0ie. <1 -, arXT+1> (b) =0,
r=0

r=0 r=0
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et b est donc algébrique sur K (le polynéme P est non nul car sinon b~! = P(b) serait nul). [

Remarque 1.3.13. En particulier, si b est algébrique sur K, 'extension K (b) de K est de degré
fini.

Complétons la propriété précédente. On rappelle que a est algébrique sur K. Notons alors
d le degré du polynoéme minimal pq x de a sur K.

Proposition 1.3.14. La famille {a®;s € {0,...,d — 1}} est une base du K-espace vectoriel
K(a) = K[a]. En particulier, [K(a) : K] = d.

Démonstration. Notons B := {a®,s € {0,...,d — 1}} et montrons tout d’abord que B est une
famille libre de K{a] : soient donc A, ..., A\;—1 € K tels que

d—1
Z Asa® =0
s=0

d—1

ie. P(a) =0ou P := Z AsX® e K[X]. Ainsi P € I, donc i, i divise P. Mais deg P < d — 1
s=0

et deg p1q,x = d donc, nécessairement, P = 0 i.e. pour tout s € {0,...,d—1}, A\ = 0.

Montrons ensuite que B engendre le K-espace vectoriel K[a]. Soit P € K[X] et considérons
la division euclidienne de P par p, g : il existe @Q, R € K[X] tels que P = Quqx + R et
deg R < deg jiq,ic- On a alors

P(a) = Q(a)pa,x (a) + R(a) = R(a)
N N
et donc, si I'on écrit R := Z usX* avec N <d—1, P(a) = R(a) = Z psa® € Vectg(B). O
s=0 s=0

Ezemple 1.3.15. Utilisons la proposition précédente pour déterminer le degré de 'extension
Q(+v/2,4) de Q. On a Q(v/2,i) = Q(+/2)(i) et considérons la suite d’inclusions Q = Q(+/2) <
Q(v/2)(i) de sous-corps de R. D’apreés le théoréme LR,

[Q(v2,4) : Q] = [Q(vV2)(i) : Q(V2)][Q(V?2) : Q].

Nous avions déterminé deés I’exemple I8 que I'extension Q(v/2) de Q était de degré 2.

Ensuite, le polynéme minimal de i sur /2 est X2 +1 (car X2 +1 annule 4, est unitaire et est
irréductible sur R donc sur Q(v/2) < R) donc, d’aprés la proposition précédente, [Q(v/2)(7) :
Q(v/2)] = 2 et donc

[Q(V2,4) : Q] = [Q(V2)(i) : Q(V2)][Q(V2) : Q] =2 x 2 = 4.

Remarque 1.3.16. Reprenons notre élément b quelconque de L. Le morphisme d’anneaux (uni-
taires) ¢p @ K[X] — K]Jb] est surjectif (par définition) et induit l'isomorphisme d’anneaux
(unitaires)

_ KIXVL, — K[

PP P

par la propriété universelle du quotient (Ker ¢, = {P € K[X] | P(b) = 0} = I;).
Ainsi,
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e si b est transcendant sur K, @, est un isomorphisme de K[X] sur K[b],

e si b est algébrique sur K, @y est un isomorphisme de K[X]/(u, i) sur K[b] = K(b).

1.4 Extensions algébriques

Soient K et L deux corps tels que K est un sous-corps de L.

Définition 1.4.1. L’extension L de K est dite algébrique sur K si tout élément de L est
algébrique sur K.

Ezxemple 1.4.2. 1. L’extension C de R est algébrique sur R : nous avons montré dans ’exemple
33 4. que tout nombre complexe était racine d’un polynéme de degré 2 a coefficients
réels.

2. L’extension Q(v/2) = Q[+/2] de Q est algébrique sur Q : si a,b € Q, le nombre a + by/2
est racine du polynéme (X — a)? — 20 de Q[X].

Plus généralement, toute extension de degré fini est algébrique :

Proposition 1.4.3. On suppose que L est de degré fini sur K. Alors L est algébrique sur K.
De plus, si on note n := L : K], tout élément de L est algébrique sur K de degré au plus égal
an.

Démonstration. Soit a € L et considérons la famille {a® | s € {0,...,n}} de L.

S’il existe s1,s2 € {0,...,n} avec s # sy tels que a®* = a*2, alors le polynéme non nul
X5 — X*2 de K[X] annule a donc a est algébrique sur K.

Supposons maintenant que les éléments a®, s € {0,...,n} sont deux a deux distincts. Alors,
la famille {a® | s € {0,...,n}} étant de cardinal n + 1 et L étant de dimension n, cette famille
ne peut étre libre et il existe donc Ag, ..., A, € K non tous nuls tels que

n n
Z Asa® =0 ie. (Z )\SXS> (a) =0.
s=0 s=0

n
Le polynoéme P := Z AsX? de K[X] étant non nul (car les scalaires A, ..., \, € K sont non

s=0
tous nuls), a est algébrique sur K et, de plus, degpuq, x < degP (car gk divise P) donc
deg piq,xk < 1. O

Soient maintenant a et b deux éléments algébriques de L (I’extension L de K n’est ici pas
supposée algébrique ou de degré fini). Alors :

Proposition 1.4.4. L’extension K(a,b) de K est de degré fini.

Démonstration. Considérons la suite d’inclusions K < K(a) < K(a,b) de sous-corps de L.
Comme a est algébrique sur K, 'extension K(a) de K de degré fini par la proposition =312
(voir aussi la remarque IZ313). De plus, b est algébrique sur K donc sur K (a), et 'extension
K(a,b) = K(a)(b) de K(a) est donc de degré fini.

D’apres le théoreme IR, I'extension K (a,b) est donc de degré fini sur K. O
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En conséquence :

Corollaire 1.4.5. L’extension K(a,b) de K est algébrique. En particulier, a + b et ab sont
algébriques sur K, ainsi que, si b # 0, le quotient 7.

Démonstration. L’extension K(a,b) de K est de degré fini par la proposition précédente, et est
donc algébrique par la proposition 2=3. Comme a+ b, ab € K(a,b), a+b et ab sont algébriques
sur K. Si b # 0, 7 appartient également a K (a,b) et est donc algébrique sur K. O

Remarque 1.4.6. e Les éléments algébriques a + b, ab et, si b # 0, 7 sont tous de degré au
plus égal a [K(a,b) : K| d’apres la proposition ITZ=3. Par ailleurs, si n est le degré de a
sur K et p est le degré de b sur K alors [K(a,b) : K(a)] < p (car upy g (q) divise pp ) et
donc [K(a,b) : K| = [K(a,b): K(a)][K(a) : K] < pn.

e Siay,...,an sont des éléments de L algébriques sur K, on peut également montrer, par

récurrence sur m, que 'extension K (aq, ..., a,,) de K est de degré fini, et donc algébrique
S(at,...,am)
T(ai,..,am)’

éléments algébriques sur K et % est une fraction rationnelle de K (X7,...,X,,) tels que
T(a1,...,am) # 0, est algébrique sur K.

sur K. Il s’ensuit que tout élément de L de la forme ou ai,...,a, sont des

e Le corollaire montre que le sous-ensemble K de L formé des éléments algébriques sur K
est un sous-corps de L (contenant K) : si a,b € K , alors a — b et ab sont également dans
K car a — b et ab sont dans 'extension algébrique K (a,b), et,sia #0,a 1 e K car a~!
est dans K (a,b) et est donc également algébrique.

Exemple 1.4.7. En appliquant les résultats précédents, nous pouvons affirmer que /2 + i est
un élément algébrique sur Q de degré au plus égal a 4. De plus, comme

e V2+i¢Q,
e Q(v2+1i) € Q(v2,i) donc [Q(+v/2 + i) : Q] divise [Q(v/2,1) : Q],
e [Q(v/2,i): Q] = 4 (d’aprés I'exemple [Z31H),

nous savons que le degré de v/2 + i sur Q est 2 ou 4. Supposons qu’il existe un polynome P de
la forme P = X2 + BX + 1, 3,7 € Q tel que

P(HV2+i)=0 (V2+i)? +B(WV2+i)+7=0
14+2vV2i+ B(V2+i) +7=0
1+BvV2+7+ (2v2+B)i=0

2V2+ =0
va--?

U

U

ce qui est impossible : v/2 + i est donc algébrique de degré 4 sur Q.
En particulier, [Q(v2 + i) : Q] = [Q(v/2,1) : Q] et donc, comme Q(v/2 + 1) = Q(v/2,1),
QW2 +1i) = Q(v2,9).
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Pour terminer cette section, restreignons-nous a I’étude de I'extension Q < C et montrons
le résultat suivant :

Lemme 1.4.8. Soit o un élément de [0; +00[ algébrique sur Q et soit n € N\{0}. Alors %/a
est également algébrique sur Q.

Démonstration. Considérons d’une part la suite d’inclusions

Q< Q(a) = Q(a, V)
de sous-corps de R :

e le polynome X" —a de Q(«)[X] annule 3/ donc 4/ est algébrique sur Q(«) et 'extension
Q(a, /a) = Q(a) (/) de Q(«) est de degré fini,

e « est algébrique sur Q par hypothese donc le degré [Q(«) : Q] est également fini.

L’extension Q(a, %/a) de Q est donc de degré fini.
Considérons d’autre part la suite d’inclusions

Q= Q(Va) = QVe,a) = Q(a, Va).

L’extension Q(a, }/«) de Q étant de degré fini, d’apres le théoréeme IR, extension Q(R/«)
de Q est également de degré fini : elle est donc algébrique sur Q et %/a € Q(%/a) est donc
algébrique sur Q. ]

Ce lemme, combiné avec le corollaire 473, nous montre que tout nombre réel exprimé
a l'aide de sommes, différences, produits, quotients, racines n-iemes, n € N\{0}, de nombres
rationnels est algébrique sur Q.

4 @ _ 186 37:{/5 1.
Par exemple, le nombre réel 7 ) i est algébrique sur Q.




Chapitre 2

Constructibilité a la regle et au
compas

2.1 Points constructibles du plan

Soit (P) un plan et soient A, B et C sont trois points de (P) tels que A # B. On note
e (AB) l'unique droite de (P) passant par A et B,
e [AB] le segment reliant les points A et B,
e C(C,[AB]) le cercle de centre C' et de rayon [AB].
Soit maintenant £ un ensemble de points du plan (P). On note
e D¢ I'ensemble des droites passant par deux points (distincts) de &,

e C¢ l'ensemble des cercles de centre un point de £ et de rayon un segment reliant deux
points (distincts) de & :

De={(AB) | A,Be&, A# B} et Ce = {C(C,[AB]) | A,B,C €&, A# B}.
Soit P un point de (P).

Définition 2.1.1. On dit que P est constructible en une étape a partir de € si P est a l'inter-
section de deux éléments distincts de Dg U Cg i.e. s’il est inclus dans l’intersection

e de deux droites distinctes de Dg,
e d’une droite de Dg et d’un cercle de Cg,
e ou de deux cercles distincts de Cg.

Sin € N\{0; 1}, on dira qu’un point P est constructible en n étapes da partir de & s’il existe une
suite finie Py, ..., P, de points de plan tels que

1. Py est constructible en une étape a partir de &,

19
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2. pour tout i € {2,...,n}, P; est constructible en une étape & partir de € v {P;, j €
{1,...,i—1},
3. P, =P.

On dira également que P est constructible en zéro étape a partir de £ si P € &, et finale-
ment que P est constructible a partir de £ (ou des points de £) s’il existe n € N tel que P est
constructible en n étapes a partir de £.

Les points du plan (P) constructibles a partir de £ sont exactement les points de £ et les
points que 'on peut construire & partir des points de £ a 'aide d’une régle (non graduée) et
d’un compas.

Ezemple 2.1.2. Le milieu M du segment [AB] est constructible & partir des points A et B. En
effet,

1. soient C le cercle de centre A et de rayon [AB] et C’ le cercle de centre B et de rayon [AB],
et construisons les deux points d’intersection D et D' de C et C’' : comme C,C" € Cy4 py,
les points D et D’ sont constructibles (en une étape) & partir de {A, B},

2. le point M est alors le point d’intersection de la droite (AB) et de la droite (DD') : M
est donc constructible (en trois étapes) a partir de {A, B} : D est constructible & partir
de {A, B}, D’ est constructible & partir de {A, B, D} et enfin M est constructible a partir
de {A,B,D,D'}.

Remarque 2.1.3. Si & et & sont deux ensembles de points de (P) tels que & < &, alors tout
point constructible a partir de & est constructible & partir de &;.

Notons K (&) les points du plan constructibles & partir de £. Il est & remarquer qu’un point
constructible a partir de K(€) i.e. un point constructible a partir de points constructibles a
partir de & est constructible a partir de € (i.e K(K(£)) = K(£).)

Une droite passant par deux points constructibles a partir de £ (i.e. une droite de D,C(g))
sera également dite constructible a partir de £. Une cercle de centre un point constructible a
partir de F et de rayon un segment reliant deux points constructibles a partir de £ (i.e. un
cercle de C(g)), sera dit constructible & partir de £. Il est a noter qu'un point a l'intersection
de deux constructions distinctes de D (g) U Cx(g) est constructible a partir de £.

Ezemple 2.1.4. 1. Reprenons le premier exemple de I'exemple 212 : la droite (DD’) que
nous avons construite est la médiatrice du segment [AB]. Comme les points D et D’
sont constructibles & partir de {4, B}, la médiatrice du segment [AB] est constructible &
partir de {4, B}.

2. La droite perpendiculaire & (AB) passant par A est constructible a partir de A et B. En
effet,

(a) soit C le cercle de centre A et de rayon [AB] et notons B’ 'autre point d’intersection
de C avec la droite (AB) : comme C € Cy py et (AB) € Dyy py, le point B’ est
constructible (en une étape) a partir de {A, B},

(b) la droite perpendiculaire & (AB) passant par A est alors la médiatrice du segment
[BB’] et est donc constructible a partir de {A, B} puisque B et B’ le sont.
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3. Supposons que C' ¢ (AB). La droite paralléle & (AB) passant par C' est constructible a
partir de {4, B,C'}. En effet,

(a) notons C le cercle de centre A et de rayon [AC] et soit D l'un des deux points
d’intersection de C avec la droite (AB) : comme C € Cy4 oy et (AB) € Dya ey, le
point D est constructible a partir de {4, B,C'},

(b) soit C’ le cercle de centre D et de rayon [AC] et soit C” le cercle de centre C et de
rayon [AC] : A€ C'nC" et comme D, A et C ne sont pas alignés, C’ et C” possédent

un autre point d’intersection que l'on note E et qui est constructible & partir de
{A7 B7 C}u

(c) la droite (EC') passant par C est alors parallele a la droite (AB) (car le quadrilatere
de sommets A, D, E, C a ses quatre cotés de longueurs égales donc est un losange)
et est constructible a partir de {4, B, C}.

4. Supposons a nouveau que les points A, B et C' ne sont pas alignés. La bissectrice de
langle ABC' est constructible a partir de {4, B, C'}. En effet,

(a) soit C le centre de centre B et de rayon [BA] et notons D le point d’intersection de
C et (BC) situé sur la demi-droite [BC') : comme C € Cgq g ¢y et (BC) € Dy pcy,
le point D est constructible a partir de {A, B, C},

(b) la bissectrice de 'angle ABC est alors la médiatrice du segment [AD], qui est
constructible a partir de {4, D} d’apres lexemple 1 et est donc constructible a
partir de {A, B, C'} puisque le point D est constructible a partir de {A, B, C}.

2.2 Constructibilité et extensions de corps

Reprenons notre plan (P) et soit £ un ensemble de points de (P) contenant au moins deux
points distincts O et A.

Considérons ensuite un point B du plan tel que B est a l'intersection de la droite perpen-
diculaire & (OA) passant par O et du cercle de centre O et de rayon [OA] : d’une part, le point
B est constructible a partir de {O, A} (cf. exemple 22T 2) et, d’autre part, le triplet (O, A, B)
forme un repére orthonormal du plan (P). Notons (x, y) les coordonnées (réelles) dans le repere
(O, A, B) (dans ce repeére, O, A et B ont pour coordonnées respectives (0,0), (1,0) et (0,1)).

Notons ensuite Q(€) lextension de Q engendrée dans R par les coordonnées des points de
E. Précisément, si £ = {P;, i € I} et si, pour i € I, le point P; a pour coordonnées (x;,y;) dans

le repere (O, A, B), on définit
Q(6) :=Q (UWMJ&‘) :

iel
Ezxemple 2.2.1. 1. On a
Q({0. 4}) = Q(0,0,1,0) = Q.

2. Soit C' le point du plan (P) tel que le quadrilatére OACB est un carré. Soient ensuite
D et E les deux points d’intersection du cercle de centre O et de rayon [OC] et de la
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droite (OB) (il est a remarquer que C, D et E sont constructibles a partir de {O, A}).
On a Q({0,4,D,E}) = Q(v2).

En effet, les coordonnées de D et E dans le repére (O, A, B) sont (0,4/2) et (0, —/2) et
on a donc

Q({0,4,D,D'}) = Q(0,0,1,0,0,+/2,0, —v/2) = Q(v/2).

Remarque 2.2.2. Si & et & sont deux ensembles de points de (P) tels que & < &, alors
Q(&1) € Q(&2) ie. Q(&2) est une extension de Q(&7).

Nous allons établir un lien entre la constructibilité a partir de £ et 'existence d’extensions
particulieres du corps Q(E).

Dans la suite, lorsque le contexte sera clair, nous dirons simplement qu’un point, une droite
ou un cercle de (P) est constructible si I'objet en question est constructible & partir de &.
Par ailleurs, nous prendrons la liberté de désigner un point par ses coordonnées dans le

repere (O, A, B).

Soit P un point de (P) de coordonnées (xg,yo) dans le repere (O, A, B). Remarquons que
Q(& U {P}) = Q(&)(x0,y0) est une extension de Q(€) (cf. remarque Z222).
Nous allons ci-dessous établir un critere nécessaire de constructibilité de P en une étape :

Proposition 2.2.3. On suppose que P est constructible en une étape a partir de E. Alors
Vextension Q(E U {P}) sur Q(E) est de degré fini et on a

[Q(Eu{r}) - Q(E)] e {1;2},
autrement soit Q(€ U {P}) = Q(E), soit Q(E U {P}) est une extension quadratique de Q(E).
Démonstration. P étant constructible en une étape, P est a 'intersection
e de deux droites de Dg,
e d’une droite de Dg et d’un cercle de Cg,
e ou de deux cercles de Cg.

Nous allons montrer la conclusion de la proposition dans chacun de ces trois cas. Pour cela,
nous utilisons le lemme 2224 ci-dessous qui donne la forme des équations, dans les coordonnées
(x,y), d'une droite de Dg et d’un cercle de Cg.

Supposons tout d’abord que P est I'unique point d’intersection de deux droites distinctes D
et D’ de D¢ d’équations respectives ax+by—+c = 0 et a’z+b'y+c¢ = 0 dans les coordonnées (z, y),
avec a,a’, b, b c,d € Q(&), (a,b) # (0,0), (a’,b') # (0,0) (lemme P24 1). Les coordonnées
(x0,yo) de P constituent ainsi I'unique solution du systéme

ar +by =-—c
dx+by =-c
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qui est alors un systéme dit de Cramer, dont le couple solution (zg,yo) est donné par des
quotients de déterminants en les nombres a,a’, b, V', ¢, € Q(E), donc par des fractions ration-
nelles en les nombres a,a’,b,b',c,¢ € Q(E) : par la proposition I2ZH, zg,yo € Q(E). Ainsi,
Q(€ v {P}) = Q(&)(z0,50) = QE)-

Supposons maintenant que P est a l'intersection d’une droite D d’équation azx + by + ¢ = 0
et d’un cercle C d’équation 22 +y? +a’'z +b'y+c = 0, avec a,a’, b,V , c,c € Q(E), (a,b) # (0,0),
(@', V', ") #(0,0,0) (lemme 224 1 et 2). On a ainsi

axg + byg + ¢ =0
w2+ yd+duo+by+d =0

Supposons sans perdre de généralité que b # 0 (si a # 0, on permute les roles de zg et yg) et
écrivons alors
arg + ¢

Yo = ;€ Q(E) (o).

En particulier, Q(S U {P}) = Q(&)(xo,y0) = Q(E)(xp), puis

2
axry + ¢ axrp+c
O—x3+y§+a’mo+b’yo+c’_x3+( Ob > +a'zg— b Ob +c:

le nombre z( est donc racine d’un polynéme de Q(€)[X] de degré 2. Ainsi, z( est algébrique
de degré au plus 2 sur Q(F) et donc

[Q(E U {P}) : Q(E)] = [Q(E)(x0) : Q(E)] < 2.

Supposons enfin que P est a I'intersection de deux cercles distincts C et C’ de Cg d’équations
respectives 22+ y? +ax +by +c=0et 22+ 32 +dz + by +c =0, avec a,d’, b,V ,c,c € Q(E),
(a,b,¢) # (0,0,0), (a',V,c) # (0,0,0) (lemme P24 2). Ainsi, les coordonnées (zg,yo) de P
sont solution du systéme

?+y’tar+byt+c =0
P+’ +dr+by+d =0
et donc du systeme
22+’ +ax+by+c =0
(@ —a)z+ UV -by+d—c =0

(on retranche la premiére équation du systéme a la seconde). De plus, (¢’ —a, b’ —b) # (0,0) car
sinon on aurait ¢ = c et les cercles C et C’ seraient alors confondus : P est donc & I'intersection
du cercle C et de la droite d’équation (o' —a)z + (0 =b)y + ¢ —c =0 avec a’ —a,b' —b,c €
Q(€) et on se ramene ainsi au systeme du cas précédent (attention : la droite d’équation
(@' —a)x + (b = b)y + ¢ — ¢ = 0 n’est pas nécessairement une droite de Dg). O

Lemme 2.2.4. 1. Soit D une droite de Dg. Alors il existe a,b,c € Q(E) tels que (a,b) # 0
et, pour tous x,y € R, le point de coordonnées (x,y) appartient a Dg ssi

ar + by +c = 0.
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2. Soit C un cercle de Cg. Alors il existe a,b,c € Q(E) tels que (a,b,c) # (0,0,0) et, pour
tous z,y € R, le point de coordonnées (z,y) appartient a Cg ssi

2 +y?>+ax+by+c=0.

Démonstration. 1. La droite D passe, par définition, par deux points distincts M et N de £
et, si (z1,y1) et (x2,y2) sont les coordonnées respectives de M et N, I’équation de la
droite D en les coordonnées (z,y) est alors

(z—21)(y2—1)—(y—y1)(x2—21) = 0 i.e. (ya—y1)z+(x1—22)y+ (y1(22—21) =21 (3Y2—91)) = 0

qui est bien de la forme voulue car yo — y1, 1 — X2, (yl(xg —x1) —x1(y2 — yl)) e Q&)
(car z1,y1,z2,y2 € Q(E) car M,N € ).

2. Soient C, M, N € & tels que M # N et C = C(C,[MN]). Alors, si (2/,v'), (x1,v1), (%2, y2)
désignent les coordonnées respectives des points C, M et N dans le repére (O, A, B), le
segment [M N] est de longueur 1/(zo — 21)% + (y2 — y1)? et équation du cercle C en les
coordonnées (x,y) est alors

(z—a')+(y—y)* - ((902 —21)% + (y2 — y1)2) =0

2? +y* + (—22))z + (—2¢)y + (w’2 o — (g — 1) — (y2 — y1)2> =0

qui est bien de la forme voulue (—2a/, =2y, 2'* + /> — (x5 — 21)% — (yo — y1)% € Q(E) car
C,M,N €&).
O

Remarque 2.2.5. Les réciproques respectives des assertions 1 et 2 du lemme P22 ne sont pas
vraies : la droite d’équation x +y +1 = 0 n’appartient pas a D(p 4} bien que 1 € Q({O, A}) et
le cercle d’équation 2% + y? — 2 = 0 n’appartient pas & C(0,ay bien que {1;2} Q{O, A})

On utilise ensuite la proposition 223 pour montrer le critére nécessaire de constructibilité
générale suivant :

Corollaire 2.2.6. Soit n € N et supposons que le point P soit constructible en n étapes a partir
de €. Alors il existe une suite finie croissante

Kyc--c Ky,
de sous-corps de R telle que
e Ko=Q(¢&),
e 20,0 € Ky,
e sin=1, pourtoutie{l,...,n}, [K;: K;—1] € {1;2}.

Démonstration. Sin =0 alors P € £ et xp,y0 € Q(E) par définition.
Si maintenant n € N\{0}, il existe une suite finie P, ..., P, de points du plan tels que
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e P est constructible en une étape a partir de &,

e sin > 1, pour tout i € {2,...,n}, P; est constructible en une étape a partir de EU{ P}, j €
{1,...,i—1},
e P,=P.

Notons alors Ko := Q(&) et, pour i € {1,...,n}, K; := Q(£ u{P;, je{l,...,i}}).

Le point P; étant constructible a partir de £, d’apres la proposition 2223, le corps K1 =
Q(€ U {P1}) est une extension de degré fini inférieur ou égal & deux de Ky = Q(&).

Sin > 1, pour tout i € {2,...,n}, le point P; est constructible en une étape & partir de
EU{Pj, je{l,...,i—1}} : d’apres la proposition P23, le corps

Ki ZQ(EU {Pj, jE {1,...,’i—1}} ) {Pz})
est une extension de degré fini inférieur ou égal a deux de
Kii=QEu{p, je{l,...,i—1}).

Enfin, xo,yoeKn:(@(Eu{Pj, je{l,...,n}}) car P=P,eEu{P;, je{l,...,n}}.
]

Nous établirons plus loin une réciproque du corollaire 2228 : le théoreme P21,

On déduit du corollaire ZZ8 un autre critére nécessaire de constructibilité. Attention ce-
pendant : ce critere n’est pas suffisant.

Corollaire 2.2.7 (Critére de Wantzel). Si P est constructible a partir de £ alors ses coordon-
nées xg,yo sont des nombres réels algébriques sur Q(E) de degré des puissances de 2.

Démonstration. Supposons donc que P est constructible en n étapes a partir de £ avec n € N.
Appliquons alors le corollaire 220 et reprenons ses notations.

Sin =0, xg,y0 € Ko = Q(E) et les nombres xz( et yo sont donc algébriques de degré 1 sur
Q(8).

Sin =1, zg,y0 € Ky et [K; : Ko|] < 2 : en particulier, extension K; sur Ky = Q(&) est
algébrique et les nombres z( et yp sont donc algébriques de degrés respectifs 1 ou 2 sur Q(&).

Sin > 1, on a, d’apres le théoréme de multiplicativité des degrés (théoreme ICIR),

[Kn . K()] = [Kn . Kn—l] tee [Kl . K()]

et [K, : Koy] est donc une puissance de deux (car chaque terme du produit est soit 1 soit 2).
En particulier, K, est une extension de degré fini de Ky = Q(E) : elle est donc algébrique

sur Q(€) par la proposition IZ=3. Les nombres xg, yo € K, sont donc algébriques sur Q(E) de

degrés respectifs divisant [K,, : Q(€)] qui est une puissance de deux. O
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Remarque 2.2.8. e La démonstration ci-dessus nous permet en fait de montrer une propriété
plus forte. En effet, avec les notations du corollaire 2228, comme xg,yg € K, toute
fraction rationnelle « en les nombres x et yo appartient & K,, (car K, est un corps) et
est donc également algébrique sur Q(€) de degré une puissance de deux car, d’apres la
preuve précédente, K, est une extension algébrique sur Q(&) de degré une puissance de
deux.

De plus, si a > 0, alors [K,(y/a) : K,] < 2 (car le polynéme X? — o € K,[X] annule

y/a) donc

est également une extension algébrique sur Q(€) de degré une puissance de deux : comme
va e Kp(y/a), le nombre 4/« est également algébrique sur Q(€) de degré une puissance
de deux.

e La réciproque du corollaire 22277 n’est pas vraie (cf. feuille de TD 2).

, b

2.3 Application a des problémes de constructibilité a la regle
et au compas

On utilise le critére nécessaire de constructibilité du corollaire 2270 pour montrer la non-
constructibilité a la regle et au compas de deux constructions géométriques.
On reprend les notations de la section précédente.

2.3.1 La quadrature du cercle

Etant fixée la longueur-unité OA (dans le repére orthonormal (O, A, B) construit a partir
de {O, A}, OA = 1), peut-on construire a la régle et au compas a partir des points O et A un
carré dont aire soit la méme que celle du cercle de centre O et de rayon [OA] i.e. un carré de
coté /T ?

Le corollaire 22270 nous permet d’apporter une réponse négative a cette question. En effet,
supposons par I’absurde que les sommets d’un tel carré soient constructibles & partir de {O, A}.
Soient (z1,y1) et (z2,y2) les coordonnées respectives de deux sommets consécutifs M et N
de ce carré. D’apres le corollaire 2270, les nombres réels x1,x2,y1,y2 sont algébriques sur
@({O,A}) = Q, et d’apres le corollaire A1 et la remarque TZM (cf. également la remarque
ZZR), la quantité

(w2 — 21)* + (y2 — y1)° = MN?

est alors également algébrique sur Q.
Or MN? = \/772 = 7, qui est transcendant sur Q.

2.3.2 La duplication du cube

Soit C' € (P) tel que le quadrilatere OAC B soit un carré (C' est constructible a partir de
{O, A}), et notons U le cube construit a partir du carré OACB. La longueur-unité étant la
longueur du segment [OA], le cube U est de volume 1.
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Est-il alors possible de construire a la régle et au compas a partir des points O et A un
carré dont le cube associé est de volume le double du volume de U ?

Supposons qu'un tel carré soit constructible a partir de {O, A}. Si M et N sont deux
sommets consécutifs de ce carré de coordonnées respectives (z1,y1) et (x2,%2), on a MN3 = 2
ie. MN = 3/2.

Or, comme M et N sont constructibles & partir de {O, A}, d’apres la remarque P28, la
quantité

MN = +/(z2 — 21)% + (y2 — y1)2

est algébrique de degré une puissance de deux sur Q({O, A}) =Q.
Mais /2 est algébrique de degré 3 sur Q : la duplication du cube n’est donc pas réalisable
a la régle et au compas.

2.4 Critere suffisant de constructibilité

Reprenons les notations des sections précédentes et établissons la réciproque suivante du
corollaire 224 :

Théoréme 2.4.1. Supposons qu’il existe une suite finie croissante
Koyc---c Kp,
m € N, de sous-corps de R telle que
o Ko=Q(¢),
e x0,Yyo € K,
e sim =1, pour tout i€ {1,...,m}, [K;: K;_1] € {1;2}.
Alors P est constructible a partir de E.

La preuve de ce résultat repose sur les considérations géométriques rassemblées dans le
lemme ci-dessous, ou “constructible” signifie “constructible a partir de & :

Lemme 2.4.2. Soient x,y € R.
1. Le point (x,y) est constructible ssi les points (x,0) et (0,y).
2. Le point (x,0) est constructible ssi le point (0,z) est constructible.
3. Supposons que les points (x,0) et (y,0) soient constructibles, alors :

(a) le point (—x,0) est constructible,

(b) le point (x + y,0) est constructible,

(c) le point (xy,0) est constructible,

(d) six #0, le point (%,O) est constructible.
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Démonstration. On note S le point de coordonnées (x,y), M le point de coordonnées (z,0), N
le point de coordonnées (0,y) et @ le point de coordonnées (y,0).
On rappelle que le point B est constructible a partir de O et A donc a partir de £.

1.

3.

Supposons que le point S soit constructible. Alors la droite parallele & la droite (OB)
passant par S est constructible (exemple 214 3) ainsi que la droite (OA) : leur point
d’intersection M est donc constructible. De fagon analogue, la droite parallele a la droite
(OA) passant par S étant constructible, le point d’intersection N de cette droite avec la
droite (OB) est également constructible.

Réciproquement, supposons que les points M et N soient constructibles. Le point S est
I'intersection de la droite paralléle & la droite (OB) passant par M et de la droite parallele
a la droite (OA) passant par N : comme M et N sont constructibles, ces deux droites
sont constructibles et leur point d’intersection S est donc constructible.

. Notons R le point de coordonnées (0, ). R est a I'intersection du cercle C de centre O et

de rayon [OM] et de la droite (OB). Ainsi, si M est constructible, R est constructible.
Réciproquement, comme M est & I'intersection du cercle C de centre O et de rayon [OR]
et de la droite (OA), si R est constructible, alors M est constructible.

(a) Le point de coordonnées (—x,0) est Pautre point d’intersection de la droite (OA) et
du cercle de centre O et de rayon [OM].

(b) Le point de coordonnée (x + y,0) est a l'intersection du cercle de centre M et de
rayon OQ) (a droite ou a gauche de M suivant le signe de y).

(c) Notons D la droite parallele & (BM) passant par N : D est constructible. Notons
ensuite 7' le point d’intersection des droites D et (OA) : T est constructible de
coordonnées (z,0) avec z € R et, d’apres le théoreme de Thalés appliqué aux triangles
semblables TON et MOB, on a

= O e iz <y

OM OB " |z 1 )
De plus, le signe de ’abscisse z de T est le produit des signes de x et y. On a donc
z = xy et le point de coordonnées (xy,0) est bien constructible.

(d) Comme le point M est constructible, il en est de méme pour R par 2. On consideére
alors la droite D’ parallele & (RA) passant par B : D’ est constructible et on note
U son point d’intersection avec la droite (OA) (D' n’est pas parallele a (OA) car
x # 0). Le point constructible U a pour coordonnées (w,0) avec w € R et, d’apres
le théoreme de Thales appliqué aux triangles semblables UOB et AOR, on a
OU OB . |uw| 1 1

e. — = — le. |w| = —.

OA~ OR"™ 1 ™ |1 |z]
1

De plus le signe de I'abscisse w de U est le méme que le signe de = : on a donc w =

et le point de coordonnées (%, O) est bien constructible.
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Démonstration du théoréeme Z4.1. D’apres les points 1 et 2 du lemme P42, le point P est
constructible ssi les points (g, 0) et (yo, 0) sont constructibles. Pour montrer que P est construc-
tible, il suffit donc de montrer que si a € K,,, alors le point (a,0) est constructible.

On montre ce résultat par récurrence sur m € N.

Commencons donc par montrer que si a € Q(E), alors le point (a,0) est constructible. Soit
donc a un élément de Q(&). D’apres la proposition X3, il existe k € N, des abscisses et/ou
des ordonnées aq,...,a; € R de points de &£, une fraction rationnelle % € K(Xy,...,Xg) tels
que T'(ai,...,ar) # 0 et

_ S(al,... ,ak)
T(al,.. . ,ak)'

Or, d’apres les points 1 et 2 du lemme 2272, les points de coordonnées (a1, 0), ..., (ax,0
sont constructibles. Donc, d’aprés le point 3 du lemme 2272, le point de coordonnées (a,0) =

S(a1,---,ak)
<T(a1,-~-7ak) ’ 0) )
Supposons ensuite que m € N\{0} et que la propriété est vérifiée au rang m — 1, et reprenons

la suite d’extensions
Kyc- - -c Ky,

de Ko = Q(&) de I’énoncé.

Soit a € K,,,. Si a € K,,,_1 alors, en appliquant I’hypothese de récurrence a a et la suite
d’extensions Ky < - -+ < K,,—1, on obtient la constructibilité du point (a,0). Si a € K, \Kpn—1
alors nécessairement K, # K1, [Knm @ Km—1] = 2, et a est algébrique de degré 2 sur K, :
le polynéme minimal de a sur K,,_1 est de la forme

X2 +bX +ec

avec b,c € K,,_1.

Remarquons tout d’abord que, comme b,c,0 € K,,_1, par hypothese de récurrence, les
points de coordonnées (b,0) et (¢,0) sont constructibles a partir de £. Ensuite, a étant une
racine réelle du polynome a coefficients réels X2 + bX + ¢, on a b? —4c > 0 et

bV —dc

“ 2

Par le lemme 2272, les points de coordonnées (—b, 0),(%,0) et (b2 — 4, O) sont construc-
tibles et, pour montrer que le point de coordonnées (a,0) est constructible, il nous suffit donc
de montrer que, si z € [0, +00[ et si le point de coordonnées (z,0) est constructible, alors le

point de coordonnées (1/z,0) est constructible.

Soit donc z € [0, +0[ tel que le point (z, 0) est constructible. D’apres le lemme 2472, le point
de coordonnées (1/z,0) est constructible ssi le point de coordonnées (1,+/z) est constructible.
Nous allons montrer que le point D de coordonnées (1,4/z) est constructible.

Notons C' le point de coordonnées (z + 1,0) : C est constructible par le lemme P72 car le
point A, de coordonnées (1,0), et le point (z,0) sont constructibles. Le milieu M du segment
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[OC], de coordonnées (251,0), est donc également constructible (cf. I'exemple 1 de 'exemple
On note ensuite C le cercle de centre M est de rayon [OM], i.e. le cercle d’équation

<m—Z;1)2+(y—0)2= <Z;1>2.

Le point D est a I'intersection du cercle C et de la droite paralléle a la droite (OB) passant par
A, i.e. la droite d’équation x = 1 : les coordonnées (1,+/z) de D vérifient les deux équations).

Comme le cercle C et la droite D sont constructibles & partir de £, le point D est constructible
a partir de &. 0

Synthétisons le corollaire 2228 et le théoreme 22471 en un seul énoncé :

Théoréme 2.4.3. Le point P est constructible ¢ partir de £ si et seulement s’il existe une
suite finie croissante
Koc---c K,

m e N, de sous-corps de R telle que
o Ko=0Q(¢),
® x0,y0 € K,
e sim =1, pour toutie{1,...,m}, [K;: K;—1] € {1;2}.

Remarque 2.4.4. En particulier, les points constructibles a partir de {O, A} sont exactement
les points dont les coordonnées peuvent s’exprimer & ’aide de nombres rationnels, de sommes,
de différences, de produits, de quotients et de racines carrées.

2.5 Application au probleme de la trisection de ’angle

On applique maintenant le théoréeme 223 au probleme de la trisection de ’angle. Soit C' un
point du plan (P) n’appartenant pas a la demi-droite [OA), et notons 6 la mesure, en radians,
de langle orienté délimité par les demi-droites [OA) et [OC'). Notons également D le point de
coordonnées (cos(6),sin(f)) dans le repére orthonormal (O, A, B).

On dit alors que I'angle AOC' est trisectable a la regle et au compas s’il est possible de
construire & la régle et au compas a partir de {O, A, D} deux droites D et D’ telles que les trois
angles délimités, entre les demi-droites [OA) et [OC), par les droites (OA), D, D' et (OC)

(dans cet ordre) sont de mesure %.

Gréace au théoreme 2473, on obtient le critére nécessaire et suffisant de trisectabilité suivant :

Proposition 2.5.1. L’angle AOC est trisectable d la régle et au compas ssi le polynome
4X3 —3X — cos(h)

posséde une racine dans Q( cos(9)).
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Démonstration. Commengons par remarquer que l’angle AOC est trisectable a la regle et au
compas ssi le point S de coordonnées (cos (g) ,sin (%)) est constructible a partir de {A, O, D}.

En effet, si 'angle AOC est trisectable a la regle et au compas et si ’on reprend les notations
ci-dessus, alors le point S est 'intersection de la droite D et du cercle de centre O et de rayon
[OA], tous deux constructibles a partir de {A, O, D}. Réciproquement, si le point S est construc-
tible & partir de {A, O, D}, on construit ensuite le point S de coordonnées (cos (239) sin (239))
comme intersection du cercle de centre O et de rayon [OA] et le cercle de centre S et de rayon
[SA], et les droites (OS) et (OS’) coupent AOC en trois angles de mesures égales.

Montrons donc que le point S est constructible a partir de {A, O, D}. Soit T le point de
coordonnées (cos (g) ,0) : S est constructible a partir de {A,O, D} ssi T est constructible &
partir de {4, O, D}, car T est U'intersection de la droite (OA) et de la droite perpendiculaire a
(OA) passant par S, et S est I'intersection de la droite perpendiculaire & (OA) passant par T
et du cercle de centre O et de rayon [OA].

Notons enfin F le point de coordonnées (cos(@),()). Par des arguments tout a fait ana-
logues a ci-dessus, F est constructible a partir de {O, A, D} et D est constructible a partir de
{O, A, E}. Ainsi, T est constructible a partir de {A, O, D} ssi T est constructible a partir de
{A,0, E}.

Nous allons maintenant appliquer le critere du théoreme EZZ473. Nous avons tout d’abord

Q({A,O,E}) = Q(0,1,cos(f)) = Q(cos(h)).

0 A% 0
- Z) =4 A v
cos(f) = cos <3 X 3> cos (3) 3 cos <3)

i.e. le réel a := cos (g) annule le polynéme

Ensuite,

P :=4X? —3X — cos(f)

a coefficients dans Q(cos(0)) i.e. i (cos(g)) divise P.
Deux cas se présentent alors :

e Si P possede une racine dans Q(cos(#)), alors P n’est pas irréductible sur Q(cos(f)) : o
annule donc un facteur de degré 1 ou 2 de P dans Q(cos(6))[X], et le degré de p, g
est donc 1 ou 2. L’extension Q(cos(6))(cr) de Q(cos(d)) vérifie alors [Q( cos(8))(
Q(cos(0))] < 2 et on a une suite d’extensions

Q({A,0, E}) = Q(cos()) = Q(cos()) ()

avec [Q( cos(8)) () : Q(cos(8))] < 2: comme a € Q( cos(d)) (), d’apres le théoréme P23,
le point T de coordonnées (o, 0) = (cos (g) ,O) est constructible & partir de {A, O, E'}, et
I’angle AOC est trisectable 4 la regle et au compas.

cos(0)

@) a)

e Si P ne posséde pas de racine dans Q(cos(6)) alors, comme P est de degré 3, P est
irréductible sur Q(cos(0)) et donc g, Q(cos(a)) = %P. En particulier o est algébrique
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de degré 3 sur Q(cos(d)) = Q({A,0, E}) : d’apreés le corollaire 22270, le point T' de

coordonnées (a,0) = (cos (%) ,0) n’est donc pas constructible & partir de {4,0, E},

—

et 'angle AOC n’est donc trisectable a la regle et au compas.

O]



Chapitre 3

Constructibilité a la regle et au
compas des polygones réguliers

3.1 Introduction

Reprenons les notations du chapitre précédent : on considére un plan (P) et £ un ensemble
de points de (P) contenant au moins deux points distincts O et A. Soit ensuite un point B de
(P) tel que le triplet (O, A, B) forme un repére orthonormal du plan (P) et notons (z,y) les
coordonnées (réelles) dans le repére (O, A, B).

Soit n € N\{0; 1; 2} Nous allons dans ce chapitre établir une condition nécessaire et suffisante
de constructibilité a partir de {O, A} du polygone régulier a n cotés dont le centre est en O et un
sommet est en A, que I'on note R,,. Précisément, nous allons démontrer le résultat ci-dessous.

Introduisons tout d’abord la notation suivante : si m € N, on note F, := 1 + 22" et I’entier
F,, est appelé m®™® nombre de Fermat.

Théoréme 3.1.1 (Théoreme de Gauss-Wantzel). Le polygone régulier R,, est constructible d
partir de {O, A} si et seulement si n est le produit d’une puissance de deuz et de nombres de
Fermat premiers et deux a deux distincts.

Pour prouver ce théoréeme, nous allons utiliser le plan complexe C et la notion de nombre
complexe constructible a partir de £.

3.2 Nombres complexes constructibles

Soit z =a +ibeC.

Définition 3.2.1. On dit que z est constructible a partir de &€ si le point d’affize z, i.e. le point
de coordonnées (a,b), est constructible a partir de E.

Notons Fg ’ensemble des nombres complexes constructibles a partir de £. Le lemme 2272
nous permet alors de montrer la proposition suivante :

Proposition 3.2.2. L’ensemble Fg des nombres complexes constructibles a partir de £ est un
sous-corps de C contenant Q(E).

33
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Démonstration. Le nombre complexe 1 est constructible car le point A de coordonnées (1,0)
appartient & £. Supposons maintenant que z est constructible & partir de £ et soit 2’ = o’ +ib' €
Fe. Alors

o 2—2' =(a—d)+i(b—0") € Fe car le point de coordonnées (a—a’,b—1b") est constructible
a partir de £ par le lemme 2272,

o 22/ = (ad' —bb') +i(al + a'b) € F¢ car le point de coordonnées (aa’ — bb',ab’ + a’b) est
constructible a partir de £ par le lemme 22472,
a __ b
a2+b2>  aZ+b2

1 a . b . , . N
® .=t —logp € Fe car le point de coordonnées ( ) est constructible &

partir de £ par le lemme 2272

Montrons enfin que Fg contient Q(E). Soit = € Q(E). D’apres le théoréme P2, le point
de coordonnées (x,0) est constructible & partir de £ et le nombre “complexe” x est donc
constructible & partir de £. ]

Si le nombre complexe z est constructible a partir de &£, il en est également de méme pour
ses racines carrées :

Proposition 3.2.3. Supposons que z € Fg et soit w e C tel que w? = z. Alors w € Fg.

Démonstration. Si z =0, alors w = 0 € Fg.

Supposons maintenant que z # 0 et écrivons z = re? avec r €]0; +oo[ et 0 € [0; 27[. Alors
w= i\/?eig.

Notons P le point du plan (P) d’affixe z : P est constructible & partir de £ par hypothese
sur z. Le point de coordonnées (r,0), intersection de la demi-droite [OA) et du cercle de centre
O et de rayon [OP] est alors également constructible a partir de &£, ainsi que le point de
coordonnées (4/r,0) d’apres la preuve du théoréme Z4, et donc /7 € Feg.

Par ailleurs, le point d’affixe ¢'% est & Dintersection de la bissectrice de I’angle AOP et du
cercle de centre O et de rayon [OA] et est donc constructible & partir de &.

N[

) .
Ainsi e'2 € Fg et donc, comme Fg est un corps, le nombre complexe w = +4/re'2 est
constructible a partir de £. ]

De ces deux propositions BZ2 et B3, on déduit 'adaptation suivante du corollaire 2220
et du théoreme 241 :

Théoreme 3.2.4. Le nombre complexe z est constructible a partir de £ si et seulement s’il
existe une suite finie croissante
K() < - KN,

N € N, de sous-corps de C telle que
b KO = Q(g):
® zE KN,

e si N =1, pour toutie {1,...,N}, [K;: K;—1] € {1;2}.



3.2. NOMBRES COMPLEXES CONSTRUCTIBLES 35

Démonstration. Supposons tout d’abord que z = a + ib soit constructible a partir de £ i.e. que
le point P de coordonnées (a,b) soit constructible & partir de £ : d’apres le corollaire 222, il
existe alors une suite finie croissante

Ko< Ky,
m € N, de sous-corps de R telle que
e Ko =Q(&),
e a,be K,,,
e sim > 1, pour tout ¢ € {1,...,m}, [K; : K;_1] € {1;2}.
Posons ensuite K11 := Kp(i) : on a [Kpi1 : K] = 2 (car ik, = X2+ 1) et z=a+ibe

K41 (car a,b,i € Kppy1).

Montrons la réciproque par récurrence sur N € N.

SizeQ(€) c R, le point P d’affixe z a pour coordonnées (z,0) et est constructible a partir
de £ d’apres le théoréeme 2411, i.e. z € Fg.

Supposons maintenant la propriété vérifiée au rang N — 1 pour N € N\{0} fixé et supposons
qu’il existe une suite finie croissante

Kyc---< Ky,
N € N, de sous-corps de C telle que
o Ko=Q(¢),
e ze Ky,
e si N> 1, pour tout i € {1,..., N}, [K; : K;—1] € {1;2}.

Si z € Kny—1, on peut directement appliquer ’hypothese de récurrence. Si maintenant
z¢ Kn—1, [Kn : Kn—1] =2 (2 € Ky) et le polynéme minimal p, g, de z sur Kn_; est de
degré 2, de la forme X2 + uX 4 v avec u,v € Ky_1. Le nombre z est alors de la forme

—ut+w
2

Z =

oll w est I'un des deux nombres complexes vérifiant w? = u? — 4v2.
Or, par hypothese de récurrence, les nombres complexes u et v, étant des éléments de Ky _1,
sont constructibles & partir de & : on a alors, par la proposition 822, u? — 4v? € F¢ donc, par

—utw
E]:g.

la proposition B3, w € Fg¢, et finalement z €
O

Par une démonstration tout a fait analogue a celle du corollaire 2274, on montre le critere
nécessaire de constructibilité pour les nombres complexes suivant :

Corollaire 3.2.5 (Critére de Wantzel). Tout nombre complexe constructible a partir de £ est
algébrique sur Q(E) de degré une puissance de deu.
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3.3 Constructibilité du polygone régulier R, : premiere étude

Revenons a la question de la constructibilité a partir de {O, A} du polygone régulier a n
cOtés R, i.e. de la constructibilité a partir de {O, A} de tous les sommets de R,,. Pour simplifier
les énoncés, dans la suite, nous dirons constructible pour constructible a partir de {O, A} (pour
constructible a la régle et au compas).

Une premiere remarque est la suivante :

Lemme 3.3.1. Le polygone R, est constructible ssi le nombre complexe (,, := e est construc-
tible.

Démonstration. Pour k € {0,...,n — 1}, notons P} le point d’affixe C,’f =X ie. le point de
coordonnées (cos (%T“) ,sin (%T”)) : Py = A et les points Py, ..., P,_1 sont les n sommets du
polygone R,,.
Si R, est constructible, en particulier le sommet P; est constructible i.e. {,, est constructible.
Réciproquement, si (,, est constructible i.e. si le point P; est constructible, alors on peut

construire tous les sommets de R, par récurrence : si k € {1,...,n — 1}, le point Py est
a lintersection du cercle de centre O et de rayon [OA] et du cercle de centre Py_; et de
rayon [AP]. O

Nous sommes ainsi ramenés a étudier la constructibilité du nombre complexe ¢, = e’ . En
tant que racine de 'unité, ¢, est algébrique sur Q = Q({O, A}). Plus précisément, nous avons
la propriété ci-dessous.

Dans cet énoncé, on note

&, =[] (X—g,’;f): I1 (X—e%)eC[X]

1<k<n 1<k<n
pged(k,n)=1 pged(k,n)=1

le né™¢ polynéme cyclotomique. On rappelle que ®,, € Z| X] et que ®,, est irréductible dans Q[ X].

Proposition 3.3.2. Le polynéme minimal de (, sur Q est ®,. En particulier, (, est algébrique
de degré p(n) sur Q, ou

N{0} — N\{0}
m  +— Card({ke{l,...,m} | pged(k,n) = 1})

est la fonction indicatrice d’FEuler.

Démonstration. On a ®,, € Z[X] < Q[X] et, par définition ¢, est une racine de ®,,. De plus
®,, est unitaire et irréductible dans Q[X]. On a donc bien p¢, g = Pn.
En particulier, ¢, est algébrique de degré deg(®,) = ¢(n) sur Q. O

Remarque 3.3.3. e Les propriétés précédentes sont également vraies si n € {1;2}.

e Sin est un nombre premier,ona ®, =1+ X +--- + xr1



3.4. DEMONSTRATION DU THEOREME DE GAUSS-WANTZEL : SENS DIRECT 37

3.4 Démonstration du théoréme de Gauss-Wantzel : sens direct

Nous allons commencer par montrer que si le polygone régulier R,, est constructible i.e. si
le nombre complexe (, est constructible, alors n est nécessairement le produit d’une puissance
de deux et de nombres de Fermat premiers et deux a deux distincts.

Supposons donc que ¢, est constructible a partir de {O, A} et considérons la décomposition

N
w1
r=1

de n en facteurs premiers, ou, pour tout r € {1,..., N}, v, € N\{0}. D’apres la proposition
B33, (, est algébrique sur Q de degré

Hpu,« 1 _1

mais, puisque ¢, € Fyp 4}, d’apres le corollaire B2, ¢, est algébrique sur Q({O, A}) = Q de
degré une puissance de deux.
Il existe donc m € N\{0} tel que

Hp”r Hpr —1) = ¢(n) = 2™

Ainsi, pour tout r € {1,..., N} tel que p, est impair, v, est nécessairement égal a 1 et p, — 1
est nécessairement une puissance de deux i.e. p, = 1+ 2% avec k, € N\{0}. L’entier n est donc

de la forme
M
=217 (1+2%)
s=1

oinde N, M eN, pour s € {1,..., M}, ds € N\{0} et 1 + 29 est un nombre premier (impair),
et les entiers 1 4 2%, s e {1,..., M}, sont deux & deux distincts.
De plus :

Lemme 3.4.1. Soit k € N\{0} tel que Uentier 1 + 2* soit premier. Alors k est une puissance
de 2 et 1+ 2% est donc un nombre de Fermat.

Démonstration. Supposons par I’absurde k soit divisible par un nombre impair [ au moins égal
a trois et soit ¢ le quotient de la division euclidienne de k par [. On a alors

1+2F =14 (29 = 1! — (=29

et entier 1 — (—27) = 1 4 29 divise donc 1 +2*. Or 1 < ¢ < k et 1 4 2* est premier, d’oul une
contradiction. O
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Ainsi, pour tout s € {1,..., M}, il existe ms € N tel que

M
n =27 H Fo,s
s=1

les entiers myq, ..., mps sont deux a deux distincts et les nombres F,,, ..., Fy,, sont premiers.

Nous avons ainsi montré le sens direct du théoréme B :

Proposition 3.4.2. 57 le polygone régulier R,, est constructible, alors n est le produit d’une
puissance de deux et de nombres de Fermat premiers deuzr a deux distincts.

Nous allons maintenant montrer la réciproque. Nous allons tout d’abord commencer par
une réduction au cas o n lui-méme un nombre de Fermat premier.

3.5 Sens réciproque du théoreme de Gauss-Wantzel : réduction

Supposons donc maintenant que n est de la forme

M
n =24 H .,
s=1

avec d € N, my,...,ms € N deux a deux distincts et, pour tout s € {1,..., M}, F,,, premier,
et nous allons montrer que le polygone régulier R,, est constructible i.e. que (, est constructible.

On peut supposer que n est soit une puissance de deux, soit un entier de Fermat premier,
en vertu du lemme suivant :

Lemme 3.5.1. Soient k1 et ko deux entiers naturels non nuls premiers entre eux. Alors le
nombre (i, k, est constructible si et seulement si les nombres (i, et Cx, sont constructibles.

Démonstration. Si C,k, € F(0,4), alors

2im 2imko k
Ck‘1 =eM =ehh = (Ck1k2) ‘e ]:{O,A}

(car Fyp, 4y est un corps). De facon analogue, (j, est également constructible.
Supposons maintenant que (g, et (x, sont constructibles. Comme pged(k1, ko) = 1, il existe
u,v € Z tel que uky + vke = 1, et alors

2i(ukq +vkg)w 2iukym  2ivkom 2ium  2ivT
= g u v
Cophy = € F1F2 =e Rk e bk =e ke f = ((,)" (Ch)" € Fro,a}-

O]

Ainsi, pour montrer que ¢, est constructible, il suffit de montrer que les nombres (ya et
CFpn,» S €1{1,..., M}, sont constructibles.
Tout d’abord :
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Lemme 3.5.2. Soit m € N. Le nombre complexe (om est constructible.

Démonstration. On montre ce lemme par récurrence sur m € N : le nombre (0 = (; = %™ =1
est constructible a partir de {O, A} (le pomt d’affixe 1 est A) et si 'on suppose, pour m € N\{O}

2im

fixé, que le point @ d’affixe (om-1 = 62’” T est constructible, alors le point d’affixe (om = e2™
est constructible en tant que point & l'intersection du cercle de centre O et de rayon [OA] et
de la bissectrice de 'angle AOQ.

O

Pour montrer que (, est constructible i.e. que R,, est constructible, il nous suffit donc de
montrer que si p est un entier de Fermat premier, alors ¢, est constructible.

C’est ce que nous allons prouver dans la suite de ce chapitre et, pour cela, nous allons
emprunter quelques outils a la théorie de Galois.

3.6 Groupe de Galois d’une extension

Pour terminer notre démonstration du théoréme de Gauss-Wantzel BT, nous allons utili-
ser la notion de groupe de Galois d’une extension et quelques-unes de ses propriétés.

Soient L un corps et K un sous-corps de L. Soit également v : L — L une application.

Définition 3.6.1. On dit que v est un endomorphisme de L sur K si

e ¢ : L — L estun (endo)morphisme de corps (i.e. un endomorphisme d’anneau unitaire),
e ) : L — L est un endomorphisme de K -espace vectoriel L.

On dit ensuite que ¢ est un automorphisme de L sur K si v est un endomorphisme de L sur
K bijectif, et on note

Gal(L/K)
l’ensemble des automorphismes de L sur K.

Remarque 3.6.2. e Si 9 est un automorphisme de L sur K, alors 1)~! est également un
endomorphisme de L sur K (et donc un automorphisme de L sur K).

e Tout morphisme de corps étant injectif (cf. lemme ICI), un endomorphisme de L sur K
est nécessairement injectif : si ’extension L est de degré fini sur K, tout endomorphisme
de L sur K est un automorphisme de L sur K.

e L[’application 1 est un endomorphisme, resp. automorphisme, de L sur K si et seulement
si ¥ est un endomorphisme, resp. automorphisme, de K-algebres.

Un endomorphisme de L sur K est caractérisé par le fait qu’il préserve les fractions ration-
nelles a coefficients dans K :
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Lemme 3.6.3. L’application v : L — L est un endomorphisme de L sur K si et seulement si
pour tout k € N, pour tous ay,...,ar € L, pour toute fraction fractionnelle % e K(Xy,...,Xx)
tels que T'(ay,...,a;) # 0,

S(ay,...,ax) _S(w(al),...,w(ak))
dj <T(a17"'aak)> a T(ﬂ’(m%ﬂ(%))

Démonstration. Supposons que % soit un endomorphisme de L sur K. Tout d’abord, si x € K,
on a

() = Y(z-1)
= (1) (car ¢ est une application K-linéaire)

= x -1 (car ¢ est un morphisme d’anneaux unitaires)

=z
Soient maintenant k € N\{0}, a1,...,a; € Let P = Z Ao X0 XTE € KX, X,
T1yeeny ’!‘kGN
0<ri+-+rp<d
On a
w(P(a’la . 7ak>) = w Z )\7’17---77%0’71"1 - azk

Tl,...,T‘kGN
0<ri+---+rg<d

Tk

= Z Argyro ¥ (@ft -+ - a®) (car 1 est une application K-linéaire)

1”17...,7“]€€N
0<ri+-+rp<d

= Z Arpere (0(a1))™ -+ (¥(ax))™ (¢ est un morphisme d’anneau unitaire)

71y, TEN
0<ri+-+rp<d

= P(d(ar),...,¥(ax))

Enfin, soit % € K(X1,...,Xy) tels que T'(ay,...,ax) # 0. On a alors

W <§H> - ZE;EZ; :Zz;g (car 1) est un morphisme de corps)
_ igiigi;: ' ::ZEZZ;; (par ce que l'on vient de démontrer).

Réciproquement, supposons que ’application ¢ préserve toute fraction rationnelle & coeffi-
cients dans K et montrons que ¥ est un endomorphisme de L sur K :sia,be Let \,ue K,
onay(l) =1,

P(a+b) =9((X1 + X2)(a,0)) = (X1 + X2) (¢(a), (b)) = ¥(a) + ¥(b),
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P(ab) = ¢Y((X1X2)(a,b)) = (X1X2)(¢(a), (b)) = ¥(a)i(D)
et

Y(Aa + pb) = P ((AX1 + pX2)(a,b)) = (AX1 + pXa)(¥(a), (b)) = M (a) + pp (D).

Remarque 3.6.4. Supposons que ¢ soit un endomorphisme de L sur K.

e Siun élément x de L est une racine d’un polynéme P de K[X], alors 1(z) est également
une racine de P dans L. En effet, on a

P((x)) = ¥ (P(x)) = (0) = 0.

e S'il existe aq,...,a; € L tels que L = K(ay,...,aq;), alors ¢ est déterminé par les images
respectives de ay, ..., a; par ¢ (d’apres la proposition I-23, tout élément de L est alors
une fraction rationnelle & coefficients dans K évaluée en les éléments a1, ..., q;).

Ezemple 3.6.5. Soit ¢ : Q(v/2) — Q(+/2) un endomorphisme de Q(+/2) sur Q. Tout d’abord,
comme ’extension Q(+/2) est de degré fini sur Q, ¢ est un automorphisme de Q(v/2) sur Q
(ie. 6 € Gal(Q(v2)/Q)).

Ensuite, ¢ est déterminé par I'image de /2. Or, comme /2 est racine du polyndéme X2 —2 e
Q[X], ¢(v/2) est également une racine de X2 — 2 dans Q(v/2) : on a donc ¢(v/2) = /2 ou
#(v/2) = —v/2. L’application ¢ est donc soit I'application

Qv2) - QK2
a+bvV2 — a+b/2

i.e. I'identité de Q(+/2) soit I’application

. QWv2) - Q(v2)
p a+bvV2 — a—b/2

Réciproquement, ces deux applications sont des automorphismes de Q(\/?) sur Q. On a
donc

Gal(Q(v2)/Q) = {idQ(ﬁ),p}
(remarquons que p? = idg(y3))-

Intéressons-nous maintenant plus précisément a ’ensemble Gal(L/K') des automorphismes
de L sur K. Muni de la composition, il s’agit d’un groupe, appelé groupe de Galois de L sur K :

Proposition 3.6.6. Gal(L/K) est un sous-groupe du groupe des bijections de L dans L.

Démonstration. L’identité de L est tout d’abord un automorphisme de L sur K. Nous avons
par ailleurs déja remarqué (cf. remarque B632) que l'inverse d'un automorphisme de L sur K
était un automorphisme de L sur K. Enfin la composition d’applications linéaires, resp. de
morphismes d’anneaux unitaires, d’applications bijectives est une application linéaire, resp. un
morphisme d’anneaux unitaires, resp. une application bijective. O
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Ezxemple 3.6.7. Nous avons montré dans I'exemple BG4 que le groupe de Galois Gal (Q(\/ﬁ) / Q)
était un groupe a deux éléments, (nécessairement isomorphe) a Z/27Z.

En lien avec notre probléme initial, déterminons le groupe de Galois de Q((,) sur Q pour
tout n € N\{0} :

Théoréme 3.6.8. Soit n € N\{0}. Il existe un isomorphisme de groupes

(Z/nZ)" — Gal(Q(¢n)/Q)
ou (Z/nZ)* désigne le groupe des éléments inversibles de Z/nZ.

Démonstration. Soit m € Z un entier premier avec n. On commence par définir 'application
Y qui & tout élément P((,), P € Q[X], de Q(¢,) = Q[¢,] associe P ((]*) (en particulier,
Ym(Cn) = ). L’application 1y, est alors un automorphisme de Q(¢,) sur Q i.e. un élément

de Gal (Q(¢»)/Q).
En effet, ¢, est un endomorphisme de Q((,) sur Q car, si P1, P» € Q[X] et A1, A2 € Q, on
a

Y (MPLC) + XA2Pa(Gn)) = (AP + X2 P2)(Gn))
= (MP+ AP) ()
= MP(G) + ()
= MYm(Pi(Gn)) + Aatom (Pa(Cn))

et
Um (Pl(gn)PQ(Qz)) = ((P1P2)(Cn))

= (P1P2) (&)

(&

= PG P (¢

Comme de plus 'extension Q(¢,,) est de degré fini sur Q, 1, est un automorphisme de Q(¢,,)
sur Q.

Remarquons maintenant que si m’ € Z est un entier premier avec n et congru & m modulo 7,
il existe k € Z tel que m’ = m + kn et donc

! k
G =Gttt =GRt = ¢
ce qui montre que ¥, = ¥, et justifie que I’application

v, @D~ Gal(@(G)/Q)

m — Ym

est bien définie.

Nous allons & présent montrer que 'application ¥ est un isomorphisme de groupes.
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Il s’agit tout d’abord d’un morphisme de groupes car, si my,ms € (Z/nZ)™, on a

v (mil W?) = (mlm2) = ¢m1m2

et

wmlmz(Cn) = anlm?
= @Gy

- X

n

= ¢m1 (Xm2 (Cn))
= Ym ()

= wml (wm2 (Cn))

= PYmy © Vmy(Gn),

donc Ym,ms = Ymy © ¥m, (un endomorphisme de Q(¢,,) sur Q est déterminé par I'image de n,,)
Le. W (my mp) = ¥ (m1) o ¥ (my).

Le morphisme de groupes ¥ est ensuite injectif : soit m € (Z/nZ)™ tel que v, = idy, alors,
en particulier, (™ = ¢, et donc ("' = 1. Comme (,, est d’ordre n dans le groupe des racines
de I'unité, n divise m —1 et doncm —1=01i.e m = 1.

Montrons enfin que ¥ est surjectif. Soit ¢ € Gal (Q({,)/Q). Alors, comme (,, est une racine
du polynéme cyclotomique ®,,, il en est de méme pour ¥((,) : il existe donc m € {1,...,n}
premier avec n tel que ¥((,) = (" et donc ¢ = 1, = V(). O

En particulier, si p = 1+ 22" est un nombre de Fermat premier, m € N, le groupe de Galois
Gal (Q(¢p)/Q) est cyclique (car alors (Z/pZ)™ est cyclique d’ordre p — 1 car Z/pZ est un corps
fini car p est premier).

Soit alors p un générateur de Gal (Q((,)/Q). Pour tout k € {0,...,2™}, notons ensuite Gy
le sous-groupe de Gal (Q({,)/Q) engendré par p?". Remarquons que Gy = Gal (Q(¢p)/Q), que
Gom = {idQ(Cp)} (car p22m =pPl = idg(¢,)) et que l'on a une suite d’inclusions

{idg()} = Gam = Gamy = -+ = Gr = Go = Gal (QUG)/Q)

2
(pour tout k € {0,...,2m — 1}, p2" = (ka) € Gy).

Nous allons appliquer a cette suite d’inclusions la propriété suivante, issue de la théorie
de Galois, pour obtenir une suite d’extensions qui nous permettra, via le théoreme B2, de
montrer que le nombre complexe ¢, est constructible.

Proposition 3.6.9. Soit S un sous-ensemble de Gal(L/K) et notons
LS :={ze L |YyeS )=z}

L’ensemble L° est un sous-corps de L contenant K .
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Démonstration. Pour tout ¢ € S, (1) = 1 (car tout élément de S est en particulier un
automorphisme de L sur K donc un morphisme d’anneau unitaire) donc 1 € LS.
Soient maintenant z,y € L°. Pour tout % € S, on a

Y —y)=v@) —Yy) =z -y,

Y(zy) = (2)Y(y) = vy
et, si x # 0,
¥ (27h) =v@) =2t

donc z —y, zye L% et, si x # 0, 2! € LS : L est donc un sous-corps de L.

Enfin, si a € K, on a, pour tout ¢ € S, ¥(a) = a (car toute application de S est en
particulier un automorphisme de L sur K donc laisse fixe tous les éléments de K) : LS contient
donc K. O

Remarquons également que si S1 et Sp sont deux sous-ensembles de Gal(L/K) tels que
Sy < 8o, alors L2 < L5 :si x € L2, on a, pour tout 1 € S; < Sy, ¥(x) = .

Nous allons appliquer cette remarque et la proposition BB a la suite d’inclusions de sous-
groupes de Gal (Q((p)/Q) définie plus haut pour terminer la preuve du sens réciproque du
théoreme de Gauss-Wantzel B

3.7 Sens réciproque du théoreme de Gauss-Wantzel : fin de la
preuve

Reprenons notre nombre de Fermat premier p = 1 + 22" avec m € N. Nous avions justifié
que si nous parvenions a montrer la constructibilité du nombre complexe ¢, cela montrerait le
sens réciproque du théoreme de Gauss-Wantzel.

Reprenons la suite d’inclusions

{idg()} = Gam = Gamy = -+ = Gi = Go = Gal (QUG)/Q)

de sous-groupes du groupe de Galois Gal (Q((,)/Q) définie plus haut, et appliquons-lui la
proposition B69 : si, pour tout ¢ € {0,...,2™}, on note L; := Q(CP)G", obtient une suite

LQCL]_C -"CLzm_chQm
de sous-corps de Q((,) contenant Q avec Lom = Q((,)%>™ = Q(Cp){id@(cp)} = Q(¢)-

Nous allons maintenant montrer que cette suite d’extensions et ¢, vérifient le critere suffisant
de constructibilité du théoreme B=24 :

Théoréme 3.7.1. On a

e Ly =Q (= Q({0,4})),
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b Cp € L2m = Q(Cp);
e pour toutie {1,...,2™}, [L;: Li_1] = 2,
et le nombre complexe (, est donc constructible a partir de {O, A} par le théoréme B24.

Démonstration. Rappelons que nous avions considéré un générateur p du groupe cyclique
Gal (Q(¢p)/Q) d’ordre p— 1 : on a donc

Gal (Q((p)/Q) = {idg(c,), ps- > P72}

Par ailleurs, comme ¢, est une racine de ®, € Q[X|, pour tout I € {0,...,p— 2}, p' ({,) est
également une racine de ®, dans Q((,) : il existe donc r € {1,...,p — 1} tel que p! ((,) = G
(p est premier). De plus, si p''((,) = p'2((p) avec 1,12 € {0,...,p — 2}, alors p1t = p2 (un
automorphisme de Q((p) sur Q est déterminé par sa valeur en () et donc {1 = Iy (p engendre

Gal (Q(¢)/Q))-

On déduit des considérations précédentes que

{Cp,ﬂ((p),---,ﬂp_2(<p)} = {Cp,Cg,..-,Cg_l} ’

Or la famille {Cp, Cg, ey 5_1} est libre sur Q. En effet, si Ay,...,\p—1 sont des scalaires de Q

p—1 p—1

tels que 0 = 2 AsCp = (Z As X° ) (¢p) alors le polynome Z As X7, de degré au plus p — 1,
s=1 s=1

annule ¢, et est donc un multiple de p¢, 9 = ®p =1+ X +---+ XP~1 ] existe donc a € Q tel

que
MX 4+ N XP =g+ aX + - +aXP!
p—1
et donc nécessairement a = 0 i.e. Z AsX®=0ie Ay =---= X1 =0.
s=1
La famille & p—1 éléments {Cp, p(Gp), - - pP~2(Gp) } = {gp, e, 5‘1} est ainsi une Q-base

de Q(¢p) ([Q(¢) : Ql=p—1).
On utilise cette propriété pour montrer tout d’abord que Ly = Q(Cp)Gal(Q(CP)/ Q = Q.

Soit x € Ly < Q((p). D’apres ce que 'on vient de démontrer, il existe ag, ..., ap,—2 € Q tels
que
T =aoCp+ -+ ap_gpp_2( ¢p)
Comme = € Ly = Q(¢,) % QDD |y e Gal (Q(¢,)/Q) et pP = idg(,), on a ensuite

z = p(x) = aop(Cp) + -+ + ap 10”2 (Gp) + ap—2(p = ap—2Gp + aop($p) + -+ + ap_197 ()
Par indépendance linéaire de la famille {Cp, (&), -, p”*z(Cp)}, on obtient alors que a,_2 = ag
et, pour tout L € {1,...,p— 2}, a; = a;_1.

Ainsi,

T = aolp+-- '+a0pp_2(<p) = ao (Cp t+-- PP_Q(CP)) =ao (gp teot Cé’_l) = ao (Pp(Gp) —1) = —ap € Q
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et donc Ly = Q.
Nous allons a présent montrer que pour tout ¢ € {1,...,2™}, [L; : L;—1] = 2. Afin de
simplifier, notons tout d’abord d := 2™. Soit ensuite ¢ € {1,...,d} et notons
2d—i-1
wii= 3 G eC
k=0
Rappelons que {Cp,p(Cp), e ,pp_Q(Cp)} = {Cp,g‘g, ce 5_1} et que p engendre le groupe cy-

clique Gal (Q(¢,)/Q) : en particulier, o; € Q((,). Remarquons ensuite que si k € {0,...,297 1},
2ik € {0,...,p — 2}, car alors

0<2%<2"(2d*i—1)zzd—2i<2d—1=p—2

(p=1+2%.
Nous allons prouver que «; € L;\L;—1 : ceci montrera en particulier que [L; : L;—1] = 2.
Prouvons tout d’abord que a; € L; = Q(()% = Q(¢p)% ou Gy est le sous-groupe de
Gal (Q(¢p)/Q) engendré par p?', autrement dit prouvons que p? (o;) = a; : on a

PP (ew) = o D PPRG)
k=0
2d7i_1 . .
= > (p”(cp))
k=0
2d_i_1 . .
= Z prre k(Cp)
k=0
P
_ 2 ;02 (k—H)(Cp)
k=0
2d7i

= Z PQik(Cp)
k=1

2d—i_1

S PR(G) = a

k=0

car

PZiX?d_i(Cp) = P2d(Cp) = Pp_l(Cp) = idQ(Cp)(Cp) =(p = pZiXO(Cp)'



3.7. SENS RECIPROQUE DU THEOREME DE GAUSS-WANTZEL : FIN DE LA PREUVEAT

Prouvons maintenant que «; ¢ L;_1 i.e. p2i_1(ai) ¢ a;. On a

24—
i—1 i—1 i
7 () = p° > pPH(G)
k=0
2d7i_1 i1 .
- >/ (p“(Cp))
k=0
2d—i_1 .
lk 1—
_ Z 2"k+2 gp)
Comme
1<k +27 < 2 (24 1) 427
= 27— 271 (car 2071 — 20 = 271(1 — 2) = 27
= p—1-2"1
< p— 27
i—1 2d77;_1 i i—1 i—1
L’écriture p* (o) = Z p?FH270(¢,) est la décomposition de p* (o) dans la Q-base
k=0
2d=i—-1
{Go p(Gp)s - - - ,pp_Q(Cp)} de Q(¢p), décomposition différente de la décomposition a; = Z p?*(¢)
k=0

de «; car, par exemple le terme ¢, apparait dans la seconde somme mais pas dans la premiere :
les éléments «; et p? (al) de Q(¢p) sont donc différents, et a; ¢ L;—1.

En particulier, comme L; contient un élément qui n’est pas dans L;_1, le degré de L; sur
L; 1 est au moins 2.

Montrons enfin que pour tout j € {1,...,d}, [L; : Lj_1] est égal a 2. D’apres le théoreme
18 de multiplicativité des degrés, on a, puisque Lo = Q et Ly = Q((p),

27=p—1=[Q(¢): Q] =[Lq: Lo = [La: La_1]---[L1 : Lo].

Or, pour tout j € {1,...,d}, [L;j : Lj_1] > 2 et §'il existait un indice jo € {1,...,n} tel que
[Ljy : Ljo—1] > 2, le produit [Lg: Lg_1]---[L1 : Lo] serait alors strictement plus grand que 2,

ce qui n’est pas le cas : on a donc bien, pour tout j € {1,...,d}, [L; : Lj—1] = 2. O
Remarque 3.7.2. Avec les notations de la preuve ci-dessus, pour tout i € {1,...,d}, L; =
Li,l(ai).

Nous avons ainsi terminé la démonstration du théoreme de Gauss-Wantzel dont nous rap-
pelons ci-dessous 1’énoncé :
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Théoréme 3.7.3 (Théoreme de Gauss-Wantzel). Soit n € N\{0;1;2}. Le polygone régulier a n
cotés Ry, est constructible a partir de {O, A} si et seulement si n est le produit d’une puissance
de deux et de nombres de Fermat premiers et deux o deux distincts.

Ezemple 3.7 4. e Le triangle équilatéral est constructible a la regle et au compas.

Le carré est constructible a la régle et au compas.

Le pentagone régulier est constructible a la regle et au compas.
L’hexagone régulier est constructible a la regle et au compas.
L’heptagone régulier n’est pas constructible a la regle et au compas.
L’octogone régulier est constructible a la regle et au compas.

Le nonagone (ou ennéagone) régulier n’est pas constructible a la régle et au compas.
Le décagone régulier est constructible a la régle et au compas.

Le hendécagone régulier n’est pas constructible a la regle et au compas.
Le dodécagone régulier est constructible a la regle et au compas.

Le tridécagone régulier n’est pas constructible a la régle et au compas.
Le tétradécagone régulier n’est pas constructible a la regle et au compas.
Le pentadécagone régulier est constructible a la regle et au compas.
L’hexadécagone régulier est constructible a la regle et au compas.
L’heptadécagone régulier est constructible a la régle et au compas.
L’octadécagone régulier n’est pas constructible a la regle et au compas.
L’ennéadécagone régulier n’est pas constructible a la regle et au compas.

L’icosagone régulier est constructible a la regle et au compas.



Chapitre 4

Courbes paramétrées

4.1 Introduction

Soit d € N\{0}. Dans tout ce chapitre, on se place dans l’espace vectoriel R muni de la

norme euclidienne
R? —  [0;+00[

d
2
2 L
i=1

Dans ce contexte, on rappelle que si I est un intervalle de R, si

(ml,...,xd) >

Py .
ot f(t) = (A1), ..., fa(t))

est une fonction vectorielle et si k € N U {00}, f est dite dérivable sur I, resp. de classe ck
sur I, si toutes les fonctions fi, ..., fq sont dérivables sur I, resp. de classe C* sur I. Si f est
dérivable sur I, on note f’ la fonction vectorielle

I - R¢
t o= (fit),. .., f4(D)

et, pour tout t € I, si he Rest tel quet+ hel,ona

f(tJrh})Lf(t) f/(t).

h—0

Si I est un segment [a,b] avec a,b € R tels que a < b, on dit que la fonction vectorielle
f est intégrable au sens de Riemann (ou Riemann-intégrable) sur [a,b] si toutes les fonctions

b
fi,..., fn sont intégrables au sens de Riemann sur [a,b], et on note alors J f(t)dt le vecteur
a

(Lb fit)de, ..., Lb fd(t)dt)
49
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de RZ. Si f est Riemann-intégrable sur [a,b], on a I'inégalité

[ bf(t)dtH < [1spa

4.2 Notion de courbe paramétrée

Soit k € N U {o0}. Une courbe paramétrée (ou arc paramétré) de classe C* dans R? désigne

toute fonction vectorielle de classe C*
y:I— R?

ou I est un intervalle de R. Une courbe paramétrée dans R? est appelée une courbe paramétrée
plane.

Commengcons par donner quelques exemples de courbes paramétrées :

Ezemple 4.2.1. 1. L’application R — R? ; ¢ +> (¢, ) est une courbe paramétrée de classe C*.
2. L’application R — R? ; ¢+ (¢2,¢3) est une courbe paramétrée de classe C*.
3. L’application [0, 27[— R? ; ¢ — (cos(t),sin(t)) est une courbe paramétrée de classe C*.

4. L’application R — R3 ; ¢ +— (cos(t),sin(t),t) est une courbe paramétrée de classe C®
(dans R3).

Remarque 4.2.2. Par définition, une courbe paramétrée est une fonction vectorielle (au moins)
continue.

Soit k€ N U {0} et soit v : I — R? une courbe paramétrée de classe C*. On prendra bien
garde de ne pas confondre la courbe paramétrée v avec son support :

Définition 4.2.3. Le support de la courbe paramétrée v est l’image

Cyi={r(t) [ te )

de 7y et on dit alors que v est une paramétrisation de C,. Le support d’une courbe paramétrée
sera simplement appelé courbe.

Ezemple 4.2.4. Reprenons les exemples de 'exemple B—211.
1. Le support de la courbe paramétrée n° 1 est la droite d’équation y = x dans R2.

2. Le support de la courbe paramétrée n°2 est la courbe cuspidale d’équation y?> = 23

dans R?.
3. Le support de la courbe paramétrée n° 3 est le cercle unité dans R? d’équation z2+y2 = 1.

4. Le support de la courbe paramétrée n°4 est une courbe hélicoidale dans R3.
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Remarque 4.2.5. Deux courbes paramétrées différentes peuvent avoir le méme support. Par
exemple, le support de la courbe paramétrée R — R2 ; ¢ — (¢3, %) est, comme dans I’exemple 1
ci-dessus, la droite d’équation y = z dans R?, et le support de la courbe paramétrée R —
R? ; ¢ — (cos(t),sin(t)) est, comme dans l'exemple 3 ci-dessus, le cercle unité dans R?. Une
méme courbe peut ainsi posséder plusieurs paramétrisations.

La courbe paramétrée v contient plus d’informations géométriques que son support C, :
la fonction vectorielle v correspond a une “facon de parcourir” la courbe C. Deux paramétri-
sations de C, seront considérées comme équivalentes si I'on peut passer de I'une a l’autre par
composition avec un difféomorphisme :

Définition 4.2.6. Soit n : J — R? une courbe paramétrée de classe C*. On dit que la courbe
paramétrée v est CF-équivalente d la courbe paramétrée n s’il existe un CF-difféomorphisme
o:J — I tel que yoo =1, et on dira alors que n est une reparamétrisation de classe C*

de C,.

Remarque 4.2.7. Sin : J — R est une courbe paramétrée CO-équivalente & -y, on a bien
Cy =C, :sio:J— I est un homéomorphisme tel que v oo = 7, alors

Cyp={n(s) | seJt ={y(o(s)) | se J} ={r(t) | teT}.

Ezemple 4.2.8. 1. La courbe paramétrée R — R? ; t > (t3,13) est C%-équivalente & R —
R? ; t > (,t), via ’homéomorphisme R + R ; ¢+ t5.

2. La courbe paramétrée
R — R?

n: 1-t2 2t
to— T e

est une reparamétrisation de classe C* de la courbe C), ol

) =ma - R2
P29 (cos(h),sin(0))

(la courbe C,, est constituée du cercle unité de R? privé du point de coordonnées (—1,0)).

En effet, si 0 €] — 7, 7|,
0
cos(f) = cos (2 X 2)

N D
N——

— sin? (

~— [ — “ N\

|
-+
]
=
[\
—~

~— [ — — [ —
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et

sin(6) — sin <2 « g)

cos? (3) (1 + tan? (9))
_ 2tan (%)

dong, si 'on note o le C*-difféomorphisme

R - J—mmn|
t +— 2arctan(t)

d’inverse
|—mn — R
0 — tan (g) ’
on a
noaflzp ie. poo=mn.

Remarquons que, si k € N, la C*-équivalence est bien une relation d’équivalence.

Lemme 4.2.9. Soit k € N et notons y1 ~g Y2 st 71 et y2 sont deux courbes paramétrées de
classe C* telles que v, est C*-équivalente & vo. La relation ~j, est une relation d’équivalence.

Démonstration. La relation ~j est tout d’abord réflexive : si la courbe paramétrée ~ de classe
CF, alors 4 ~j 7 car v oid; = 7 et l'identité id; est une fonction de classe C* (et donc en
particulier de classe C*) sur 1.

La relation ~y, est ensuite symétrique. En effet, si v, : [; — R?% et 5 : I — R? sont deux
courbes paramétrées de classe C¥ et o : Iy — I; est un C*-difféomorphisme tels que 1 00 = o,
alors 5 o o1 = v et ol : I} — Iy est également un Ck—difféomorphisme donc vo ~§ 7.

La relation ~j est enfin transitive : soient 71 : I} — R%, ~5 : [ — R%, ~3 : I3 — RY trois
courbes paramétrées de classe C* et deux C*-difféomorphismes o : Iy — I;, 7 : I3 — I tels que

100 =77 et yoT =173

Alors on a

yo(coT)=(y100)0T =207 =73.
L’application composée o o7 : I3 — I; étant également un C*-difféomorphisme, la courbe
paramétrée 1 est bien C*-équivalente & ;. 0

Dans la suite de ce chapitre, nous allons introduire et étudier différentes notions générales
des courbes paramétrées.
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4.3 Multiplicité et simplicité
Soit v : I — R et soit to € 1.

Définition 4.3.1. Soit m € N\{0}. On dit que le point y(to) de la courbe C, paramétrée par
v est de multiplicité m si 'ensemble {t € I | v(t) = ~(to)} des antécédents de ~(ty) par =y
est fini de cardinal m. Si l’ensemble {t € I | y(t) = v(to)} est infini, on dit que y(ty) est un
point de multiplicité infinie de C..

Un point de multiplicité 1, resp. 2, resp. 3, sera également dit simple, resp. double, resp.
triple.

Exemple 4.3.2. 1. Le point (0,0) du lemniscate de Bernoulli paramétré par la courbe para-
métrée (de classe C*)

[0,27] — R

P cos()  sin(0) cos(0)
0 = (1+sin2(0)’ 1+sin? () )

est un point double ((0,0) = p (%) = p (2£)).

2. Tout point du cercle unité de R? paramétré par la courbe paramétrée [0, 27[— R? ; ¢+
(cos(t),sin(t)) est simple.

3. Tout point du cercle unité de R? paramétré par la courbe paramétrée R — R? ; ¢ —
(cos(t),sin(t)) est de multiplicité infinie.

4. On considere la courbe paramétrée (de classe C°)

[0;2] — R!
VR t site[0;1],
2—t site[l;2],

de support le segment [0;1] : le point 0 est 'unique point simple de la courbe C, para-
métrée par 7 et tous les autres points de C,, sont doubles.

Remarque 4.3.3. e Si y(tp) n’est pas un point simple de la courbe C, (paramétrée par v),

C,, possede une “auto-intersection” en ~y(t).

e Sin:J — R est une reparamétrisation de C, donnée par un homéomorphisme o : J — I,
la multiplicité du point y(tp) = 7 (ail(to)) de Cy = C, paramétrée par 7 est la méme
que la multiplicité du point v(tg) de C paramétrée par v : on a

{seJ|n(s) = n(ail(to))} {360 Y [ n(s) = n (o 71(t0))}

(
- "{telln(e'(t) =n(c"'(t))})
= o ({tel |yt =)}

et 0! est une bijection de I sur .J.
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La courbe paramétrée 7 sera dite simple si pour tout ¢ € I, v(t) est un point simple de
la courbe C, paramétrée par v, i.e. si v est une application injective, et dans ce cas, par la
remarque précédente, toute reparamétrisation de C est également simple.

Remarque 4.3.4. Si f: I — R est une fonction de classe C* sur I'intervalle I, I’application

I — R
t o= (4 f(1))

est une courbe paramétrée plane de classe C* simple, dont le support est le graphe de la
fonction f.

4.4 Tangence

Reprenons les notations de la section précédente. Nous allons considérer des notions de
vecteur tangent et de droite tangente a la courbe paramétrée + en ty. Nous ne définirons ces
notions qu’en des points “localement simples” :

Définition 4.4.1. On suppose qu’il existe un intervalle ouvert J de R contenant ty tel que
pour tout t € (I n J)\{to}, v(t) # ~(to) (i-e. tel que le point v(ty) est un point simple
de la courbe CWM). Soit ensuite v un vecteur non nul de R%. On dit que le vecteur v est
tangent a la courbe paramétrée v en ty si le vecteur unitaire H%H est a la limite, quand t €

(I n J)\{to} tend vers to, de la suite des vecteurs directeurs unitaires des droites passant par
les points ~y(to) et y(t), précisément si

7(t) —y(to) LU -k v

t +-—.
[7(#) =~ (o)l ternin]—otol. t=to 0] [7(£) = (o)l terninlto,+ocl, t—ta 0]

Remarque 4.4.2. Un vecteur tangent a une courbe paramétrée est, par définition, non nul.

Supposons donc qu'’il existe un intervalle ouvert J de R contenant ty tel que le point v(to)
est un point simple de la courbe Cw 1y~ Commencons par remarquer que si u et v sont deux
vecteurs tangents a 7y en tg, alors u et v sont nécessairement colinéaires : on a H%H = i”“ﬂ.

Si v posseéde un vecteur tangent v en tg, on définit ainsi la droite tangente & v en ¢ty comme

étant la droite affine de direction v passant par 7(tp).

Ezemple 4.4.3. 1. Si v est la courbe paramétrée plane R — R? ; ¢ — (¢,t?) (de support la
parabole d’équation y = x? dans R?), on a, si t € R*,

’Y(t) B ’Y(O) _ 1 ( 2)
[v(@®) =) V2t

(tv t2) =

1 1
- ——(sen(t), |t]),
VT E T e If)

ol sgn(t) := {11 Zi z z 8’, et donc
(1) = 5(0) o @ 2020 o

/(D) =7 (O)] 0. =0 () =) 0. <0

Ainsi, le vecteur (1,0) est tangent a la courbe paramétrée v en 0 et la droite tangente a
v en 0 est la droite d’équation y = 0 (v(0) = (0,0)).
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2. Si maintenant «y est la courbe paramétrée R — R? ; t > (¢2,3) (de support la courbe
cuspidale d’équation y? = 2% dans R?), on a, si t € R*,

7(t) = 7(0) 1
o]~ varEt )= (2,6%) =

et le vecteur tangent (1,0) est donc tangent -y en 0.

(1,t) —— (1,0)

1
V1427 150, 120

124/1 4 2

3. Si 7 est la courbe paramétrée R — R? ; ¢ — (¢, |t|), v ne posséde pas de vecteur tangent
en 0 : en effet, sit # 0, on a

(t) —~(0) 1 )
IIz(t)—z(O)H - m(t’ t) = !t!\f(t t]) = E(Sgn(t),l)

et donc
1(t) = ~(0) Loy e 2020 L
[v() =7(0)] t=0, >0 /2" [v(t) = v(0)] =0, t<0 /2

1 e
mais les vecteurs \[(1 1) et f( 1,1) ne sont pas colinéaires.

(_L 1)7

4. Si enfin 7 est la courbe paramétrée
R — R?

; (t4 cos (%) ,ttsin (%)) sit#0,
(0,0) sit=0,

7 est de classe C! et v ne posséde pas de vecteur tangent en 0 (cf. feuille de TD 4).

Par définition, la courbe paramétrée v posseéde un vecteur tangent en tg si et seulement si

v(t) = (to)
Iy (t) —~(to)ll’

different que d’un scalaire +1. Si y est dérivable en tg, on a une condition suffisante d’existence
d’un vecteur tangent (et donc d’une droite tangente) en ty plus “simple”

la quantité te (InJ)\{to}, possede des limites & gauche et a droite en ty qui ne

Proposition 4.4.4. On suppose que ~y est dérivable en to. Si +'(tg) # [} (ot [} désigne le
vecteur nul de R?), alors v'(tg) est un vecteur tangent d v en tg.

Démonstration. Comme ~ est dérivable en ty, d’apres le théoreme de Taylor-Young, il existe
. d —
une fonction € : I n J — R® telle que €(t) P 0 et, pour tout te I nJ,
—10

Y(t) = v(to) + ' (to)(t = to) + (t — to)e(t).
(¢

(

Soit t € I n J, on a donc y(t) — y(to) = (t — to) (¥ (to) + €(t)) et, si t > to,
€(
(

V() —(to) _ (t—1t0)(Y(to) + €(t)) _ '(to) +€(t) 7 (to)
V() = ()| [t —tol |7/ (to) + @) |7/ (to) + e(®)] ternsnlto +ool, t—to [/ (t0)]’
et, sit < tg,
V() —(to) _ (E—to)(Y(to) +€(t)) _ (o) +€(t) ~ 7(to)
[v(@) = (o)l [t —tol |/ (to) + €(@)] |7/ (to) + €@ ternTn)-otol, t—to [V (t0)]

O
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Ezemple 4.4.5. 1. Si 7 est la paramétrisation [0, 27[— R? ; 6 — (cos(#),sin()) du cercle
unité de R? et si § € [0,27[, on a

Y (0) = (—sin(0),cos(9)) # 0

et (—sin(f),cos(f)) est donc un vecteur tangent a v en 6. La droite tangente & + en 6
est la droite d’équation de direction le vecteur (—sin(#),cos(6)) et passant par le point
(cos(0),sin(#)) i.e. la droite d’équation

—sin(f)(y — sin(f)) — cos(0)(z — cos(f)) =0 <= sin(f)y + cos(f)z =1
dans R2,
2. Si 7y est la paramétrisation
[0, 27 R

cos(f)  sin(f) cos(h)
0 = <1+sin2(9) > 1+sin?(0) )

du lemniscate de Bernoulli, on a, si 6 € [0, 27,

—sin sin® — cos cos(0) sin cos?(0) — sin? sin? — sin(#) cos cos(f) sin
7,(9):< (0)(1 + sin“(6)) (6)(2cos(0) sin(6)) (cos”(0) (6))(1 + sin*(9)) (6) cos(6) (2 cos(6) (9))>

(1 + sin2(0))2 ’ (1 + sin*(6))?

1 _1 3 11
et donc 7' (§) = (=5, —3) et ¥ (F) = (3.—3)-
La droite tangente a 7 en 3 est donc la droite d’équation y = x dans R? et la droite

tangente & v en 3T est donc la droite d’équation y = —z dans R? (v (7) = (3—”) = (0,0)).
'(to)

Remarque 4.4.6. Si ~y est dérivable en tg et 7/ (ty) # 0, le vecteur unitaire ”7,( 70| correspond a
la “direction instantanée” en t, du parcours de C,, par v, et la quantité |y/(to)| correspond a
la "vitesse instantanée” (absolue) en t.

On suppose dans la suite de la section que « est dérivable en 0.
Définition 4.4.7. Si +'(tg) # 6), on dit que la courbe paramétrée v est réguliere en to. Si

v (to) = 6), on dit que 7y est singuliére en ty. Si vy est réguliére en tout point de I, on dit que
v est une courbe paramétrée régquliere.

Ezemple 4.4.8. Les deux courbes paramétrées de I’exemple 23 sont régulieres.

Remarque 4.4.9. e D’apres la proposition B2, si v est réguliere en tg, alors v posséde un
vecteur tangent (et donc une droite tangente) en ¢y. La réciproque de cette assertion est
cependant fausse : par exemple, dans le deuxieme exemple de 'exemple B473, ~ possede
un vecteur tangent en 0 alors que 7/(0) = (0,0).

e Sin: I — R? est une courbe Cl-équivalente & v et si v est réguliere, alors 7 est également
réguliere. En effet, si o : T — I est un difféomorphisme tel que yoo = 7 alors, pour s € I

—

1 (s) = (yoo)(s) =0'(s)-7'(a(s)) # 0
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(car pour tout t € I, ~'(t) # 0 par hypothése, et pour tout s € I, o'(s) # 0 car o est
un difféomorphisme). Remarquons également que la reparamétrisation 7 de C, modifie,
du scalaire multiplicatif |o”(s)], la “vitesse instantanée” en (o (s)) et, si o’(s) est négatif,
renverse la “direction instantanée” en y(o(s)).
Plus “généralement”; si I'une des dérivées de + ne s’annule pas en tg, 7 possede un vecteur
tangent en ¢ :

Proposition 4.4.10. Soit k € N\{0} tel que « est de classe C* sur I nJ et tel que pour tout
i€{0,...,k—1}, vD(tg) = 0 et ¥ (tg) = 0. Alors v (ty) est un vecteur tangent v en to.

Démonstration. Comme 7 est de classe C* sur I nJ, par le théoréme de Taylor-Young, il existe
une fonction € : I n J — R telle que €(t) - 0 et telle que, pour tout t € I N J,
—10

v ®) (to)
k!

78 (to)
k!

(car pour tout i € {0,...,k — 1}, v)(¢y) = 0). Ainsi,

Y(t) = y(to)+ (to) (t—to)+- - -+ (t—to)"+(t—to)"e(t) = y(to)+ (t—to)"+(t—to)"e(t)

V() = y(te) TR o)t + (¢ — to)Fe(t)
[7v(t) =~ (to)] HW(ZW (t—to)k + (t — to)ke(t)H
B kY (to) + Kle(t)
= sgn(t tO) ny(k) (tO) + k‘e(t)H
et dong, si t >,
7(t) = (to) 7 (to)

)

Iy() = v(to)|l ternsnlto+ocl, t—to [vF) (to)|
et sit < tp,
~(t) = (to) Y 7P (to)
Iv(#) =~ (to) | ternin]—w.tol, t—t v ® (to)]

O]

Remarque 4.4.11. Méme si v est de classe C* et si pour tout k € N, ) (to) = 0, ~ peut
posséder une droite tangente en xg : la courbe paramétrée

[0,+0] — R
n: . e_% sit >0,
0 sit=0,

dans R est de classe C* et pour tout k € N, n(k)(O) = 0, bien que, si t €]0, +oo],

n(t) —n0) e

n(t) =n(0)] e

On fait un petit aparté sur une étude du comportement local des courbes planes par rapport
a leurs droites tangentes.

e BN
_
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4.5 Une étude du comportement local des courbes planes

Soit donc 7 : I — R? une courbe paramétrée plane. Soit ensuite ¢y € I tel qu’il existe un
intervalle ouvert J de R contenant ¢y tel que le point v(¢g) soit un point simple de la courbe

C.

NInT"®
On suppose de plus que

e 7 est de classe CV, N e N\{0},

o ilexiste g€ {1,..., N—1} tel que v(9(ty) # 0 et pour tout i € {1,...,q—1}, 7D (ty) = [
(79 (o) est donc un vecteur tangent & + en to d’aprés la proposition EZ10),

e ilexiste r € {g+1,..., N} tel que (") (tg) ¢ Vect {'y(Q)(tg)} et pour tout i € {¢+1,...,7r—
1}, 79 (to) € Vect {719 (to)}.

D’apres le théoreme de Taylor-Young, il existe une fonction € : I nJ — R? telle que

e(t) P 0 et telle que, pour tout te I n J,
—1l0

t —tg)? (t — tg)t? , (t —to)" 1 (t —to)"
t) = ~(¢ (@) (¢ (7 (CEEDNEe SV TRIPY (g D N A S VAV () Ve S VA £ S S i
v(t) = y(to)+7'? (to) g +7\ T (o) G+ 1) +o o+ (o) = 1) +7"(to) ] +(t—to)"e(?)
Or, pour tout i € {g+1,...,7—1}, v (ty) € Vect {V(Q) (to)}. Ainsi, pour tout i € {g+1,...,r—1},
il existe u; € R tel que, pour tout te I n J,

1O=(10) =210} (1t g = 1)+ a0 10 ) 10000 et

Si, pour t € I n J, <€1(t)> désigne le vecteur des coordonnées de €(t) dans la base

ea(t)
{'y(q) (to), ") (to)} de R?, on a alors, dans la base {7(‘1) (to), ") (to)} de R?,

- (t—t0)? B N (- L e

(t—to)q
~ q!
t—to (t—to)"
r!
Au voisinage de tg, quatre types de comportements se présentent alors :

e si g est impair et r est pair, la quantité (¢ —tp)? est négative “a gauche” de ty, positive “a

droite” de tg, et la quantité (t—tg)" est positive : au voisinage de ¢y (ou plutdt de v(tp)), la
courbe Cy, , “traverse” donc le vecteur 7 (to) (ou plutét la droite de direction () ()
passant par (tp)) mais pas le vecteur tangent v(9)(tg) (ou plutét la droite de direction

79 (o) passant par v(tg)), et on dit que to est un point ordinaire de 7,

e si g est impair et 7 est impair, les deux quantités (¢t — to)? et (t — to)" sont négatives a

gauche de ¢y et positives & droite : au voisinage de 7(tp), la courbe Cw 1., traverse donc

les deux vecteurs v(@ (ty) et v (g), et on dit que ty est un point d’inflexion de 7,
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e si ¢ est pair et r est impair, la courbe C, traverse le vecteur tangent *y(q) (tg) au voisi-

[InJ
nage de (to) mais pas v(") (t9), et on dit que ¢y est un point de rebroussement de premiére
espece de 7,

e si g est pair et r est pair, la courbe C, ne traverse aucun des vecteurs (@ (to) et

[InJ
fy(’“) (to), et on dit que ¢y est un point de rebroussement de deuxieéme espece de 7.

Exemple 4.5.1. e La courbe paramétrée plane n : R — R? ; t > (¢,¢?) posseéde un point
ordinaire en 0 (on a ici ¢ = 1, 7 = 2 et 77/ (0) = (1,0), ®(0) = (0,2)).

e La courbe paramétrée plane n : R — R? ; ¢+ (£,3) posséde un point d’inflexion en 0
(onaicig=1,7 =3¢t 7/(0) = (1,0), n®(0) = (0,6)).

e La courbe paramétrée plane 1 : R — R? ; t +— (¢2,43) posséde un point de rebroussement
de premiére espece en 0 (on a ici ¢ = 2, r = 3 et 7 (0) = (2,0), 73 (0) = (0,6)).

e La courbe paramétrée plane 1 : R — R? ; t > (¢2,t*) posséde un point de rebroussement
de deuxiéme espéce en 0 (on a ici ¢ = 2, 7 = 4 et 72 (0) = (2,0), n™(0) = (0,24)).

4.6 Longueur d’une courbe paramétrée

Soit v : I — R? une courbe paramétrée de R%. Nous allons définir une notion de longueur de
la courbe paramétrée . Une idée naturelle est de chercher a approcher la courbe C., support
de v, par des segments, et la “longueur” de C, par la somme des longueurs de ces segments.
Cela nous mene a la définition qui suit, qui utilise la notion de subdivision de I'intervalle I : une
subdivision de I est un uplet (tp,...,%,), n € N\{0}, de points de I tels que tyg < t1 < -+ < ty.
On note X5 I’ensemble des subdivisions de I.

Définition 4.6.1. On dit que la courbe paramétrée v est rectifiable si le supremum

n—1
sup D (tis) = v(t)]
(to,-stn)EXT, nEN\{0} ;2

est fini, et, dans ce cas, on note L(7y) cette quantité que I’on appelle longueur de la courbe paramétrée ~y.

n—1
Remarque 4.6.2. e Si(tg,...,tn),n € N\{0}, est une subdivision de I, la quantité Z [y (tis1) — ()]
i=0
est la longueur de la ligne brisée reliant les points y(to),...,v(t,) de C,.

e Si v est rectifiable, la longueur L(7y) est positive ou nulle.

e Si I est réduit & un point, v est rectifiable et L(vy) = 0.

Avant de donner une condition suffisante de rectifiabilité dans le cas ou I est un segment,
exhibons quelques propriétés a partir de la seule définition ci-dessus :

Lemme 4.6.3. On suppose que la courbe paramétrée v est rectifiable. Alors :
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1. si J est un intervalle de R contenu dans I, la courbe paramétrée restreinte ;7 : J — R?
est rectifiable et L(v) = L (),

2. sicel, L(fy) =L (7|Im]—oo;c]) + L <7|Im[c;+oo[);
3. sia,bel, L(y) = [v(b) —~(a)].

Démonstration. 1. Soit J un intervalle de R contenu dans I et soit (so,. .., sm), m € N\{0},
une subdivision de J. Alors (so,...,Sm) est également une subdivsion de I car J < I.
Ainsi

m— m—1
Z Ia(sisn) = a6l = D0 Iv(sien) = (s))]
§=0 =0
< sup Z [y (i) — (@)l
(to,--tn)EXT, neN\{0} ;59
= L()
et donc
sup Z I7(sj1) = v(sj) < L(v) :
(507 S )EE.]’ mEN\{O} 7=0

en particulier, la courbe paramétrée vy : J — R? est rectifiable et

L) = sup Z Iv(sj41) = v(s5)[ < L)
(S()7 .S )EEJ, mGN\{O} ] 0

2. Remarquons tout d’abord que, par ce que nous venons de démontrer, les courbes para-
MELTEEs V| 1n]—cosc] €6 V|In[e+00[ SONt rectifiables.
Nous allons tout d’abord montrer que L(vy) < L ('yum]_w;c]) + L (7|Iﬁ[c;+oo[). Soit
donc (to,...,tn), n € N\{0}, une subdivision de I. On suppose tout d’abord qu’il existe
i€{0,...,n— 1} tel que c€ [t;,ti+1] :

e si ¢ = t;, alors (tg,...,t;—1,c¢) est une subdivision de In]| — oo;c] et (¢, tit1,-..,tn)
est une subdivision de I n [¢; +0[, et

n—1 i1 n—1
D) =@l = Y Iv(tken) =y @+ () = @1+ D) I(ti) = ()]
i—0 k=0 j=it+1

< L (Mral-as)) + L (iafeool) »

e si ¢ = tj41, alors (tg,...,t;,c) est une subdivision de In] — o;¢c] et (¢, tita,...,tn)
est une subdivision de I N [¢; +0], et

n—-1 - n—1
Z Iy (tis1) — (&) 2 IV (te+1) — v+ [v(e) =) + Z Iv(tjs1) — ()]
i=0 k= j=itl

h

(7|1m ) L (Mina[e+oml) »
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e sice|t, tit1], alors (o, ..., t;, c) est une subdivision de In]—o0;c] et (¢, tit1,...,tn)
est une subdivision de I n [¢; + o0, et

n—1

n—1 i—1
) =)l = Y Ivesn) = 1@+ () =) + [ (te) =@+ D) Ir(te) = ()]
1=0 k=0 J=i+1

< L(Wrat-omsel) + L (Mrafeool)
Si maintenant ¢ < tg, alors (tg,...,t,) est une subdivision de I N [¢; +o0[ et

n—1

Z ‘|7(ti+1) - ’Y(tl)” <L (7|Im[c;+oo[) <L (’7|Im]—oo;c]) + L (’7\[0[0;-&-00[) )
=0

et si ¢ > tp, (to,...,t,) est une subdivision de In] — o0;¢] et

n—1

D) = vE) < L (Vraj—sie)) < L (Nraj—oosel) + L (Nrefe+ol) -
20

Ainsi, dans tous les cas,

n—1
Z H’Y(tiJrl) - 7(1‘-2)“ <L (7\[0]—00;c]) + L (7|]m[c;+oo[)
=0

et donc

n—1

L(v) = sup v Eis) = vE) < L (Vraj-sse)) + L (rafesol) -
(to,...,tn)€X 1, neN\{0} i=0

Réciproquement, montrons que L(y) = L ('yuﬁ]_oo;c])—i—L (’yuﬁ[c;+oo[). Soient (sg, ..., Sm),
m € N\{0}, une subdivision de In] — o0;¢] et (rg,...,r;), { € N\{0}, une subdivision de

I N [¢;+ool.
e Si s, =19 =c, 'uplet (sg,...,8m,71,-..,7) est une subdivision de I et on a donc
m—1 -1 n—1
v (skrn) = v(s)l+ D v () = v(r)] < sup DI (ti) =yt = L(v).
k=0 §=0 (to,--tn)€XT, neN\{0} ;2
e Si sy, < 1o, luplet (so, ..., Sm,70,--.,7) est une subdivision de I et on a
m—1 -1 m—1 -1
D1 Gska) = (sl + X Ivrien) =)l < Y5 Ivlska) = (o)l + [v(ro) = v(sm)l + D [v(rjen) = (ry)]
k=0 j=0 k=0 J=0

n—1
sup Z Iy (tiv1) — v (t:)]
(to,-tn)EX T, neN\{0} ;29

= L(v)

N
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Ainsi, dans tous les cas, on a

m—1 -1
D v(sker) = vl + D Iv(rien) = vl < L(7)
k=0 7=0
et donc
m—1 -1
D v (skea) = v (sk)| + sup D) = v(r)l < L(%)
k=0 (105 T1)ED A e+, LENV{O} 120
i.e.
m—1
Z ||7(Sk+1) - 7(816)“ +L (V\Im[c;+w[) < L(’Y)?
k=0
puis

m—1
sup Z H’Y(Sk‘-'rl) - V(Sk)“ +L (’Y|Im[c;+oo[) < L(’Y)
(SO,.v-,Sm)EEIm]+w;C]7 mEN\{O} k=0

ie.
L (P)/Hm]—oo;c]) + L (7\[m[c;+oc[) < L(’Y)'

3. Soient a,b € I et supposons sans perdre de généralité que a < b. Alors (a,b) est une
subdivision de I et donc

n—1

|7 (6) = y(a)| < sup DU v(tisn) = vt = L(v).
(to,...,tn)EZ[, nEN\{O} i=0

O]

Remarque 4.6.4. D’apres la démonstration du point 2 du lemme précédent, si c € I est tel que les
courbes paramétrées restreintes Vira]—co;c] €0 V|ra[e;+00[ SONt rectifiables, alors v est rectifiable.

Remarquons également que les notions de rectifiabilité et de longueur d’une courbe para-
métrée est invariante par C°-équivalence :

Proposition 4.6.5. Soit n : J — R? une courbe paramétrée C°-équivalente a ~. Alors v est
rectifiable si et seulement si n est rectifiable, et, dans ce cas, L(vy) = L(n).

Démonstration. Soit ¢ : J — I un homéomorphisme tel que v o o = 7. En particulier, o est
une fonction strictement monotone.

Supposons alors que v est rectifiable et soit (s, ..., $m), m € N\{0}, une subdivision de .J.
Si o est une fonction strictement croissante, I'uplet (o(sq),...,0(sm)) est une subdivision de
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I et, si o est strictement décroissante, (o(spm), - ..,0(s0)) est une subdivision de I : dans tous

les cas, on a

m—1 m—1
YolnCsie) = (sl = . [v(osiin) —v(o(sy)]
j=0 j=0
n—1
< su tiv1) — y(ti
< I neN\{o};) Iy (i) — ()]
< L(v).
Ainsi,
m—1
sup D7 In(siea) = sy < L(3) :

(50,---8m )€ s, meN\{0} ;2o

la courbe paramétrée 7 : J — R? est donc rectifiable et L(n) < L(7).

En échangeant les roles de v et 7 (la relation de C°-équivalence est symétrique), on obtient

que ~ est rectifiable si n est rectifiable, qu’alors L(v) < L(n), et donc L(y) = L(n).

O]

Si I est un segment et « est de classe C!, la courbe paramétrée ~ est rectifiable et sa longueur

est donnée par sa dérivée :

Théoréme 4.6.6. On suppose que I est un segment [a,b] avec a,b € R tels que a < b. Siy est

de classe C* sur I = [a,b], alors y est rectifiable et

b
L(y) = j (&),

Démonstration. Soit (o, ...,t,), n € N\{0}, une subdivision de I. Si i € {0,...,n — 1}, on a

ti+1
J v (#)dt = y(ti41) — y(t;) et donc
t;

tir1 , tit1 ,
I (tis1) = A(t)] = \ [ <t>dt] <[ o)

i

Ainsi

n—1 n=l otigg in b
> it 2@l < 3 [ ol = | olds | o)
i=0 i=0 Vi to a

et donc
n—1

b
swp 3% [attn) 2wl < [ ¥ (0]t

(to,.-»tn )X, neN\{0} ;2

b
la courbe paramétrée v est donc rectifiable et L(7y) < j |7 (#)] at.
a
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Nous allons ensuite montrer ’égalité L(v) = J |/ (t)| dt. Pour cela, nous allons considérer
a

la fonction
b [a,b] — [0;+o0]
St = L(Yay)

(par le lemme B3 1., pour tout ¢ € [a, b], la courbe restreinte [, ;) est rectifiable) et montrer

b
que, pour tout t € [a, b], ¢ J |7 (u)| du : en particulier, L(v) = ¢(b) = J |y ()] du.

La preuve va en grande partie consister a montrer que la fonction ¢ est dérivable et que,
pour tout ¢ € [a,b], ¢/(t) = || (¢)]

Soit donc t € [a, b] et soit h € R\{0} tel que t + h € [a,b]. Si h > 0, on a

Pt +h)—o(t) = L(Va+n) = LV ag)
L([t,t+n)) (par le lemme EG3 2.)

A

t+h
j |/ (u)| du (par ce que I'on a montré plus haut)
t

et donc

h) — t+h ,
w < ;LL I (w)] du.

Si h < 0, on obtient, de facon analogue, ¢(t) — ¢(t + h) < L:h |+ (w)|| du et donc
Aot rh) _1h e e SEMZAD L ) .
Par ailleurs, si h > 0,
ot +h) = ¢(t) = LY esn) = [ (E+h) =~(1)]
(par le lemme B63 3.) et donc
¢t +h) =) _ Ih(t+h) =@ _ ‘ V(t+h) —(t) H ‘

h - h h
Sih<0,ona
o(t) — ot + h) = |v(t) —v(t + h)|
donc

Bt +h) = 0(t) _ o)) = o(t+h) _ |v(®) =t + )] _ Hw) — At + h)‘ _ HW +h) () ’
h ~h ~h ~h h

Ainsi, dans tous les cas, on a I’encadrement

ny(t £ 1) =400 ’ CHED o) 1 [ "y da.

h Je
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Or

h—0

(la fonction vy : I — RY est de classe C! en particulier dérivable en t, et la norme | - || : R¢ —
[0; +00[ est continue) et

t+h t
bl an = | )]
il w<u>|ow=L hL

/
t
— ()]

(par le théoreme fondamental du calcul intégral) donc, par théoréeme d’encadrement,

R 0]

i.e. ¢ est dérivable en t et ¢'(t) = |7/ (¢)].
Enfin,

dﬂ—ﬂ@—féﬁmm—f'ﬂwMu

et ¢<a) = L(7|[a,a]) =0, d’ou

L(W[a,) = ¢(t) = f 1y (w) | du.

En particulier,

b
L(v) = L(V|[ap]) = f 1y (w)] dw.

Remarque 4.6.7. 11 existe des courbes paramétrées continues sur des segments qui ne sont pas
rectifiables.

Ezemple 4.6.8. 1. Si v est la courbe paramétrée [—1;1] — R? ; t > (¢2,3), v est de classe



66

C! sur le segment [—1;1] et

L(v)

_ [118(4 + 9u)§’]

1
f|ﬂww
—1
1
J V(202 1 (3t2)2dt
—1
1
f A/ 42 + 9tAdt
—1
1
f t]v/2 + 92dt
—1

1 0
f 4 + 9t2dt — f t\/4 + 9t2dt
0 1
Jl VA + 9y
Tdu _
0

1

0

- %(13%—8).

2. Si 7 est la courbe paramétrée [0;27] — R? ; t — (cos(t),sin(t)), v est de classe C! sur le

segment [0, 27] et

L(v)
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0
449
f %du (par le changement de variable u = ¢2)

1

27
fuwma

0

2m
f \/COSQ(t) + sin?(¢)dt
0
2m
Vidt

0
= 2.

3. Si maintenant v est la courbe paramétrée [0;37] — R? ; t > (cos(t),sin(t)), v est de
classe C! sur le segment [0, 37] et

3 37
Mw—L\ﬂmw:tham

Remarque 4.6.9. Les deux derniers exemples précédents montrent que la longueur d’une courbe
paramétrée ne dépend pas seulement de son support.

4.7 Paramétrisation normale et abscisse curviligne

Dans cette derniere section, on s’intéresse aux paramétrisations des courbes qui parametrent
la position d’un point par sa distance au “point de départ”, des paramétrisations dites normales :



4.7. PARAMETRISATION NORMALE ET ABSCISSE CURVILIGNE 67

Définition 4.7.1. On dit qu’une courbe paramétrée rectifiable n : J — RY est normale si pour
tous 11,13 € J tels que l1 < s,

L(n”:ll,lg]) = l? - l].-

Soit n : J — R? une courbe paramétrée rectifiable et soit Iy € J. La “normalité” de 7 peut
étre caractérisée par une “normalité” par rapport a [ :

Lemme 4.7.2. La courbe paramétrée n est normale si et seulement si pour tout l € 1,
o L(noyy) =1—1lo sil =1y,
o L(npie)) =lo—1sil<lp.

Démonstration. Supposons tout d’abord que la courbe paramétrée n soit normale, alors
e sile [ vérifie [ <1, on a L(n,) =1 — lo,
e sile [ vérifie [ <lo, on a L(n,)) =lo— [

Réciproquement, si n vérifie I’hypothese de 1’énoncé alors, pour tout li,lo € I tels que
I <o,

o sily <l
Ly 121) = LOig,1a]) — LMjio,n)) = l2 —lo — (L — lo) = la — 1,
o sil; <lp<ly,
L((i,051) = LON[iy01) + Lo i) = lo — i + 12 —lo =l — 11,
o sily <lo <l,
L 001) = LON[y10) — LNfiasio) = lo — 11 — (lo — I2) = la — 1.
]

Si l'intervalle J est fermé borné, on peut considérer un “point de départ” pour la courbe
paramétrée 7 et relier le caractere “normal” a la distance a ce “point de départ”.

Lemme 4.7.3. On suppose que J = [«, 3] avec o, 8 € R tels que o < 3, ainsi que le C*-
difféomorphisme o : [0,8 — a] — [a, ] ; t — t — «. Alors n est normale si et seulement si la
reparamétrisation 7 := noo : [0, F—a] — R est normale, et on a alors, pour tout s € [0,a— 3],

L(ﬁ|[0,5])> =S

(le point 1(s) est a une “longueur d’arc paramétré” s du point de départ 17(0)).
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Démonstration. Supposons que 7 soit normale et soit s € [0, «— 3], alors les courbes paramétrées
M[o,s] €t 7M|[a,s4a] SONt C-équivalentes (via la restriction de o & [0, s]) et donc, par la proposition
a6y,

L(o,s]) = L(Mas+a]) =8+t —a =s:

la courbe paramétrée 7] est donc normale par le lemme E-72.
Réciproquement, si 7] est normale et [ € [a, 3], les courbes paramétrées (o 1) €t 70, —a]
sont CY-équivalentes (via la restriction de 0=t & [a,1]) et donc

L(m[a,l]> = L(ﬁ\[O,lfa]) =[]—a.
]

Avec les notations ci-dessus, on dit, lorsque 7 est normale, que la courbe paramétrée 7} est
une paramétrisation de Cy, par longueurs d’arc.

La terminologie “normale” est motivée par la proposition suivante, qui nécessite de supposer
une régularité de classe C' :

Proposition 4.7.4. On suppose que la courbe paramétrée n est de classe C*. Alors n est
normale si et seulement si pour tout 1 € J, |n'(1)| = 1.

Démonstration. Supposons que 7 soit normale. Soit alors [y € J et considérons la fonction

J — R
Slo : l ’
I - I (u)[du
lo

Comme 7 est de classe C! sur J, la fonction s;, est de classe C! sur J et, pour tout [ € J,

sto (1) = I’ (D]

(par le théoreme fondamental du calcul intégral).
D’autre part, sile J, on a, sil > I,

l
0

et, sil <lp,

l lo
sty (1) = fl [ (w)|[du = —fl [ (w)|du = —L(ny145)) = —(lo = 1) =1~ lo-

Ainsi, pour tout [ € J, s;,(l) = | — lp. En particulier, pour tout [ € J, sgo(l) = 1 et donc,
pour tout L€ J, 53 (1) = [ (1)] = 1.
Réciproquement, supposons que pour tout [ € J, |[7/(I)| = 1, et soient l1,l2 € J tels que
Iy <l
l2 l2
L) = [ I ldu = [“du ==,
1 1

et donc la courbe paramétrée n est normale. O
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Remarque 4.7.5. Si la courbe paramétrée n est de classe C! et normale, 1 est réguliére et pour
tout [ € J, le vecteur tangent 7/(l) est unitaire, en particulier la “vitesse instantanée” est
constante égale a 1 sur J.

Ezemple 4.7.6. La courbe paramétrée v : R — R? ; t — (cos(t),sin(t)) de classe C! est normale :
pour tout ¢ € R,

/(1)) = 4/ cos2(t) + sin®(t) = /1 = 1.

Soit maintenant v : I — R? une courbe paramétrée de classe C'. Sous une hypothese de
régularité, nous allons déterminer une paramétrisation normale de C, a l'aide de la fonction
auxiliaire s;, définie dans la preuve ci-dessus, ou tg € I :

Définition 4.7.7. On fize to € I et on note sy, la fonction

appelée abscisse curviligne de v da partir de tg.

Remarque 4.7.8. D’apres la preuve de la proposition 274, on a, pour tout £ € I,

0,

L(W(to,)) sit=t
to.

(t !
S =
0 L(’Y| [t,to]) sit

De plus, comme 7 est de classe C!, il en est de méme pour la fonction s¢, et, pour tout t € I,
s3,(t) = |7/ (t)|. Remarquons également que la fonction s, est donc croissante.

VANA\%

Soit donc tg € 1. L’abscisse curviligne de v & partir de £y permet de définir une reparamé-
trisation normale de C, lorsque v est réguliere :

Théoréme 4.7.9. On suppose que la courbe paramétrée ~y est réguliére (i.e. pour tout t €
I, ¥ (t) # O : cf définition GZ1). Alors sy, = I — s4,(I) est un Cl-difféomorphisme et
Uapplication

VOSt_Ol s 54, (1) — RY

est une courbe paramétrée normale (C'-équivalente d ).

Démonstration. On a, pour tout t € I, s; (t) = |7/(t)| > 0 car v est réguliere. La fonction sy,
est donc strictement croissante et est donc une bijection de I sur sy, (I). De plus, comme sy,
est également de classe C! et, pour tout ¢ € I, s} (t) # 0, la réciproque s%l D Se,(I) — I de
81y 0 I — 54, (I) est également de classe C! et, pour tout [ € sy, (1),
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Ainsi, la fonction sy, : I — s4,(I) est bien un C!-difféomorphisme et, si [ € s;,(I), on a

(es)' O] = |6 O (55D W)

= T [v ((s1") )]
1 / -1
i W H’Y ((Sto )(l))H

La reparamétrisation 7 o s, L. 54, (I) — R? est donc normale par la proposition EZZ4.
O

Si de plus l'intervalle I est fermé borné, on peut construire, grace au théoreme précédent,
une paramétrisation de C, par longueurs d’arc :

Corollaire 4.7.10. On suppose que I = [a,b] avec a,b € R tels que a < b et que 7y est réguliére.
Alors Uapplication

yosg [0, L(7)] — R?
est une paramétrisation normale de C- par longueurs d’arc.

Démonstration. En reprenant la preuve du théoréeme BZ79, on a
sa(I) = sa([a,b]) = [sa(a), sa(b)]

et Sa(a) = L(’Y|[a,a]) =0, Sa(b) = L(7|[a,b]) = L(’Y) O

Remarque 4.7.11. Avec les notations et hypothéses ci-dessus, on peut voir la courbe paramétrée
yoszt:[0,L(vy)] — RY comme 1"“enroulement” du segment [0, L(y)] sur la courbe C,.

Exemple 4.7.12. On suppose que v est la courbe paramétrée de classe C!

RQ
t > (V11—

||
L
D=
| S
!

alors, pour tout t € [O; f],
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En particulier, v est réguliere et I'abscisse curviligne de v a partir de 0 est donnée par, si
te[0;1],

so(t) = L(o4)

- [ e
2
J\/l2 1—u2> du
Lq/l—i—lguzdu
t
.

t
_ f L
0o V1—u?
= [arcin(u)]j,
= arcsin(t).
Ainsi, s ([0; %]) = [arcsin(O), arcsin (%)] = [07 %] et la fonction réciproque de sq : [O; %] —
[(), %] est
1. 0.5 = [03]
o9 —  sin(0)
La courbe paramétrée
bl - =
TSt g (sm(e), 1 sin2(9)> — (sin(6), cos(8))

est alors une paramétrisation normale de C par longueurs d’arc.
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