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Feuille de TD 2 : Interpolation polynomiale

Exercice 1 Programmer sous Scilab la méthode “basique” d’évaluation d’un polyndéme de
R[X] en un nombre réel, puis la méthode de Horner. A 1'aide de la commande timer(), comparer
les temps d’exécution des deux méthodes sur différents exemples (on pourra penser a utiliser
la commande rand pour générer des exemples aléatoires).

Exercice 2 1. Déterminer la base de Lagrange associée aux centres —1, 0, 1 et 2.

2. Définir une fonction sous Scilab qui a tout ensemble {cy,...,c,}, n € N, de nombres réels
deux a deux distincts renvoie la base de Lagrange associée aux centres cg, . . ., Cy.

3. Soit f : R — R une fonction telle que f(—1) = —1, f(0) =1, f(1) = 0 et f(2) = 0.
Déterminer le polynéme d’interpolation de f aux centres —1, 0, 1 et 2 & l'aide de la
méthode d’interpolation de Lagrange.

4. Définir une fonction sous Scilab qui & tout ensemble de centres {cg,...,c,}, n € N et &
tout n-uplet d’ordonnées {yo,...,yn} associe, en utilisant la base de Lagrange associée
aux centres cg, ..., Cp, le polynome d’interpolation de toute fonction f : I — R telle que,

pour tout i € {0,...,n}, ¢; € I et f(c;) = y;.

Exercice 3 1. Soit f : R — R une fonction telle que f(—1) = —1, f(0) =1, f(1) =0 et
f(2) = 0. Déterminer la différence divisée de f en les centres —1, 0, 1 et 2.

2. Définir une fonction sous Scilab qui a tout ensemble de centres {co,...,c,}, n € N, et
toute fonction f (définie sur un intervalle contenant co,...,c,) de valeurs respectives
Yo, - - -, Yn €n les centres co, . .., c, associe la différence divisée flco,...,cy).

3. On reprend la fonction f de la question 1. Déterminer la décomposition dans la base de
Newton associée aux centres —1, 0, 1 et 2 du polynéme d’interpolation de f.

4. Définir une fonction sous Scilab qui & tout ensemble de centres {cg,...,cn}, n € N,
et toute fonction f de valeurs respectives yo,...,y, en les centres cy,...,c, associe les
coordonnées du polynéme d’interpolation Py, . ., dans la base de Newton associée aux
centres cg,...,Cn.

5. Définir une fonction sous Scilab qui & tout ensemble de centres {co, ..., c,}, n € N, et toute
fonction f de valeurs respectives yo, ..., ¥y, en les centres cg,...,c, associe, en utilisant
ses coordonnées dans la base de Newton associée aux centres co,...,cp, le polyndme

). .
d’interpolation Py . c.-
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Exercice 4 1. Soient a,b € R tels que a < b, soit n € N\ {0} et soient cy,...,c, des
nombres réels deux & deux distincts du segment [a,b]. On dit que les centres ¢y, ..., ¢,
sont équirépartis sur [a, b] si co = a, ¢,, = bet, pour tout i € {0,...,n—1}, ¢i11 = ¢+ b;“.
Montrer que les centres cy, . . ., ¢, sont équirépartis sur [a, b] ssi, pour tout k& € {0,...,n},
ck =a+ kb_Ta (en particulier, les n 4 1 centres équirépartis sur [a, b] sont uniques).

2. Définir une fonction sous Scilab qui a tout segment [a, b] et tout entier naturel n € N\ {0}
associe les n + 1 centres équirépartis sur [a, b].

=55 —- R

[=5:5] 1 et, pour n € N\ {0}, on note Py, le
X —> 1_"_1:2 ’

polynéme d’interpolation de g aux n+1 centres équirépartis sur [—5, 5]. A 'aide de Scilab,

représenter graphiquement la fonction g et les fonctions polynomiales Py, n € N\ {0}.
Que constate-t-on ?

3. On consideére la fonction g :

4. Définir une fonction sous Scilab qui & tout segment [a, b] et tout entier naturel n € N\ {0}
associe les centres de Tchebychev d’ordre n du segment [a, b].

5. Pour n € N, on note Pgn le polynéme d’interpolation de g aux centres de Tchebychev
d’ordre n du segment [—5;5]. A 1'aide de Scilab, représenter graphiquement la fonction g

et les fonctions polynomiales Pg ns 7 € N. Que constate-t-on ?

Exercice 5 Soient a,b € R tels que a < b, soit n € N\ {0} et soient cy,...,c, les n+1 centres
équirépartis sur [a,b]. Soit également f : [a,b] — R une fonction de classe C"** sur [a, b].

h2
1. Soit i € {0,...,n +1}. Montrer que max |(z — ¢;)(x — cip1)| = —, ot h:= 29,
xE[Ci7ci+1] 4 n

2. En déduire que

n
n! ptL
cela ZHO(”: ) v
3. Montrer que
G a
1f = Preoyenllo fap) < 4n+1)

Exercice 6 1. Déterminer les polynémes de Tchebychev Ts, T3, Ty et Tk.

2. En utilisant la formule de Moivre, montrer que pour tout n € N,
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T, = (")X“k (x2-1)".

3. Considérons le produit scalaire

R[X] x R[X] — R
)

<'7'>: ! P(x> Q(.’L‘
FQ = /_1 N

sur R[X]. Montrer que pour tous n,m € N tels que n # m, (T),, Tr,) =

0.



