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Chapitre 1

Equations non linéaires

1.1 Introduction

Soient I un intervalle de R et f : I — R sur fonction sur /. On souhaite résoudre numéri-
quement I’équation

(E) f(z) =0, zel,
i.e. déterminer une approximation suffisamment proche pour une (chaque si possible) solution
de (E).
Plus précisément, pour une erreur d’approximation tolérée de € €]0, +oo[, si € I est une
solution de (FE), on souhaite étre capable de construire un nombre zq € I tel que

o [z — x| <k¢,

o |f(zo0)| <€

ou ¢ est un autre parametre d’erreur : on souhaite que ’approximation considérée de la solution
x soit “presque une solution” de (E).

Une démarche classique consiste a construire a 'aide d’un algorithme une suite (zp)nen
de nombres de I convergeant vers une solution x de (E). On représente alors la “vitesse” de
convergence de la suite (z,,)nen vers z par la notion d’ordre de convergence :

Définition 1.1.1. Soit k €]1,+0[. On dit que la convergence de la suite (Ty)nen vers x est

e linéaire (ou d’ordre 1) s’il existe C' € [0; 1], N € N\{0} tels que, pour tout entier naturel
n au moins égal 4 N, |zp11 — 2| < C'lx, — 2],

e d’ordre k s’il existe C € [0;+0[, N € N\{0} tels que, pour tout entier naturel n au moins
égal & N, |zt — x| < C |2y — )"

Remarque 1.1.2. e Une convergence d’ordre 2 est également appelée convergence quadratique.

e Sila convergence de la suite (2, )nen vers z est d’ordre k €]1, +0o[, alors, avec les notations
ci-dessus, si N € N, on a, pour p € N\{0},

|$N+p - I‘| < Cl+k+~~-+kp_1‘xN o :L‘|kp
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(on le montre par récurrence sur p). Or

_ 1—kP kP—1 1 kP—1
LA G b e SO = (Cﬁ>
~ 1
donc, si I’on note C' := C'*1,on a
1/~ kP
|TN4p — 2] < 5 (C|:L‘N - x\) .

Comme x, — x, on sait qu’il existe un rang N € N tel que, pour tout entier n au

n—+0o0
moins égal a N, |zny — 2| < % et donc Cley — 2| < 1 : on a alors |zyqp — ] <
~ kP
% (C]a;N — ac]) ——— 0 et on n’a donc pas besoin de “limiter 'amplitude” de C,
p—>+00

contrairement au cas de la convergence linéaire.

Tous les algorithmes mis en place pour résoudre numériqguement I’équation (E), i.e. pour
déterminer une solution approchée de (F) & des erreurs prescrites pres, nécessitent des condi-
tions d’arrét qui assurent que la valeur fournie par I'algorithme est bien une solution numérique
de (F) et/ou qui évitent les temps de calculs trop longs.

Dans ce chapitre, nous allons décrire de tels algorithmes et nous discuterons de leurs condi-
tions de convergence, de leurs ordres de convergence et de leurs dépendances aux conditions
initiales, i.e. a l'initialisation de la suite récurrente construite.

1.2 Méthode de dichotomie

Soient a,b € R avec a < b et soit f : [a,b] — R sur fonction continue sur le segment |[a, b].
Supposons que f(a)f(b) < 0 : comme les évaluations f(a) et f(b) sont de signes strictement
différents, le théoréme des valeurs intermédiaires assure qu’il existe (au moins) un réel ¢ € [a, b]
tel que f(c) = 0, autrement dit I’équation

(E) f(z) =0, z € [a,b]

posséde (au moins) une solution.
La méthode dite de dichotomie consiste alors a construire une suite d’intervalles fermés
I, = [un,vy], n € N, inclus dans [a,b] (autrement dit, pour tout n € N, a < u,, < v, < b), telle
que les suites (up), oy €t (Un), oy soient adjacentes et convergent vers une solution de (E).
L’algorithme constructif est le suivant :

e On pose ug := a, vg := b et Iy := [ug, vo].

e Supposons que, pour n € N, le segment I, = [uy,, v,] ait été construit, avec f(uy,)f(v,) <

0. On calcule alors ay, 1= 423 et :

— Si f () = 0, on retourne la valeur ay,,

— Sinon,
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* Si f(un)f(an) < 0, on pose Upy1 := Up €t Vpy1 1= oy €t Iy i= [un+lavn+1]

% Sinon, on pose Up41 := ay €t Upiq = vy et Inyq = [Unt1, Unt1]

Le résultat suivant énonce que la méthode de dichotomie aboutit toujours a une solution
au moins approchée de I’équation (FE) :

Proposition 1.2.1. On suppose que pour tout n € N, f (ay,) # 0. Il existe alors xg € [a,b] tel
que

e f(zo0) =0,

o les suites (up),cy €t (Un),en SONt adjacentes et convergent vers x.

Soient €,€ €0, +oo[. Il existe N € N tel que, pour tout entier naturel n au moins égal a N,
o v, —uy <€ et done |u, — x| < € et v, —x0] <€

o [f(un)l <Z et f(va)] <2

; . , . . o
Démonstration. Montrons tout d’abord que les suites (up),cy €t (vn), oy sont adjacentes : si
n €N, on a upq1 = Uy et vyp1 < Uy, ainsi que v, = uy, et, si n € N\{0},

Un—1 — Un—1 _ Yo — U

Vpy — Uy = ————————— = = oo = — 0.
" " 2 2" n—o+w

Notons z € R la limite commune des suites adjacentes (uy), oy €t (vn),cn- On a g € [a, b]
car, pour tout n € N, a < u, < v, < b. De plus, pour tout n € N, f(uy,)f(v,) < 0 donc,
comme f est continue, uy, — > o et uy 20, f(20)f(x0) <0 ie. (f(xo))? <0. Ainsi,

n——+0o n o0

nécessairement, (f(z0))? = 0 i.e. f(zo) = 0.
Enfin, soit N7 € N tel que, pour tout n au moins égal a Ny, v, — u, < € alors

’un_l‘0|:$0_un<vn_un<€

et
|vn, — o] = vy, — 20 <V — Uy, < €.

Soit maintenant N2 € N tel que, pour tout n au moins égal a Na, |f(u,) — f(z0)| < € i.e.
|f(un)| < € (f est continue donc f(uy,) - f(zg) = 0).
n——+0o
Soit enfin N3 € N tel que, pour tout n au moins égal & N3, |f(v,) — f(xo)| < €ie. |f(vn)| <€
(f est continue donc f(vy,) - f(zo) = 0).
n——+0o0

Si on note alors N := max(N1, Ny, N3), on obtient alors le résultat voulu avec les notations
de I’énoncé. O

Une proposition d’algorithme d’approximation numérique concret mettant en jeu la mé-
thode de dichotomie appliquée a la fonction continue f : [a,b] — R (sous I’hypothese que
f(a)f(b) < 0) est la suivante (on suppose également fixées les erreurs d’approximations € et €) :
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U<—a
v<eb
a—u
while v —u > e ou |f(u)| > €ou |f(v)] > € do
a «— Ytvu
if f(a) =0 then
Return «a
Stop
else
if f(u)f(a) <0 then
V—
else
U—
end if
end if
end while
Return u (ou v)

La vitesse de convergence de la méthode de dichotomie est donnée par I’ordre de convergence
de la suite (v, — up),c Vers 0 : c’est cette convergence qui conditionne I’arrét de I’algorithme.

Proposition 1.2.2. La convergence de la suite (vy, — up), oy vers 0 est linéaire.

(vp, — up) O

el

Démonstration. Soit n € N, on a vp41 — Up, = Qp — Uy = Uy — @y =

De plus, I'égalité ci-dessus nous permet d’affirmer que, pour tout n € N v, — u,, = I’Q_—na :

a chaque étape n € N de la méthode de dichotomie, on a donc un écart de v, et u, a la
b—a

solution zy majoré par %*. Si € est I'erreur tolérée pour o, on sait donc que I'on obtiendra

une approximation de zg a € pres au bout de n étapes avec 1)2_7“ < e
La convergence de la méthode de dichotomie vers une solution de (E), bien que certaine,

reste cependant lente, comparativement aux méthodes que nous allons présenter dans la suite.

1.3 Méthode du point fixe

On suppose ici que la fonction f : [a,b] — R est de classe C! sur le segment [a, b]. Soit
g : [a,b] — R une fonction telle que, pour tout = € [a,b], f(z) = 0 ssi g(z) = x : dans
cette section, pour déterminer numériquement une solution de (E), nous allons appliquer une
méthode dite de point fize a la fonction g.

Une telle fonction g existe toujours : on peut considérer par exemple les fonctions

e g:[a,b] > R; z+— f(x)+ux,
® g:[a,b] > R; x>z~ f(z),

o g:la,b] >R ; z— Af(x)+ x, avec X € R\{0},
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d’autres fonctions pouvant également étre considérées suivant ’expression et les propriétés de f,
tant qu’elles vérifient les hypotheses de la méthode de point fixe suivante :

Théoréme 1.3.1. Soit h : [a,b] — R une fonction de classe C* sur [a,b] telle que
e h([a,b]) < [a,b],

e K := sup |h/(z)] = max |M/(z)| < 1.
z€[a,b] z€[a,b]

Alors h posséde un unique point fize dans [a,b] i.e. un unique point y € [a,b] tel que h(y) = y.
De plus, siyo € [a,b] et si on note (xy,),cy la suite récurrente définie par

{900 = Yo,
pour tout n € N, xp, 11 := h(zy),
alors

o la suite (x,),.y converge versy,

e pour tout n € N, |xp11 — y| < K|z, — yl.

Démonstration. Montrons tout d’abord que h posséde un point fixe : si on note I la fonction
[a,b] > R ; @ — h(z) —x, on a h(a) = h(a) —a = 0 (car h(a) € [a,b]) et h(b) = h(b) —b < 0
(car h(b) € [a,b]), donc, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires (h est continue sur [a, b]
donc h est continue sur [a,b]), il existe y € [a,b] tel que R(y) = 0ie. h(y) =y.

Montrons ensuite que ce point fixe est unique : soient i1,y deux points fixes de h et
supposons par l'absurde que 31 # yo. Comme h est de classe C! sur [a,b], d’aprés le théoréme
des accroissements finis, il existe £ €]a, b[ tel que

y1 —y2 = h(y1) — h(y2) = W' () (1 — y2),

et donc h/(§) = 1. Mais, par hypothese, |h'(£)| < 1, d’ott une contradiction et donc y; = ys.
Soit enfin n € N et soit &, €]a, b[ tel que h(z,) — h(y) = b (&) (x, —y). On a

|1 —y| = |h(zn) — h(y)| = ’h, (n) (Tn — 3/)| < Klzy —yl,

et donc

[Zne1 —y| < K" zg—y| — 0
n—+0o0

(car 0 < K < 1). En particulier, z,, —— v. O
n— -+

Ainsi, si la fonction g vérifie les hypotheéses du théoréme de point fixe 231 (¢’est-a-dire si
g est de classe C! sur [a,b], g([a,b]) < [a,b] et m[a%]g’(a:) < 1), équation
z€|a,

(E) f(x) =0, x€[a,b] < g(x) =2z, z€|a,b]
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posséde une unique solution y et on peut approcher y en choisissant un point yo de [a,b] et en
calculant les termes de la suite

Zo = Yo,
pour tout n € N, zp41 := g(z,),

la convergence de (x,)nen vers y étant linéaire.
Une question importante est maintenant celle de la condition d’arrét de cet algorithme.
Considérons la propriété suivante :

Proposition 1.3.2. Soitne N. On a

1
|z —y| < 1 K|33n+1 — Zn.

Démonstration. D’apres le théoréme des accroissements finis, il existe 7, €]a, b[ tel que

Tyt —y = 9(@n) — 9(y) = 9 () (@0 — y)

On a donc

Tn+l —Tp = Tp+l1 — Y +Y —Tp = g/(nn)(xn —y) — (2 —y) = (g/(nn) - 1) (Tn —y)
et ainsi

1 1
|zn —y| = |Tn41 — Tn| < —|Tnt1 — 24
1-— 1-K

g ()
(on a Ig/(m)| < K < 1). a

Une condition d’arrét raisonnable est ainsi de tester a chaque étape n € N de 'algorithme
si I’écart entre x,, 11 et x, est suffisamment petit par rapport a une erreur tolérée fixée préala-
blement. Cependant, 1’écart entre x,, et le point approché xgy peut, si K est tres proche de 1,
demeurer tres grand d’apres la propriété précédente. Il faut donc en tenir compte lorsque 1’on
définit ce seuil d’erreur, afin de compenser le facteur ﬁ

Si l'on fixe ainsi une erreur d’arrét convenable e €]0, +oo[ pour Iécart |x,41 — | ainsi
qu’une erreur tolérée ¢ €]0, +oo[ pour lécart |f(zy) — 0|, voici une proposition d’algorithme
mettant en ceuvre la méthode de point fixe décrite ci-dessus. On choisit au préalable un point
de départ yo de [a,b] :

T < Yo

T« g(z)

while |Z — x| > € ou |f(z)| > € do
T T
T« g(z)

end while

Return

Remarque 1.3.3. Le “temps de convergence” peut dépendre fortement du point initial gy choisi
dans [a, b].
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1.4 Méthode de Newton

Dans cette section, on suppose que la fonction f : [a,b] — R est de classe C2, et on suppose
(que I'on a montré au préalable) qu’il existe un point y de [a,b] tel que f(y) =0 et f'(y) # 0.

On commence par se restreindre & un segment [, S] < [a,b] sur lequel (on a montré au
préalable que) f’ ne s’annule pas et f s’annule en (au moins) un point. On suppose également
que f ne s’annule pas en « et 5. On considére ensuite la fonction

[, 8] — R

g: o f@)
x L= P

bien définie car f’ ne s’annule pas sur [«, 3]. Remarquons alors que, pour z € [a, 8], f(z) =0
ssi g(x) = .
Nous avons ainsi ramené notre probléme initial & une probléme de point fixe pour g, et nous
allons nous placer dans des conditions propices a ’application du théoréeme =3
Commencons par remarquer que, comme f est de classe C? sur [a, b], g est de classe C! sur
[a, B]. Ensuite, soit x € [«, 5], on a

, (f'(@)? — f@)f"(x)  f(z)f"(x)
r)=1-— = .
g'( ) (f,(x))Q (f’(x))2

En particulier, si y est un point de [«, 8] tel que f(y) = 0,on a ¢'(y) = 0 : soit L € [0, 1, comme
g est continue sur [«, 3], il existe § €]0, +oo[ tel que [y —9,y+ 0] < [«, 8] et, six € [y—d,y+ 0],
l¢'(z)] < L. De plus, g([y — 6,y +0]) = [y — 0,y + ] car, siz € [y — d,y + &] i.e. |z —y| <4, il
existe, par le théoréme des accroissements finis, €]y — 4, y+4[ tel que g(x) —g(y) = ¢'(&)(z—y)
donc

l9(z) =yl = lg(x) —g@W)| = |9’ )|z =yl < |z —y| <o

(& €ly—0,y+ 4] donc |¢'(§)] < L < 1). Comme de plus, [ngx 5]g’(:1:) < L < 1, on peut
rE|Yy—0,y+

appliquer le théoreme 2371 & la fonction g : [y — d,y + 0] — R.

La méthode de Newton consiste alors & calculer les termes de la suite récurrente (zp)nen
définie par

To = Yo
pour tout n € N, 41 1= g(x,) =z, — }c/((fci))’

ou le premier terme yq est choisi dans l'intervalle [y — 4,y + J]. La suite (z,,)nen converge alors
vers le point y.

Remarque 1.4.1. La difficulté de la méthode de Newton est de choisir un point yy qui soit
“suffisamment proche” de y.

Le fait que la méthode de Newton soit locale est compensé par la convergence quadratique
de la suite (zy,)nen vers y :

Théoréme 1.4.2. [] existe C € [0, +oo[ et N € N tels que, pour tout entier naturel n au moins
égal & N, |2ps1 —y| < Clag —yl*.
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Démonstration. Soit n € N. D’apres le théoréeme de Taylor-Lagrange, il existe &, €]y — d,y + [

tel que
f"(&n)
2

0= f(y) = f(zn) + f’(wn)(y —rp) + (y — xn)Q

et donc

_ _f(fcn)_ 1" (&) — 22— aolx _f”(fn) 22— _f”(fn) )2
Yy==an f/(xn) QfI(xn) (y n) g( n) 2f’($n) (y n) n+1 2f’($n) (y n) )

ce que l'on écrit sous la forme

f"(&n)
In+1 —Y = 2f/(.737;) (zn — y)Z‘
Si on note alors M := max _[f"(z)| et m:= min |f(x)] (f et f” sont continues
ze[y—0,y+0] z€[y—0,y+9]

sur le segment [y — d,y + ] donc sont bornées et atteignent leurs bornes sur ce segment, et f’
ne s’annule pas sur ce segment par hypotheése), on a

M
|:L'n+1 - y| < %u'n - y|2'

O

Remarque 1.4.3. e L’interprétation géométrique de la méthode de Newton est la suivante.
Pour n € N, le point z,,41 est I’abscisse du point d’intersection de la tangente a la courbe
représentative de f au point (ZL‘n, f (xn)) avec 'axe des abscisses. En effet, cette tangente
a pour équation z = (x — xy,) f'(x,) + f(xy) et le point d’intersection (z,41,0) de cette
droite avec I'axe des abscisses vérifie

0= (Tpt1— xn)f/($n> + f(@n)
ie.
_ f(xn)
f'(zn)
e Un inconvénient de la méthode de Newton est qu’elle nécessite un calcul d’évaluation
de la fonction dérivée f’ en les points x,, n € N, ce qui peut s’avérer difficile. On peut
éventuellement approcher cette évaluation a ’aide du taux d’accroissement mais il faudra
alors en tenir compte dans I'algorithme de point fixe associé. Précisément, si 7 est 'erreur
tolérée sur le calcul de tous les points x,, n € N, et si, pour tout n € N, on note Z,
I’approximation de z,, on a

ITn+1l = Tn

@0 =yl < | =yl + [T — 20l < L"z0 — y[ + 1.

e Il existe une méthode de recherche d’'un zéro de f qui ne passe pas par le calcul de
la dérivée de f mais par le calcul de taux d’accroissements. Cette méthode, appelée
méthode de la sécante consiste a calculer les termes de la suite (z,,),eny donnée par

To € [avb]a
r1 € [aab]a

Tn—Tp—1

pour tout n € N\{0}, z,+1 := 2, — f(mn)m,
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(pour n € N\{0}, z,,+1 est ’abscisse du point d’intersection de I'axe des abscisses avec la
droite d’équation z = %{ﬁl‘l)(x — Zn) + f(x,) ie. P'unique droite passant par les
points (xnfb f(xnfl)) et (xm f(wn)))

Toujours sous I’hypothése que f est de classe C? sur [a,b], si y est un point de [a, b] tel
que f(y) = 0 et f'(y) # 0, on peut montrer qu’il existe § €]0, +o0[ tel que si zg,x1 €
[y — 9,y + 9], alors la suite (z,,)nen est bien définie et converge vers y, et 'ordre de cette

convergence est #
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Chapitre 2

Interpolation polynomiale

2.1 Introduction

Interpoler une fonction f : I — R définie sur un intervalle I de R par une fonction poly-
nomiale consiste a considérer une fonction polynomiale prenant les mémes valeurs que f en un
nombre fini de points de I. L’objectif est d’utiliser I'interpolation polynomiale pour approcher
“le mieux possible” la fonction f par une fonction polynomiale, plus simple a évaluer.

2.2 Meéthode de Horner

On commence ce chapitre par une section consacrée a une méthode efficace d’évaluation
d’un polynéme de R[X] en un nombre réel : tant qu’a approcher une fonction réelle par une
fonction polynomiale, autant savoir évaluer celle-ci efficacement.

Soit donc P = ag + a1 X + - -+ + ap, X" un polynéme de R[X] et soit x € R. Une méthode
basique d’évaluation de P en x consiste en ’algorithme suivant :

r<—0
fori=0ando
ri=1r4+ q;x"

end for
Return r
A chaque étape i de cet algorithme, i € {0,...,n}, i produits et une somme sont effectués,
n
: . nn+1 . " . -
soit au total Z 1= (2> produits et n sommes : la complexité de cet algorithme est ainsi

i=0
en O(n?).

L’algorithme suivant, dit méthode de Horner, repose quant a lui sur 1’écrire suivante de
P(z):ona

P(x)=ao+a1m+---+an:v"=a0+$(a1+x(---+x(an,1+xan)---)).

15
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La méthode de Horner consiste alors en l’algorithme suivant :

T — ap
fori=n—-1a0do
r<—a; +xr

end for

A chaque étape de 'algorithme, un seul produit et une seule somme sont effectués, soit au
total n produits et n sommes : la complexité de la méthode de Horner est ainsi en O(n).

2.3 Interpolation polynomiale et méthode de Lagrange

Interpoler une fonction réelle par une fonction polynomiale consiste a considérer une fonction
polynomiale qui interpole un nombre fini de points du graphe de la fonction considérée, i.e. une
fonction polynomiale dont le graphe passe par ces points.

Soit n € N et soient cg,...,c, € R deux a deux distincts et yg,...,y, € R. La méthode
d’interpolation polynomiale dite de Lagrange consiste justement a construire un polynoéme
P e R[X] de degré au plus n tel que, pour tout i € {0,...,n}, P(c;) = yi.

Le théoreme suivant énonce ’existence et I'unicité d’un tel polynéme, et donne un moyen de
le construire : ce polynéme est donné par les polynémes de Lagrange associés aux centres cg, ..., Cp

définis par, pour i € {0,...,n},

X —
Li== [] % e R,[X],

O<k<n, kzi G0 Ok

ou R, [X] désigne le R-espace vectoriel des polynémes de R[X] de degré au plus n.
Théoréme 2.3.1. 1. Pour tousi,j € {0,...,n}, on a Li(c;) = &; ;.
n
2. Si on note L := Z yiL; € R,[X], on a, pour tout j € {0,...,n}, L(c;) = y;.
i=0
3. Si P € R, [X] vérifie, pour tout j € {0,...,n}, P(cj) = y;, alors P = L.
Démonstration. Soient i,j € {0,...,n}, on a
. 0 sig #1,

() = = C; — Ck .. .
Li(c;) H i — ¢ | | - =1 sij=1,
. G k P

0<k<n, k#i O<k<n, ki C; Cl

et donc .
L(cj) = Y wiLi(cj) = yiLi(e;) = yj.
i=0

Soit maintenant P € R,[X] tel que pour tout j € {0,...,n}, P(c;) = yj;, alors, pour tout
j€{0,...,n}, (P—L)(cj) = P(¢j) — L(¢j) = yj —yj = 0 : le polynéme P — L, de degré au plus
n, possede n + 1 racines distinctes, et il s’agit donc du polynéme nul i.e. P = L. O
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Remarquons également que la famille { Lo, . .., L, } est une base du R-espace vectoriel R,,[ X].

Il s’agit en effet d’une famille libre de n + 1 éléments de R, [X], qui est de dimension n + 1

(la base dite canonique de R,[X] est la famille {1, X,..., X™}) : soient A, ..., A\, € R tels que
n

n
Z AiL; = 0, alors, pour tout j € {1,...,n}, 0 = Z XiLi(cj) = Aj.
i=0 i=0

C’est pourquoi la famille {Lg,..., Ly} des polyndomes de Lagrange associés aux centres
o, - - -, Cy est également appelée base de Lagrange associée aux centres cg, . . ., Cy.
Remarque 2.3.2. Si on note, pour tout j € {0,...,n},

. RH[X] - R
TP o Py)

I'application d’évaluation en ¢;, alors la famille {¢o, ..., ¢,} de L(R,[X],R) = (R,[X])* est la
base duale de la base {Lo,..., L,} de R,[X], autrement dit la famille {Lg, ..., L,} de R,[X]
est la base antéduale de la base {py,...,pn} de (R [X])*.

Soit maintenant I un intervalle non réduit a un point de R et soit f : I — R une fonction.
Supposons également que les réels cg,...,c, sont tous dans I. On cherche & construire un
polynéme P de degré au plus n tel que pour tout i € {1,...,n}, P(¢;) = f(¢;) : le théoréme
231 montre 'existence et I'unicité d’un tel polynéme, et nous donne également un moyen de
le construire de la base de Lagrange associée aux centres cg, ..., Cy

Définition 2.3.3. On note Py, .. ., l'unique polynome de R, [ X] tel que pour touti € {1,...,n},
P(ci) = f(ci) @ Ppeg,...c. €5t appelé polynome d’interpolation de f aux centres co, ..., cy.

Proposition 2.3.4. On a
n
Pregen = 2, f(ei)Li.

1=0
Remarque 2.3.5. Pour toute permutation o sur 'ensemble {0, ..., n}, Prc o, = P o0 rrCotm -
Ezemple 2.3.6. Soit f : R — R une fonction telle que f(2) = 3 et f(5) = —6. La base de
Lagrange associée aux centres 2 et 5 est formée des polynémes Ly := % = %(5 — X) et
X-2 _ 1

Ly := 2= = 3(X —2), et le polyndéme d’interpolation de Lagrange de f aux centres 2 et 5 est
donc

3Lo—6L; = (5— X)—2(X —2) = —3X +9.

La méthode dite d’interpolation de Lagrange consiste ainsi a calculer le polynéme d’interpo-
lation Py, .., de f aux centres co, ..., c, a’aide de la base de Lagrange {Lo, ..., L, } associée
aux centres co, ..., c,. Un défaut de cette méthode est cependant que ’ajout d’un centre d’in-
terpolation supplémentaire ¢, change complétement la base de Lagrange associée au nouvel
n—+2-uplet cg, . .., Cn, Cp+1 : plus précisément, les n+1 premiers polynémes de Lagrange associés
aux centres cg, ..., Cp, Ch+1 sont différents des polyndémes Ly, ..., L, ci-dessus.

Nous allons introduire ci-dessous une autre base de R, [X] qui permet de pallier ce défaut.
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2.4 Méthode de Newton

On reprend les notations de la section précédente et on note Hy := 1 € R[X] et, pour
ie{l,...,n},

i—1
Hy=[[(X—¢) = (X —co) (X —ci1).
7=0
Comme, pour ¢ € {0,...,n}, deg(H;) = 4, la famille {Hy,..., H,} est une base de R, [X],

appelée base de Newton associée aux centres cg,...,c, : il existe donc ay, ..., a, € R uniques
tels que

=0
k
Soit k € {0,...,n}. Nous allons montrer que le polynéme Z a; H; est le polynéme d’inter-
i=0
polation de f aux centres co, ..., c,. En particulier, si n € N\{0}, P, ., peut étre calculé a

partir de Py, . ., , eny ajoutant o, H,, (nous verrons par la suite une méthode algorithmique
de calcul des coefficients ay, ..., ay).

k
Proposition 2.4.1. On a Py . . = 2 a; Hj.
i=0

k
Démonstration. Le polynéme 2 a; H; est de degré au plus k et, si j € {0,...,k},
i=0

k k n n
(Z az’Hi> (cj) = Z a;H;(cj) = Z aiHi(cj) = (Z Oéin) (¢j) = Prreo,....en(c5) = flcj)
i=0 i=0 i=0 i=0

(pour tout i € {k+1,...,n}, X —c¢; divise H;, car 0 < j < k, donc, pour tout i € {k+1,...,n},

Hi(Cj) = O)
Par unicité du polyndéme d’interpolation de f aux centres cg,...,cg, on a donc bien
k
Z aiH; = Preoon-
i=0
O
Remarquons en particulier que, pour tout ¢ € {0,...,n}, a; ne dépend donc que de f et
o, ---,C (pas de ¢it1,...,Cn).
Définition 2.4.2. Pour tout i€ {0,...,n}, on note f[co,...,c;] := «; et on appelle ce nombre

réel la i°™° différence divisée de f en les centres cg,...,c;.
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La méthode de Newton consiste a calculer le polynéme d’interpolation de f aux centres

co, ..., Cp comme la somme
n
Z f[C(), e ,Ci]Hz
i=0

Les relations suivantes vont nous permettre de calculer par récurrence les différences divisées
de f aux centres cy,...,c; pour tout i € {0,...,n} :

Proposition 2.4.3. On a
fleo] = f(co)

et siie{l,...,n},
f[Cl,...,Ci] *f[Co,...,Cifl]

¢ —Co

fleoy - a] =

Démonstration. Le polynome de Lagrange associé au centre cg est 1 donc Py, = f(cp) x 1 =
f(co). Dautre part, Py, = fleolHo = fleo] et done fleo] = f(co)-

A présent, soit k € {1,...,n} et considérons la base de Newton {Qo,...,Qx} associée aux
centres ¢, Cg—1,...,Co : ona Qo =1 et, pour i € {1,...,k},
i—1
Qi = H(X —cp—j) = (X —cp) - (X = cp_it1)-
j=0
Alors
k k i—1
Preger = Pregco = O, Flekse s 0rmilQi = ) flew, -y onmil | [(X = cry)
i=0 i=0 §=0
k k i—1
= Z CO? ., C Z: f[COa 7Ci]H(X_C])
=0 =0 7=0
k i—1
En identifiant les coefficients de degré k des polynomes Z fleks el | (X —cr—j) et
i=0 j=0
Z fleo, - - - H — ¢j), on obtient que flcg,...,co] = f[co,...,ck]. En identifiant ensuite

les coefficients de degre k — 1, on obtient que

_ k—1
f[ck,...,cl]—i-f[ck,..., < Z ) C(),...,Ckfl]+f[CQ,...,Ck] (—ZC])
j=0

et donc

k—1
f[cka"'7cl]7f[607"'ack—1] = f[Co,...C ( ZC]+ZCk ])

7=0

= fleo,...,cr](ck — co)



20 CHAPITRE 2. INTERPOLATION POLYNOMIALE

Ainsi,
_ f[cka"'acl] _f[c(]v"wckfl] . f[cl7'-'ack] —f[C(],...,Ckfl]
f[c()a"'ack]_ - .
Cr — Co Ckr — Co
O
Remarque 2.4.4. 1. Plus généralement, si k € {0,...,n} et si o est n'importe quelle permu-
tation sur ’ensemble {0, ..., k}, on a

f[ccr((])7 s >co(k:)] = f[007 .. .,Ck].

En effet, si I'on note alors, pour j € {0,...,k}, zj := cy(;) et si {Mo, ..., My} désigne la

base de Newton associée aux centres xg,..., T, on a
k k i—1
Peger = Praveean = O Fl30s- o mi]Mi = Y flao, ... 2] [ [(X — )
i=0 i=0 j=0
k k i—1
= Zf[CO,...,Ci]HiZZf[Co,...,CZ‘] (X—Cj)
i=0 i=0 j=0
k i—1
et donc, en identifiant les coefficients de degré k des polynomes Z flzo,- .., i) H(X —xj)
i=0 3=0

k i—1
et Z fleo, -, cil H(X — ¢j), on obtient que f[xo, ..., zx] = flco,. .., ck]i-e. flco)s s Com)] =
i=0

7=0
f[C(], Ce ,Ck].

2. Pour k€ {0,...,n}, on a également ’expression

k
f(e)
f[CO) 7Ck‘] = Z A -
i=0
' H (ci —¢5)
J=0,5#i
Montrons cette égalité a ’aide d’une démonstration par récurrence sur k € {0,...,n} : on

a flco] = f(co) et, sil’on suppose la propriété vérifiée au rang k—1 pour k € {1,...,n} fixé
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et tout k-uplet de points distincts deux a deux de I, alors, par hypothese de récurrence,

k , k—1 .
flers -y ee]l — fleo, - sex—1] = Ef(cl)_ klf#

et donc

f[cl,...,ck] —f[CO,...,Ckfl] _ zkl f(CZ)

Ck —Co

f[C(),.. . ,Ck] =

On n’utilisera cependant pas cette expression pour le calcul des différences divisées de f :
on privilégiera la relation de récurrence de la proposition ZZ=3.

Un algorithme basé sur la relation de récurrence de la proposition 2223 pour, si k € {0,...,n}
calculer le réel f[co, ..., ck| est, étant données les valeurs respectives gy, . . ., yx de f en les points
€05 - -+ Ck,

al%yl,le{o,...,k}
fori=13akdo
for j=0ak—ido

aj+1—a;

e
i Cj+i—C)

end for
end for
Return qg

Ezemple 2.4.5. On reprend I'exemple de I’exemple 2Z38. La base de Newton associée aux centres
2 et 5 est formée des polynémes Hy :=1et Hy := X —2, et on a f[2] = f(2) =3 et
A5 - 712 _ J6)-f@) _ ~6-3 _

fR25] =5 = =53 3
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On a donc
Pios = f[2]Ho + f[2,5]H1 =3 —3(X —2) = =3X +9,
ce qui est bien cohérent avec I’exemple EZ3M.

Remarque 2.4.6. Une fois obtenue la décomposition

Pf,co, C = 2304Z
= Z H(X —¢j)
i=0  j=0

= ap+ (X —co)(an+ (X —c))(+ (X = cn—2) (a1 + (X = cnet)on) -++))

de Py c,.....c, dans la base de Newton associée aux centres cy, . . ., ¢, on peut calculer I’évaluation
de Py, ...c, en un point x € I a I'aide d’'un algorithme inspiré de la méthode de Horner :

T <— Qp

fori=n—1a0do
r—a; + (x —c)r

end for

Return r

2.5 Erreur d’interpolation

Reprenons les notations des sections précédentes : f : I — R est une fonction sur un
intervalle I de R et ¢, ..., ¢, sont des nombres de I deux a deux distincts. On souhaite étudier
Ierreur d’interpolation de f par le polynéme Py, . ... Précisément, on considere la fonction
suivante :

Définition 2.5.1. L’erreur d’interpolation de f aux centres cg,...,c, est la fonction

I — R
z = [(@) = Pregea(®)

Un premier résultat est le suivant :

€

Théoréme 2.5.2. On suppose que f est n+ 1 fois dérivable sur I. Alors, pour tout x € I, il
existe £ € I tel que

(n+1) n
e(x) = ) H(az —G).

n+ 1!
( - ) =0

Pour démontrer ce théoreme, nous utiliserons plusieurs propriétés intermédiaires. La pre-
mieére exprime l'erreur d’interpolation e a l'aide d’une différence divisée de f :

Proposition 2.5.3. Soit x € I\{cy,...,c,}. Alors

n

e(x) = fleo, ..., cn,x Ha:fcz

=0
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Démonstration. On a

Pf7507---7cnax = Pfﬁo, -C + f COy -y Cny T H - Cl
=0

donc
n

F(@) = Progona(®) = Pregoen (@) + fleo, . sen,a] [ [(x — ¢,
1=0

et donc

6(1’) = f(x) - Pf,co,...,cn(x) f Coy---yCny T H T — Cz
i=0
]

La proposition suivante énonce que, si f est n-fois dérivable sur I, alors la différence divisée
de f en les centres cy,...,c, peut s’exprimer a l'aide de la dérivée n®"€ de f :

Proposition 2.5.4. On suppose que f est n fois dérivable sur I. Alors il existe £ € I tel que

fleoy - en] =

La preuve de la proposition 2254 utilise la conséquence suivante du théoreme de Rolle, qui
en est également une généralisation :

Lemme 2.5.5. Soit m € N\{0}, soit J un intervalle de R et soit h : J — R une fonction
dérivable m fois s’annulant en m + 1 points deux d deuz distincts ag,...,an de J. Alors il
existe £ € J tel que h™(€) = 0.

Démonstration. Montrons cette propriété par récurrence sur m € N\{0}.

Sim =1 et si h est une fonction dérivable sur J s’annulant en deux points ag et a; de J
avec ag < ap, alors h est continue sur [ag, a1] et dérivable sur ]ag, a1 donc, d’apres le théoréme
de Rolle, il existe & €]ag, a1[ tel que h'(§) = 0.

Supposons maintenant la propriété vérifiée au rang m — 1 pour m € N\{0; 1} fixé i.e. pour
toute fonction dérivable m — 1 fois sur J s’annulant en m points, il existe un point de J en
lequel s’annule sa dérivée (m — 1)®™° s’annule, et considérons notre fonction h. Supposons
sans perdre de généralité que ap < a1 < ... < an,. Comme h est de classe C™ sur J, pour
tout i € {0,...,m — 1}, h est continue sur [a;,a;+1] et dérivable sur |a;, a;4+1[ donc, d’apres le
théoréme de Rolle, il existe b; €]a;, a;41[ tel que h'(b;) = 0.

La dérivée h' de h, dérivable m — 1 fois sur J, s’annule en les m points deux & deux
distincts by, . . ., by_1 : d’aprés Phypothese de récurrence, il existe donc & € J tel que h(™(£) =
(R)m=1(g) = 0. m

Remarque 2.5.6. Avec les notations ci-dessus, si J = [a,b] avec a,b € R tels que a < b, alors

¢ €la, bl
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Démonstration de la proposition 25.4. La fonction f étant n fois dérivable sur I et Py, . ¢,
étant un polynome, la fonction e est n fois dérivable sur I. Elle s’annule de plus en les n + 1
nombres deux a deux distincts cg, ..., ¢, de I. D’apres le lemme précédent, il existe donc £ € 1
tel que e(™(€) = 0. Or, pour tout z € I,

e™(z) = f"(z) = nlf[co, ..., cnl.

eme qyun polynome de la forme Z a; X', ag,...,an € R, est n!a,). Ainsi,

1=0

0=eM™ (&) = fO(€) —n!fco, ..., cn]

(la dérivée n

ie.

Démonstration du théoréme ZZ22. Soit x € I. On suppose tout d’abord que x ¢ {co,...,cn}.
Alors, d’apres la proposition 2253,

n
e(x) = fleo, ..., cn,x Ha:fcz

Mais, d’apres la proposition P25, comme f est dérivable n + 1 fois sur J, il existe & € J tel

que flco,...,cCn, x| = % On a alors

f(’n+1) n

e(r) = >——2> 1) U:L‘—cl

n n+1 n
Si maintenant = € {co, ..., ¢y}, alorse(x) = 0 et E(m —¢;) = 0,donce(z) = e 1 H T —¢)

pour tout & € J. D

Supposons maintenant que I = [a,b] avec a,b € R tels que a < b et, pour toute fonction
h: [a,b] — R continue, notons

[7llco o) := sup [h(z)] = max |h(z)|.

z€[a,b] z€[a,b]

Supposons également que f soit de classe C" ! sur [a, b]. Alors, d’aprés le théoréme 2752, on a

£+, [a.8] ﬁ
i (x —¢)l.

HGHOO,[a,b] = ”f - vacOr'~7CnHoo,[a,b] < leé’l[g}é] '
74 i=0

Une remarque importante est maintenant la suivante. Méme si ’on augmente le nombre de
points d’interpolations, la suite de fonctions donnée par les erreurs d’interpolations correspon-
dantes ne converge pas nécessairement vers la fonction nulle, comme illustré par le phénomene
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. . . . . . —5;5 R
dit de Runge : la suite des interpolations polynomiales de la fonction g : [ x’ ] : 1
= 1422
en des centres équirépartis sur l'intervalle [—5; 5] ne converge pas vers g.
Pour tout n € N, il existe cependant des centres d’interpolation ¢yyg,...,¢nn € [a,b]
tels que, sous une condition suffisante de régularité sur f, la suite (f — vacn,ov---vcn,n)neN des

erreurs d’interpolation de la fonction f converge uniformément vers la fonction nulle i.e.
n

H(x — Cn,i)
i=0
soit minimale, et donc telle que (la majoration ci-dessus de) l'erreur e soit minimale.

Nous allons construire cette suite de points (¢;)ien a laide des racines des polynomes dits
de Tchebychev :

- P —, et tel tout n € 1 tité
Hf [1€n,05e-5n,n Hoc [ab] notoo et tels que, pour tout n € N, la quantité xrél[?g]

Définition 2.5.7. On pose Ty := 1,11 := X et, pourneN, Ty10:=2XT,11 —T,. SineN,
le polynome T, € R[X] est appelé n°™¢ polynéme de Tchebychev.

Remarque 2.5.8. Pour tout n € N, T, est de degré n et, si n € N\{0}, le coefficient dominant de
T, est 271,

Nous allons considérer la propriété suivante des polyndémes de Tchebychev, qui nous per-
mettra de déterminer leurs racines :

Proposition 2.5.9. Soit n € N. Pour tout 0 € R, on a
Ty (cos(6)) = cos(nb).
Démonstration. Montrons ce résultat pour récurrence sur n € N. Soit 6 € R. On a
To(cos(f)) =1 = cos(0 x 6)

et
Ty (cos(8)) = cos(f) = cos(1 x 6).

Supposons maintenant la propriété vérifiée jusqu’au rang n + 1 pour n € N fixé. On a alors

Tni2(cos(d)) = 2cos

= 2cos

0)T 41 (cos(8)) — Tp, (cos(8))

(
(0) cos ((n + 1)8) — cos(nd)

= cos (6 + (n+1)8) + cos (0 — (n + 1)0) — cos(nb)
= cos ((n + 2)8) + cos(—nb) — cos(nb)
= cos ( (n+2 9)

O

Corollaire 2.5.10. Soit n € N\{0}. Les racines de T,, sont les nombres (deuz d deux distincts)

2k + 1
cos<(;;)ﬁ>, ke{0,...,n—1}.
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Démonstration. Soit x € R et supposons que x € [—1;1] : il existe donc un unique angle
6 € [0; 7] tel que x = cos(f) et

To(z) =0 ssi Tp,(cos(f)) = cos(nf) =0

ssi n@zg—i—kﬂaveckeZ

2 1
ssi szaveck‘ez
2n
2k +1
ssi Ozuavecke{(),...,n—l}

2k +1
ssi x—cos<(+)7T> avec k € {0,...,n —1}.

2n
Enfin, les nombres cos (W), ke {0,...,n— 1}, sont deux a deux distincts et 7T;, est de
degré n : le polynéme T}, ne possede donc pas d’autre racine. ]

Remarque 2.5.11. En particulier, si n € N\{0}, 7,, € R[X] est un polyndéme scindé a racines
simples.

Soit n € N\{0} et divisons & présent T}, par son coefficient dominant 2"~! : le polynéme
Qn%lTn est donc un polynoéme unitaire de degré n de R[X]. Il s’agit en fait du polynéme
minimisant la norme | - [, [—1;1] parmi tous les polynémes unitaires de degré n :

Théoréme 2.5.12. On a
‘ 1

2n—1Tn
et le polynome W%Tn unitaire de degré n est unique avec cette propriété.

= Inf{[Qfw,[=1,1], @ € R[X] de degré n unitaire}
00,[—1,1]

= min{||Qw,[—1,1], @ € R[X] de degré n unitaire}

Démonstration. Commencgons par remarquer que

HTnHoo,[—l,l] = max |T,(z)| = max] ’Tn(cos(é))} = max |cos(nf)| =1

ze[—1;1] 0e[0;m 0e[0;7]
et donc . ) )

—1, = ——|1T, 1= —.

‘2"_1 ooy 20 ke 1 2nt

Supposons ensuite par 'absurde qu’il existe un polynéme @ € R[X] unitaire de degré n tel
que Qo [—1,1] < HQW’%ITnHOO{—L]_] ie. tel que Qoo [—1,1] < 2,1%1, et considérons le polynome

1
R:: FTn—Q

de R[X] qui est de degré au plus n — 1 car les polynomes %%Tn et Q de degré n sont tous
deux unitaires.
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Soit k€ {0,...,n}, on a
#(en () = gt (o () e o ()
n 2n n n

1 km

= o1 cos(km) — Q (COS <n>>
1 k km

= o (-1 —-@Q (cos (n))

et donc, comme Q| [—1,1] < 2%17

51 (-1)*—-1) <R <cos <n>> < on1 (=1)" +1).
T . km . . . km
Ainsi, si k est pair, R | cos [ — > 0, et si k est impair, R | cos [ — < 0.
n n
Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe donc, pour tout k € {1,...,n}, un réel

T € ]COS (%’r) , COS (@)[ tel que R(z;) = 0. En particulier, le polynome R de degré au
plus n — 1 possede n racines distinctes : il s’agit donc du polynéme nul i.e. @ = %%Tn, et on
a alors HQHOO,[,M] = Qn%l, ce qui est en contradiction avec ’hypotheése de départ sur Q.

Ainsi, on a bien

gn—1 Tn

min{||Qlo —1,1], @ € R[X] de degré n unitaire} = =T

0,[—1,1]

Montrons a présent que 2"%11—‘ n est le seul polyndme unitaire de degré n avec cette propriété :
soit @ € R[X] unitaire de degré n tel que |Q[o[—1,1] = zm=t, et montrons que Q = 5T,
Notons encore une fois R := %Tn — @ € R[X] : P est un polynéme de degré au plus n — 1.

Notons ensuite, pour tout k € {0,...,n}, xy := cos (%”) et considérons le polynéme d’inter-
polation Ppg s, . 4, de la fonction polynomiale associée a R en les n + 1 centres (deux a deux
distincts) xo, ..., Tp.

Tout d’abord, comme R et Pg g . ., sont deux polynémes de degré au plus n coincidant
en n + 1 nombres réels distincts, R = Pr 4,,... 2, (car alors le polynéme R — PR 4, . 5, de degré
au plus n s’annule en n + 1 points). Ainsi,

R = PR,J:Q,...,:C,L = Z R(xk) ﬁ X x]i = znl n‘R(—xk) ﬁ (X - xj)'

ALy~ 4
k=0 j=0j#k kK T k2o H oy, — xj I=09#k

De plus, comme R est de degré au plus n — 1, le coefficient de degré n du polynéme de droite
est égal a 0 i.e.
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Or, si k€ {0,...,n}, on a

R() = oy Talik) = Q) = oy (~1)F = QL)

et donc, comme ||Q||oo [—1,1] < 377, de fagon analogue & ci-dessus, R (z)) = 0 si k est pair, et
R (x) <0 si k est impair.
D’autre part, comme la fonction cosinus est décroissante sur lintervalle [0;7], on a, si
n
je{0,...,n}\{k}, o1, —2; < Osij <ketay—x; >0sij>k:laquantité H Ty — T
J=0,j#k

n n
est donc du signe de (—1)F, i.e. H xp —xj > 0 si k est pair, et 1_[ xp —xj <0 sik est

o j=0,j#k 3=0,j#k
impair.
Au total, pour tout k € {0,...,n}, on a — R(zy) > 0. Or, nous avions montré que
H T — T,
j=0,j#k
n
R
2 _ (k) -0
k=0 H Tk — Tj
j=0,j#k
donc, nécessairement, pour tout k € {0,...,n}, % = 0 (une somme de nombres
H Tk — Ty
7=0,7#k
réels positifs est nulle si et seulement si chacun des nombres est nul) i.e. pour tout k € {0, ..., n},
R(zy) = 0.
Le polynéme R de degré au plus n — 1 s’annulant en les n points distincts zq, ..., z,, il
s’agit du polynoéme nul i.e. Q) = 2n—1_1Tn. O

A partir de ce résultat sur [—1; 1], nous allons déduire 'unique polyndéme unitaire de degré
n qui minimise la norme | - |, (4,5 Parmi tous les polyndmes unitaires de degré n.

Pour cela, considérons 'application affine bijective

Y o

I
1
+

“f

de bijection réciproque 'application affine

et - [-1,1]
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Si @ € R[X] est un polynéme unitaire de degré n, on a

|Ql

oo = max |Q(z)]

= max |Q(p(1))]

te[—1;1]

(%5) e [(25) @)

b—a\" 2 "
a ( 2 ) (b—a) Qongoo,[—l,l]

et, si I'on considére ¢ comme le polynéme b_TaX + ‘%’b de degré 1,

" " b—a a+b
(7s) @oe=(22) (5t 55 em)

n
est un polyndme unitaire de degré n. Précisément, 'application Q € R[X] — <L> Q (b*TaX + “TH’) €

b—a
R[X] réalise une bijection de I’ensemble des polynoémes unitaires de degré n dans lui-méme,

d’inverse
b—a\" b—a\" 2 a+b
PER[X]H( 5 ) Poq/)=< 5 ) P<b X_b—a)ER[X]’

—a

et on a aussi, si P € R[X] est un polynéme unitaire de degré n,

1Pl —1,17 = terglalfl]!P(t)!
- P
53[3,’2]’ (¥(x))]

(7%2) mas|(5°) Pow)

() (%) 7o,
b—a 2 o0,[ab]

On en déduit :

Corollaire 2.5.13. On a

min{| Qo (a0, @ € R[X] de degré n unitaire} =

1 b—a T, 2 X_a+b
on—1 2 b—a b—a o0, [a.b]
1 2

et le polynome 5= (b—T‘Z)nTn (HX — g%f) est unique avec cette propriété.

Démonstration. D’apres les considérations ci-dessus, si () € R[X] est un polynéme unitaire de

degré n, on a
b—a\" 2 \"
lesn = (“52) |(52) @o¥]
© [ ] 2 b —a OO,[—l,l]
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et (b_Ta)n Q o ¢ € R[X] est un polynéme unitaire de degré n de telle sorte que

b—a\"| 1
Qoo fap) = ( ) i1 1n
o,[a,b] 9 on—1 oo [—1.1]
B b—a\" 2 "I/b—a\"
B 2 b—a 2 2n1
" 2 a+b
7 (70) (- )!

ssi

—_

S
|

S|

g

2 " b—a\"
(722) e, = ()
—a 0,[—1,1]

1
on—1 T

00,[—1,1]

Remarque 2.5.14. On a
1 b—a\" 2 a+b 1 b—a\"
— | Ty X - = T,
‘ 2n—1 < 2 ) (b —a b— a) ‘oo,[a,b] ‘ 2n—1 ( 2 > ° d)‘ o0,[a,b]
"1

) .

iTho

'( 2 2n1 ,[a,b]

_ (b—a) 1 T
2 gn-1

B b—a\" 1

- 2 on—1

Revenons a notre probleme de départ : nous souhaitions construire des centres d’interpola-
n n

tion ¢y, ..., ¢, telle que la quantité m[au;] H(w —¢) H(X —¢)
rela0]iz0 i=0

venons de démontrer que cette quantité est minimale pour

n 1 (b—a\""! 2 a+b
X—¢)=— T, X -
H( ) 2”( 2 > +1<b—a b—a>

=0

o0,[—1,1]

soit minimale. Nous
0,[a,b]
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. . ~ _a\n+1
i.e. pour cg,...,c, les racines du polyndéme 2% (bT“) Thi1 (%X — “—’Lb)
Or, si z € [a, b],

1 (b—a\"" 2 a+b 2 a+b
— T, — — =0 ssi T, -
2”< 2 ) H(b—ax b—a) o H(b—ax b—a

)—o
.2 at+b (2k+ )
ssi b_a$—b_a—cos<2(n+1>>,ke{O,...
ssi x=a+b+b_acos<(2k+1)w>,ke{O,.

2 2
Définition 2.5.15. On appelle les points

T a+b b—-a (2k + 1)m
= AL k
Cnk 5 + 5 os< 1) ) €{0,...,n}

les centres de Tchebychev d’ordre n du segment [a, b].

Pour tout n € N, notons el

n. On a alors en particulier :

I’erreur d’interpolation de f aux centres de Tchebychev d’ordre

Proposition 2.5.16. Soit n € N et supposons que la fonction f : [a,b] — R soit de classe C"*1
sur [a,b]. Alors

leZ| - Hf(nH)Hoo,[a,b] b—a\"t
nlloo,[a,b] Qn(n+ 1)! 9 ’

Démonstration. On a

7] o g [Tox -k
nlloo,[a,b] = (n+1)! i=0 " 0,[a,b]
_ Hf(nH)Hoo,[a,b] 1 (b-a nT 2 y_atb
 (n+1! 2t 2 "\b—a" b—a)|yg

B [£ Y oy (b—a "
B (n+1)! 2 2n

(par la remarque 2514).

O
L’inégalité de la proposition précédente nous permet de maitriser ’erreur a chaque inter-
polation polynomiale de f aux centres de Tchebychev 0270, R cﬁm n € N.

£ oy (b= a\™
En particulier, si f est de classe C* sur [a,b] et la suite 7 +ool’[)a!’ ] ( 5 ) )
ne

converge vers 0, alors la suite des erreurs d’interpolation (el),cn converge uniformément vers
. . T
la fonction nulle, i.e. Hen Hoo,[a,b] 0 0.

En fait, cette derniere propriété est vraie sous des hypotheses plus faibles :



32 CHAPITRE 2. INTERPOLATION POLYNOMIALE

Théoréme 2.5.17. Si f est de classe C* sur [a,b], alors la suite (el),en converge uniformé-
ment vers la fonction nulle.

Remarque 2.5.18. Un défaut de l'interpolation polynomiale telle que nous venons de I’étudier
est que plus le nombre de centres d’interpolation augmente, plus le degré du polynéme d’inter-
polation et plus la quantité de calculs associés augmentent. Une solution consiste, pour n € N,
plutot que d’interpoler la fonction f : [a,b] — R par une application polynomiale sur [a,b] en

n + 1 centres ¢y, ..., c, donnés, a interpoler f par une fonction polynomiale par morceaux s
telle que
e les centres ¢, ..., c, délimitent les “morceaux”,

e sur chaque morceau, la restriction de s est polynomiale de degré “peu élevé” (par exemple
un, deux ou trois),

e s est suffisamment réguliere en les points de “recollement” cy, ..., cy,.

Une telle fonction s est appelée une spline.



Chapitre 3

Méthode des moindres carrés

3.1 Introduction

Soit N € N “grand”, soient (xg,%0), --., (zn,yn) des points du plan R? tels que les réels
xo, ..., oy sont deux & deux distincts, et notons N 1’ensemble de ces points (on dit que N est
un nuage de points). On souhaiterait “approcher” le nuage de points A/ au sens des “moindres
carrés” par une fonction polynomiale de degré “tres” inférieur a .

3.2 Approximation au sens des moindres carrés

Reprenons les notations de 'introduction et soit m € N tel que m < N.

Définition 3.2.1. Soit S € R,,,[X]. On dit que S est une solution d’ordre m au probléme des
moindres carrés associé a N, ou encore une approximation d’ordre m au sens des moindres
carrés de N si

N 2 N 2
Z (yi — S(z;))” = min {Z (yi — R(z:))” | R € Rp[X] } )

1=0

Nous allons montrer qu’'une telle solution existe toujours, qu’elle est unique et que I’'on peut
la déterminer explicitement.

Si P,Q € Ry[X], notons
N
(P,Q) =) Plx:)Q(x:).
=0
Alors :

Proposition 3.2.2. L’application

o (P,Q) = (PQ)

est un produit scalaire sur Ry[X].

33
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Démonstration. L’application (-, -) est bilinéaire symétrique et, si P € Ry[X],

N N 5
(P,Py =Y P(z;)P(x;) = Y, (P(x:))” >0
=0 1=0

N
De plus, si (P, P) = ZP(%‘)Q = 0 alors, pour tout ¢ € {0,..., N}, P(z;) = 0, et donc P
i=0
posséde N + 1 racines deux a deux distinctes : P est donc le polynéme nul car P est de degré
au plus V. O

Notons || - | la norme euclidienne associée au produit scalaire (-, -) sur Ry[X].

Notons également Py le polyndme d’interpolation des points du nuage N i.e. I'unique
polynéme de Ry |[X] tel que pour tout i € {0,..., N}, Py (z;) = y; : si {Lo,..., Ly} désigne la
base de Lagrange associée aux centres xg, ..., TN,

N
Py =) uiLi
i=1

(cf. théoreme 2Z3).
Si ReR,,[X] € Ry[X], on a alors

N N N
(i — R(2:))” = D) (Py(xi) — R(x:))* = Y ((Pv — R)(w:))” = | Py — R|* = d(Py, R)?
i=0 i=0 i=0

si d désigne la distance euclidienne associée au produit scalaire (-, -).
On peut ainsi reformuler le probléme des moindres carrés associé a N de la maniére suivante :

Proposition 3.2.3. Soit S € R,,,[X]. Alors S est une solution d’ordre m au probléme des
moindres carrés associé a N si et seulement si

d(Py, S)? = min {d(Py, R)* | Re R, [X]}

si et seulement si

d(Py, S) = min {d(Py, R) | R € Ry[X]}

st et seulement st
(0u pr,,[x] : RN[X] — Ry [X] désigne la projection orthogonale sur R,,,[X]) si et seulement si

S = pr,,[x](Pn)-

Démonstration. La premiere équivalence est obtenue a l’aide des réécritures précédentes.

La seconde équivalence est obtenue, pour le sens direct, par application de la racine carrée
qui est une fonction continue de [0; +00[ dans [0; 40| et, pour le sens réciproque, par application
de la fonction carrée qui est continue de [0; +00[ dans [0; +0].

Les deux dernieres équivalences sont obtenues en utilisant les propriétés des espaces eucli-
diens (plus généralement des espaces préhilbertiens) relatives a la distance & un sous-espace
vectoriel (de dimension finie) et a la projection orthogonale sur un tel sous-espace. O
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Le probléme des moindres carrés associé au nuage de points N posséde donc une unique
solution d’ordre m, qui est pg,,[x](Pxn)-

3.3 Calcul de la solution au probleme des moindres carrés

Reprenant les notations de la section précédente, nous allons dans cette section donner une
méthode pour calculer la solution d’ordre m au probléme des moindres carrés associé a N i.e.

pRm[X](PN)'

Soit S € R,,[X] et notons V' le vecteur colonne des coordonnées de S dans la base
{1,X,...,X™} de R,,[X]. On a alors le résultat suivant :

Proposition 3.3.1. Le polynome S est l'unique solution d’ordre m du probleme des moindres
carrés associé a N ssi

tfccv =tcy
ot
1z - af Yo
C:=1|: =+ . et Y:=|:
1 oy -+ 2Y YN

Démonstration. On atout d’abord S = pg,,(x](Pyn) ssi Py—S € (Rp[X])" (Ry[X] = Rp[X]®
(R [X])"), et

Py —SeRpn[X])" ssi VReR,[X], (Pv—S,R) =0

ssi VRe Rm[X], ' (P'/\/’(.Tz) — S(.ﬁL‘z))R(l"Z) =0
N
ssi VR eRy[X], 2 (yi — S(xi))R(z;) = 0.

Or, si R € R,,,[X] et si W désigne le vecteur colonne des coordonnées de R dans la base
{1,X,...,X™} de R,,[X], on a

R(xo)
ow=|
R(xpr)

et donc

N
3 (s — S(@:)) R(zi) = “(Y — CV)OW.
i=0
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Ainsi,

S =pr,(x](Pv) ssi VW eMpi11(R), (Y —CV)CW =0
ssi YW e Mpp11(R), ('Y ="VIC)CW =0
ssi YW e Mpi1,1(R), ('YC-"VICC)W =0
ssi tyo-tvicc = Om+1,1
ssi YO ='Wtceo
ssi 'CY ='CCV.

O]

Remarque 3.3.2. En particulier, avec les notations ci-dessus, comme la matrice symétrique
LCC est carrée (de taille m + 1) et comme le systeme ‘CCW ='CY, W € M;;,+1,1(R), posséde
une unique solution, la matrice ‘C'C est inversible, et le vecteur colonne des coordonnées du
polyndme pg_ [x](Px) dans la base {1, X,..., X™} de R,,[X] est donc

(fcc) ey,

Ezemple 3.3.3. On s’intéresse a 'unique approximation d’ordre 1 au sens des moindres carrés du
nuage de points A/, aussi appelée droite de régression linéaire associée & N ou droite des moindres
carrés associée a NV

Si on note S = ag + a1 X ce polynéme, avec ag, a1 € R,

1 =z Yo
V= (CLO)’CZ: et Y := o,
ai
1 xn YN
on a alors
fCCV =t0Y «— V = (‘cC) " oy,
N
N+1 Y
avec 'CC = N iffo et donc
DI
=0 =0
N N
2
xi =) X
(ele) pa— ZO ;
det (*CC) N
— Z z;, N+1
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N
Z Yi
i=0

Ainsi, comme {CY = N ,

a0 = N - N 2:
(N+1)> a7 — (Zm>
i=0 i=0
et
N N N
— (Z iUz) (Z yz) + (N +1) <Z xil/z)
i=0 i=0 i=0
“= N N 2
(N—i—l)Za:?— sz>
=0 =0

37
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Chapitre 4

Intégration numérique

4.1 Introduction

Il est rarement possible de calculer expliciter I'intégrale d’une fonction continue sur un
segment de R. L’intégration numérique consiste a approcher une intégrale par une expression
“facilement calculable”, plus précisément par une formule de quadrature.

4.2 Formules de quadrature

Soient a,b € R tels que a < b, et soit f : [a,b] — R une fonction intégrable au sens de
Riemann sur [a, b]. Une formule de quadrature sur [a,b] est une expression R-linéaire en f qui

b
“approche” I'intégrale j f(t)dt de f sur [a,b]. Plus précisément :
a

Définition 4.2.1. Une formule de quadrature sur [a,b] (ou d’intégration numérique sur [a,b])
est une forme linéaire

J :RI([a,b]) — R,
ot RZ([a,b]) désigne le R-espace vectoriel des fonctions intégrables au sens de Riemann sur [a, b].
Par exemple, si n € N, A\g,..., A\, € Ret xg,...,z, € [a,b], 'application
RZ([a,b]) — . R
f =) Aif ()
i=0

est une formule de quadrature sur [a, b] (il s’agit d’une combinaison linéaire des évaluations en
les points xy, . . . , ), appelée formule de quadrature de poids Ag, ..., A, en les points zg, ..., z,.

Les exemples de cette forme constituent une classe importante de formules de quadrature.
Parmi ceux-ci, on trouve notamment les formules de quadrature “induites” par les polyndmes
d’interpolation en le sens suivant. Soient cy,...,c, € [a,b] deux a deux distincts et notons
{Lg,..., Ly} la base de Lagrange associée aux centres cy, . .., Cy.

39
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Proposition et Définition 4.2.2. L’application

RI([a,b]) —
L
Jegymien
g = Pg,co,...,cn (t)dt
a
(ot, si g € RI([a,b]), Pyco.....cn €St le polynome d’interpolation de g en les centres cy, . . ., cp) est
une formule de quadrature sur [a,b], appelée formule de quadrature de Lagrange associée aux
b
centres cqg, ..., cn : il s’agit de la formule de quadrature de poids f Li(t)dt, i € {0,...,n}, en
les points cg, ..., Cp. ‘
n
Démonstration. On a Py, . . Z ¢i)L; et donc

JE ,n<f>=Lbe,CO,.., dt—L(chl i )dt=§<LbLi<t>dt>f<c».

Remarque 4.2.3. On peut deés a présent établir une majoration de 'erreur d’approximation de
b

f(t)dt par JE . (f) dans le cas ou f est de classe C"*! sur [a,b] : si on suppose que

f e ([a,b]), on a

O]

b b b
[ stae— a5 ,n(f>’ = |[ swa- | Pf,co,...,cnu)dt\

a

b
(f(t) = Preg,...cn (t))dt‘

b
< [ 10 = Preocadl
a
b
< J Hf - Pfchw--an ”oo,[a,b] dt
a
= (b—a)|f— Preo,...cn 0,[a,b]
BN L T
b (n+1) x[a,}z?] L=l
Comme pour tout z € [a, b] et tout i € {0,...,n}, |x — ¢;| < b — a, on peut également considé-
ration la majoration (moins fine)
B (b _ a)n+2 n+1)
CO: 7n(f) = :
(n+1)! w0, [a,b]

Cependant, cette maJoratlon n’assure pas la convergence de la formule de quadrature de La-
grange appliquée a f vers f f(t)dt lorsque le nombre de centres d’interpolation augmente (il

a
existe des phénomeénes de Runge).
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Etablissons également quelques résultats sur les poids de la formule de quadrature JcLo,.,.,cn

dans le cas ou les centres ¢y, ..., ¢, sont équirépartis sur [a,b] :
Lemme 4.2.4. On suppose que les centres cy, . .., ¢y sont les n+1 points équirépartis sur [a,b]
i.e. pour tout i € {0,...,n}, ¢; =a+ ibfTa. Alors, pour tout i € {0,...,n},

fb Ln_i(t)dt = fb Li(t)dt.

a a

Démonstration. Soit i € {0,...,n}. On a

b— b—
Cn—i =a+ (n—1) a:a—i—(b—a)—i a4

h—
=a+b—<a+i a>=a+b—ci
n n

donc

H ldt

O<hksn, ketn—i =i~ Ck

t—c
M ot a
a+b—c—cy

0<k<n, k#n—i

8 S

f ’ Lo_i(tydt =

a

Il
e (=

1—[ t—(a+b)+a+b—c

dt
—c;+a+b—c

Il
e (=

0<k<n, k#n—i

1—[ t—(a+0b)+ cni dt

—C; + Cp—k

|
e (=

0<k<n, k#n—i

1—[ a+b—t—c,_g a

o<k<n, k#n—i Ci = Cn—k

Il
e o

a+b—1t— Cl/

Il
e (=

dt (en posant k' = n — k)

o<ki<n, kzi G K
a
U — Cpr . .
= — J H du (via le changement de variable u = a +b —t)
b \o<ki<n, ki € ¥

b
U — Cpr
f H du
a (Oskz’sn, ji G0 K
b
f La(t)dt.
a
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Remarquons également ’expression suivante des poids de la formule JCL0
centres équirépartis :

.. dans le cas de
N

Lemme 4.2.5. On suppose que les centres cy, . .., ¢, sont lesn+1 points équirépartis sur [a, b].
Alors, pour tout i € {0,...,n},
b b—a (-1 n—i n n
f Li(t)dt = .(,( )_ ) f (u—j)du.
a noaln=)lJo ;575
Démonstration. Pour simplifier les écritures, notons tout d’abord h,, := b_Ta. Soit ensuite i €
{0,...,n}. On a
b b n
t—cj
j Li(t)dt = f 11 | at.
a @ \j=0, j#i @
Comme les centres ¢y, . . ., ¢, sont les n+1 centres équirépartis sur [a, b], pour tout j € {0, ..., n}

tel que j # 4, ona ¢; —c¢; = (i — j)hy, et donc

[T a-o (ﬁ(i—j)hn)(ﬁ@—j)hn)

J=0, j#i j=0 j=i+1

(1) (Hom)

(hLi) ((—1)""h2 " (n —i)!)
(=1)" R il(n —i)!

Ainsi,
ij (t)dt (= Jb ( ﬁ (t )) dt
. - — e )
a hril(n —di)! J, =0, i
Considérons maintenant le changement de variable u = th_—n“ et écrivons
b n n n
f H (t—c¢j) |dt = hnf H (a+ hpu —c¢j) | du
@ \j=0, ji 0 \j=0, j#i
- hnf ( [T (a+hnu- (a+jhn))) du
0 \j=0, j#i
= hy ( [] 7w —j)> du
0 \j=0, j#i
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Au total, on a donc bien

b n—i n
f Li(t)dt = (Z,(R)_Z?‘f | H (u—j)du.

O]

Terminons cette section par la notion d’ordre d’exactitude d’une formule de quadrature
générale. Soit donc J une formule de quadrature sur [a, b].

Définition 4.2.6. On appelle ordre d’exactitude de J le plus grand entier naturel r tel que pour
b

tout P € R, [X], J(P) = f P(t)dt (ou, dans Uécriture J(P), P désigne, par abus de notation,

a
la fonction polynomiale [a,b] — R ; t — P(t) associée a P).

Ezemple 4.2.7. La formule de quadrature de Lagrange associée aux centres cy,...,c, (non
nécessairement équirépartis sur [a,b]) est d’ordre d’exactitude au moins n car, si @ € R,[X],
Py.co.....cn = Q (le polynéme FPg ..., — @ de degré au plus n possede n + 1 racines) et donc

b b
JE(Q) = f Poen..o (Ot f Q(t)dt

4.3 Méthodes composées

Reprenons les notations de la section précédente et considérons une subdivision du segment
[a, b] : une subdivision de [a, b] est un (n + 1)-uplet (xq,...,x,) de nombres de [a, b] tels que
a=u1x9 <<z =>b. Soit (zg,...,x,) une telle subdivision de [a,b], on peut alors subdiviser
le segment [a, b] en les segments [z;, z;4+1], ¢ € {0,...,n—1}, et on appelle pas de la subdivision
(xo,...,xy) la plus grande des longueurs des intervalles [z;, zi+1], ¢ € {0,...,n — 1}, i.e. le réel

max Ti+1 — X4
1€{0,...,n—1}

Plutot qu’une formule de quadrature sur [a, b] donnée par “une seule expression sur [a, b]”,
nous allons considérer des formules de quadrature sur chaque segment [z;, x; 1], € {0,...,n — 1},
puis les composer en une formule de quadrature sur [a, b] :

Proposition et Définition 4.3.1. Pour tout i € {0,...,n — 1}, soit J; : RZ([x;,zi41]) = R
une formule de quadrature sur [x;, z;+1]. L’application

RI([a,b]) — R
- g Z g\ [iyzit1] )

est une formule de quadrature sur [a,b], appelée formule de quadrature composée a partir

de J(),. . -;Jn—l-

Démonstration. Soit i € {0,...,n — 1}. Comme 'application J; : RZ([z, zi+1]) — R est une
forme linéaire sur RZ([x;,zi+1]), 'application RZ([a,b]) — R ; f — J; (f‘[l'i,ivi+l]) est une
forme linéaire sur RZ([a, b]). La somme des applications RZ([a,b]) = R 5 f = Ji (firz,2:,11)
i€{0,...,n — 1}, est alors également une forme linéaire sur RZ([a, b]).
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Pour i € {0,...,n — 1}, soit ¢; € [x;, z;+1]. L’application
RZ([a,b]) — R
J . nol eaigg n-l
ot B[ et = Y S e )
i=0 JTi i=0

est un exemple de formule de quadrature composée, associée aux formules de quadrature
sur [fﬁiaﬂ?iﬂ]

RI([wi, vit1]) — R
Ti+1
£ | et = fe i -z
T

i€{0,...,n—1} (Jey, ..cn, est la formule de quadrature de poids z1 — xg, ..., &y — Tp—1 €n

les points cg, ..., cp-1).

Exemple 4.3.2. e Si, pour tout ¢ € {0,...,n — 1}, ¢; = x;, la formule de quadrature
Jeoren1 = Jao,...zn_1 €St appelée méthode des rectangles a gauche associée a la sub-
division (zo,...,xyn) de [a,b] : on la note R,.

e Si,pour touti € {0,...,n—1}, ¢; = 41, la formule de quadrature Jo,, . ¢, , = Jz,,.. 2, €5t
appelée méthode des rectangles a droite associée a la subdivision (zo,...,z,) de [a,b] :
on la note Ry.

e Si, pour tout i € {0,...,n — 1}, ¢; = %, la formule de quadrature Jg, ., , est
appelée méthode des points milieux associée a la subdivision (o, ..., z,) de [a,b] : on la
note R,,.

La formule de quadrature Jg, . ., , est d’ordre d’exactitude au moins 0 : si o € R,

n=1 r~piyy b
Jegren (@) = 2 J adt = J adt.

i=0 Ji a

Les méthodes des rectangles au gauche et a droite sont d’ordre d’exactitude 0. En effet,
pour tout i € {0,...,n — 1}, pour tout ¢ €]z;, zi41[, on a z; <t < x;4;1 et donc

Tit1 Tit1 Tit1 Tit+1
f :L‘idt < J tdt < J l‘i+1dt i.e. X({L‘Z')(l’prl—l'i) < J tdt < X(xi+1)($i+l_mi)

d’ou
b

Ry(X) < f tdt < Rq(X).
a

Nous allons & présent majorer l'erreur d’approximation de l'intégrale d’une fonction f

sur [a,b] par la formule de quadrature J, . ., , dans le cas ou f est une fonction de classe Ct

sur [a, b] et ou la subdivision (xq, ..., x,) est réguliére :
Définition 4.3.3. On dit que la subdivision (xo,...,x,) de [a,b] est la subdivision réguliére
d’ordre n de [a,b] si, pour touti € {0,...,n—1}, x;41 = xi—i—b_T“ i.e. si, pour touti € {0,...,n},

J— ib—a
Ti=a+1 .
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Supposons donc dans la suite que la subdivision (zo, . ..

_ b=a a

pas :on a hy, -

Proposition 4.3.4. Si f € C'([a,b]), on a

CO? - Cn—

Démonstration. Soit i € {0, ...

A ff ﬂ

—a)hy, Hf/Hoo,[a,b]

classe C! sur [a,b]), pour tout t € [x;, z;41], il existe & €]x;, 44 1[ tel que

ft) = flei) = f(&)(t — i)

et ainsi, pour tout ¢ € [x;, zi+1],

| f(t)
(t,¢; € x4, xip1] done |t — ¢] <
On a ainsi
Li+1
J F(t)dt —
T
et donc
C07 +Cn— 1

= fle)l=1f

xz+1_xz_h )

fmﬂm&‘=

X T

Ti+1

< j () —
z
Ti4+1

< | H’
T4

< [ F ey

< HfHoo,[a,b]

ffd4= fj“%wm_i

fm}@&

N

=0

S
—

IN

0

f/

.

}oo,[a,b] hn(b—a).

[ vo-

)|t —al < ”f,Hoo,[a,b]

f(CZ))dt
flei)|dt

hndt

xz+1 - mZ)

- f:ﬂ f(Ci)dt)
gmfmw—L

Z Hf/Hoo,[a,b] hn (@41 —

Ti+1

ﬂ@ﬂ

45

, Tn) est réguliere et notons h,, son

,n — 1}. D’apres le théoréme des accroissements finis (f est de
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Remarque 4.3.5. e En particulier, cela montre que si pour tout n € N, pour tout ¢ €

{0,...,n—1}, ¢" est un choix de point de [z;, z;11], la suite réelle (ch""’czfl>neN converge

b
vers 'intégrale J f(t)dt (car hy, — 0), ce que 'on savait déja car pour tout n € N,
a n——+0o0

ch,m,cz,l est une somme de Riemann et f a été supposée intégrable au sens de Rie-
mann ('’hypotheése de continue dérivabilité sur f n’est pas nécessaire pour montrer la

b
convergence de <ch7"'702—1> y Vers j f(t)dt). La borne de la proposition B=34 permet
ne a

b
cependant de maitriser a chaque étape n € N 'erreur de 'approximation de j f(t)dt par
a

Je

0ot
On peut améliorer la borne de la proposition BE=34 si la formule de quadrature Jo, .. ¢, ,

est la méthode des rectangles & gauche. En effet, si f € C'([a,b]), on a

bh—
2

b
R, - [ 00 dt] < 1

Pour le montrer, reprenons la preuve de la proposition précédente et ses notations : si
i€{0,...,n— 1}, on a, avec ¢; = x;, pour tout t € [x;, Tj+1],

) = Flaa)| = [F@] |t — il = | €] (¢ —7:) < |£'] puy (t — )

et

[ [ e < [0 - sl

Li+1 ,
f |/ Hoo,[a,b] (t — z;)dt

Tit1—Tj ,
= | gy

N

(zip1 — x4)?
= Hf/Hoo,[a,b] +12
hy
1 L oy o

b—a
5 | F g ay

Ry(f) —Lbf(t)dt‘ = |Jao,n (f) —Lbf(t)dt’ <

On retrouve la méme majoration pour la méthode des rectangles a droite : si¢ € {0,...,n—
1}, on a, avec ¢; = x;41, pour tout t € [z;, x;41],

() = flwiv)| = | ()] [t — miga| = | F(&)] (wiv1 — 1) < Hf/Hoo7[a7b] (w341 — 1)



4.3. METHODES COMPOSEES 47

et

fmf(t)dtfi“f(a:m)dt’ < FH 1F(t) = faipr)| dt

Li41 ,
< [ G = 1

0
= gy
Ti+1—T; ,
1 gy e
&
= Hf/Hoo,[a,b]?

d’ou

b—a
2 han Hf/“oq[a,b] :

%dﬂ—ff@&w—hthﬁ—ﬁpﬁm4<

En ce qui concerne la méthode des points milieux, on peut déterminer une “meilleure”
borne dans le cas ol la fonction f est de classe C2, en ce sens que cette borne implique une
convergence plus rapide (quadratique) de la méthode :

Proposition 4.3.6. Si f est de classe C? sur [a,b], on a

b

—a
24 hzl Hf”Hoo,[a,b] ’

b
)~ [ st <
a
Démonstration. Soit i € {0,...,n — 1}. D’apres le théoreme de Taylor-Lagrange, comme f est
de classe C? sur [a, b], pour tout t € [z, 2;,1], il existe & €]y, xi11[ tel que

(t — CZ')2

92 f”(gt)’

f(t) = flei) + (t —ci) f'(ei) +

N xT;+x; . .
oll ¢; = ~—5+. Ainsi,

- [ pega = [e-areas [ g
J J J J

e [ (it L el [l g

Titl (¢ — )2
_ J (QZ)f”(ft)dt (car |zit1 — ¢i| = |z — ¢i| = %n)
z;
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friﬂ (t—c)?
2

T

f”(&)dt’

Au total, on a donc

EMﬂ—E}@&‘

N

N

A

A
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Titl (4 _ )2
f QQM\W@WH

[,

ww [%Hq <mqﬁ]
3

rﬂuab[ HY]

Hf Hoo ab [2 ]

uﬂm%bg

T

f//

H |24 h2( i1 — Ti).

n—1

n— Tit1 Ti+1
([ roae= [ srear)
i=0 i Ti
n=1y rz; iy Tit+1
[ rwar- [ e
i=0 VT4 Zi
n—1 Ti41 — 2
[ rreoar
i=0 VT4
T oo a
Z 202[ 4] hi( i+1 — xz)
i=0
1 oo [0 , o
Thn(b — a).
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4.4 Méthodes composées de Newton-Cotes

Reprenons les notations de la section précédente et supposons que la subdivision (zg, . .., z)
de [a,b] est réguliere.

Soit d € N\{0}. On considere la formule de quadrature composée a partir des formules de
quadratures de Lagrange associées aux d+1 centres équirépartis sur [z;, x;+1],7 € {0,...,n—1}.
Précisément, soit ¢ € {0,...,n — 1} et notons ¢;,...,¢iq les d + 1 centres équirépartis sur
[zi,zi+1] (i.e. pour tout j € {0,...,d}, Cij = Tj + ]% = x; + jh#) et {LZ’70,. . 'aLi,d} la
base de Lagrange associée.

On note ensuite Jg; := Jé,O:-“vCi, , la formule de quadrature de Lagrange sur [z;, Zi11]
associée aux centres ¢;,...,¢; 4 (cf. Proposition et Définition B=22).
Enfin, on note Jy la formule de quadrature composée a partir de Jgo,...,J4pn—1 : On 2

=

n—

n—1 d
Ja(f) = Z Jai (fizswsin]) = Z Z wi j f(cig)
i=0 i=0 j=0

LTi4+1
ousije{0,...,d}, w;; désigne le poids J L (t)dt (Jq est la formule de quadrature de
xT

poids w; j, 1 € {0,...,n—1}, j€{0,...,d}, en les points ¢; j, i€ {0,...,n — 1}, j€{0,...,d}).

Définition 4.4.1. La formule de quadrature J; sur [a,b] est appelée méthode (ou formule)
de Newton-Cotes d’ordre d associée a la subdivision réguliére (zo,...,x,) de [a,b].

Nous allons dans la suite considérer différents exemples de méthodes de Newton-Cotes.
Commencgons par quelques propriétés générales :

Lemme 4.4.2. Siie {0,...,n—1} et j€{0,...,d}, la quantité w;; ne dépend pas de i.

Démonstration. Soient i € {0,...,n — 1} et j € {0,...,d}, montrons que w; j = wp ;. Pour tout
ke {0,...,d}, on a
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et donc
Ti+1
wij = J Li;(t)dt
J‘wﬂ—l 1_[
0<k<d, k#j
fx'LJrl 1_[
0<k<d, k+#j
J‘$z+1 T H
0

0<k<d, k+j
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t—c k
G LR I
Cij — Cik

t—cik
L
€o,5 — €0,k

U+ T; —Cik

€o,j — Co,k

h
" U+ Cio— G
_ J I I 3,0 i,k dt

0 0<k<d, k+#j

Co,j — Co,k

h
n U+ cyp— C
_ J 1—[ ‘0,0 0k | 4

0 0<k<d, k+#j

_ fh" 1—[ U+ a—cog

€0,5 — Co,k

0 0<k<d, k#j

_ J-aJrhn 1_[

a 0<k<d, k+#j
T
-
0\ 0<k<d, k+#j
1
= f Ly ;(t)dt
o
= Wo,j

Remarque 4.4.3. Pour i € {0,...

I’'expression

v — CO,kz

v — CO,k

C€o,5 — Co,k

dit

€o,j — €0,k

dv

i — Co,k

,n—1} et j € {0,...

Ti4+1 . _
wij = f Lij(t)dt = xmd .

T

J (u— k‘)du—
0 k=0, k#j

dt (via le changement de variable u =t — z;)

dv (via le changement de variable v =t + a)

O

,d}, on aurait également pu considérer

f (u—k)du,
0 k=0, k#j

donnée par le lemme B2, pour montrer que la quantité w; ; était indépendante de 1.

En vertu du lemme précédent, si j € {0,. ..

n—1

d
= > > wif(eig).
i=0 j=0

,d}, nous noterons w; := wo ; et on a donc
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Les nombres wy, .. .,wy sont appelés les poids de la méthode de Newton-Costes d’ordre d. En
vertu du lemme B224, pour tout j € {0,...,d}, on a wy—; = wj.
Remarque 4.4.4. Considérant la remarque précédente B2-3, notons, pour tout j € {0, ..., d},
/
Wi = — k)du.
= 1
dj d Moy 0, k;éj

Alors, pour tout j € {0,...,d}, w; = hnw et w est indépendant de n.

b

Continuons par un premier résultat de majoration de I'erreur d’approximation de f f(t)dt
a

par Jg(f), dans le cas ol f est de classe C4*! sur [a,b] :

Proposition 4.4.5. Supposons que f € C1([a,b]). Alors

(d+1)!

b b—
Cra- | < g e,

Démonstration. On a
b $l+1 n—1
f f(t)dt—Jd(f)' = f t)dt — Z Jai (firwiaien)
x7,+1
= ( — Ja,i (f[$i7$i+l])>

n—1 Tig1
| (f " pwan- gk, ,%(f[xi,ml]))‘

3 .
H
H o

>
Il
=}

O

$1+1 L

< f t)dt — Je; 0renCid (f|[l'i7xi+1])

=0

n—1 d+2

(ip1 — x3) ‘ (d+1)H

< par la remarque E23

i=0 (d +1) / 0, [2,@i+1] ( )

n—1 d
_ n (d+1)

= (d+1 Hf 0, [%,24+1]

n—1 d+

ha+2 (d+1)

<

; d —|— Hf OO»[avb]

hit (d+1)
~ Hf .
(d+1 ,[a,b]
b
_ pd1 070 H (d+1) ‘ .
"o(d+1)! ' o0, [a,b]
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Remarquant que la formule de quadrature J; sur [a,b] a été construite a partir de la

subdivision réguliere (o, ..., x,) de pas h, = &2 de [a,b], que la quantité Jy(f) dépend donc
de n € N, et renotant J}(f ) = Jg(f) la formule "de quadrature d’ordre d construite & partir de
la subdivision réguliére (zo, ..., z,) de [a, b] évaluée en f, on obtient le résultat de convergence
suivant :

Corollaire 4.4.6. Supposons que f € C**1([a,b]). Alors la suite (J}(f)), o converge versj f(t)dt

Par ailleurs :
Proposition 4.4.7. La formule Jg est d’ordre d’exactitude au moins d.
Démonstration. Si @ un polyndéme de Ry[X], on a, pour tout i € {0,...,n—1}, P . c;g = Q
(car @ est un polynome de degré au plus d) et donc

n—1
JiQ) = D Jai(Q)
i=0

n—1l Ti+1
= Z J Pchi,Ov'”vCi,d(t)dt

i=0 v ¥i

n—1 i1

= ). Q(t)dt
i=0 YTi
b
_ J Qt)dt
a
Remarque 4.4.8. 11 est possible de montrer que
e si d est impair, 'ordre d’exactitude de .J; est exactement d,

e si d est pair, I'ordre d’exactitude de Jy est d + 1.

On considére maintenant deux exemples de méthodes de Newton-Cotes : la formule de
quadrature Jp, appelée méthode des trapeézes, et la formule Jy, appelée méthode de Simpson.

Proposition 4.4.9. Sid=1, on a wyg = w1 = %", et donc

Z wo f(ci0) +wif(cin)) Z (zi) + f(wis1)) Z

xz-i—l + f(xz)(

5 Tip1—Ti).

Démonstration. Supposons donc que d = 1 et soient i € {0,...,n —1}. On a ¢ 0 = z; et
X—ca X-—zi1 xp1—X

Ci1 = Tiy1, et donc L@o = = = .
Co—C1 T — Tiyl hn
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Ainsi,
Ti+1
Wy = f Ll,o(t)dt
z;
Ti+1 —t
_ f Ti+1 dt
x; hn
_ (l'i+1 - 331)2
2h,
_
2hy,
_
2
et wg =wp = %” ]
Remarque 4.4.10. e Pourie€ {0,...,n— 1}, la quantité M(wiﬂ — ;) est laire du

trapeze de “bases” f(z;) et f(x;+1) et de hauteur x;11 — z;, d’out 'appellation “méthode
des trapézes”.

e On a

($i+1 - 902')

n—1 ) o
Jl(f) _ Z f($z+1)2+ f( 1)
1=0

(Ra(f) + Ry(f))-

N =
N =

n—1 n—1
<Z f@ivn)(@ivn — @) + Y f:) (@i — mz’)) =

1=0 i=0
e D’apres la remarque B2, la méthode des trapezes est d’ordre d’exactitude égal a 1.
Considérons maintenant la méthode de Simpson :
Proposition 4.4.11. Sid =2, on a wy = wy = %P et wy = %hn.

Démonstration. Supposons donc que d = 2 et soient i € {0,...,n—1}. Par le lemme BZ23 (voir
aussi la remarque B273), on a

_1)2-0 2 2
wy = ]1271(1)[ H (u—k)du
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et
2 2
wp = J —k)du
| 1)
2 1! 2 1) 0 j—p) k;él
= —@ u(u — 2)du
2 Jo
2
_ (u? — 2u)du
2 Jo
hy [u? 9 2
= —|—=——-u
2 |3 .
hy, 4
= —— X _—
2 3
%,
- 5
]
Remarque 4.4.12. e Sid=2,ona,pour tout i € {0,...,n — 1}, ¢;o = x4, i1 = % et
¢i2 = Tit1 donc
n—1
Jao(f) = (wof(cio) +wif(cin) +waf(ci2))
i=0
n—1

= X (0 57 () + G )
= <éf( i)+ *f <W> + éf(iviﬂ)) (Tiy1 — i)

e D’apres la remarque 278, la méthode de Simpson est d’ordre d’exactitude égal a 3.

4.5 Estimation de ’erreur d’intégration numérique et noyau de
Peano
Soient a,b € R tels que a < b, soit N € N, soient Ao, ..., Ay € R, soient yp,...,yn € [a,b] et

notons J la formule de quadrature de poids Ag, ..., Ay en les points yo, ..., yn :si f : [a,b] > R
désigne & nouveau une fonction intégrable au sens de Riemann sur [a, b], on a

N
£ =Y Xif (i)
=0

b
)—ff@&—ﬂﬂ

Notons ensuite
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Perreur d’approximation de l'intégrale de f sur [a,b] par J (E(f) est linéaire en f).
Nous allons donner une expression de E(f) permettant de meilleures estimation et majo-
ration de E(f). Cette expression mettra en jeu le noyau de Peano :

Définition 4.5.1. Soit r € N. Pourt € [a,b|, soit 1, la fonction

[avb] - R
(x—t)" sizx—t=01de sit<u,
€T —>
0 sinon i.e. stt > x.

Pour tout t € [a,b], la fonction 1, est intégrable au sens de Riemann sur [a,b]| et si on
note

[a,b] — R

K, : b
b o B = f () — T ()

la fonction K, est appelée noyau de Peano d’ordre r associé a J.

On a alors le résultat suivant :

Théoréme 4.5.2. Soitr € N et supposons que f € C"1([a,b]) et que J est d’ordre d’ezactitude
au moins r. Alors

b
B(H) =5 | Krm Do

Démonstration. Pour tout z € [a,b], on a, par le théoréme de Taylor avec reste intégral,

F@) = @)+ =)@ + o+ T2 g0+ [T feengar,
Si on note alors P le polynéme f(a) + (X —a)f'(a) + -+ + (X;!a)rf(r)(a) € R [X] et R:
[a,b] — R la fonction définie par R(z) := J Wf(rﬂ)(t)dt si x € [a,b], on a

E(f) = E(P) + E(R) = E(R),

car la formule de quadrature J est d’ordre d’exactitude au moins r et P est de degré au plus 7.
De plus, si z € [a, b],

R(x) _ fx (33 — t)rf(yurl)(t)dt _ Jb %,;(37) f(r+1)(t)dt

a r!
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=
=
I
hs|
=3
I

Lb R(z)dx — J(R)
— Lb <wa,.i!(:n)f(r+1) ) i)‘k <L Py ( yk: fT—H)( )dt>

k
(r+1) b [ N (r+1)
f(f e dx>f ORI J(Z kwnyk>f:!(“dt
(7“+1
J (J sz)rt dx_z)‘kwrt yk)

J B ) (Hl)(t) at

_ JK r+1 )d
O
On obtient ainsi la majoration suivante :
Corollaire 4.5.3. Avec les mémes hypothéses que dans l’énoncé du théoréme B-0.3, on a
AR P
e e LI
Démonstration. On a
B < T'J K, (1) £+ )dt’
= \Kr(t)\]f(’““)(t)]dt
rl J,
L (r+1)
< — | |Ke(t ’ " ‘ dt
r!L & (2] ‘f 0,[a,b]
17D o [
_ T!oo,[,]f I, (1)) d.
O

Considérons a présent les méthodes de Newton-Cotes. Soit donc d € N et supposons que
J = Jy. Notons r 'ordre d’exactitude de la méthode J; (si d est impair, r = d et, si d est pair,
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r =d+1: cf. remarque B4R). Soit ¢ € [a, b], on a alors
Kr(t) = E(wr,t)
n—1 d

b
f wr,t(x)dx - Z 2 jwrt czg

n—1 n~g;q n—1 d
= Z Yry(z)de — Z Z wjthrt(cij)
=0 i=0 j=0

n—1 Tit1
- 3 ( brteie = S ).
j=0

Zq

Considérons alors la propriété suivante :
Lemme 4.5.4. Soit i € {0,...,n—1}. Sit ¢ [z;,x41], on a

Ti+1 d

| bnata)de = 3 st =

€Ty j:(]
Démonstration. Sit < x;, pour tout = € [x;,x;y1], t < x et donc ¥y : [xi, xi1] — R est la
fonction polynomiale de degré r associée au polyndéme (X —¢)" : comme la méthode de Newton-
Cotes d’ordre d associée a la subdivision (x;, z;+1) de [x;, x;41] est d’ordre d’exactitude r, on

a
d

Ti4+1
| bratonde = 3 wpunatei) = 0.
€Ty ]:0
Par ailleurs, si ¢t > x;41, pour tout x € [z;, xit1], t > x et donc ¢,y : [z, zi11] — R est la
fonction nulle sur [z;, x;41]. O
Ainsi

Lb K. (t)dt = f (Z (J%Z“ Vg (z)dx _ji)w‘jl/)r’t(cz"j)>> dt

Ti+1 d
= f <J wrt )d-’IJ — Z ijr,t(cz’,j)> dt
7=0

Lit1 Ti41 d
= f (J wr,t(m')dﬁf — Z ij’/‘,t<ci,j)> dt
. —
Tit1 =T Tit1 ’ d
= f (J wr,u+1’i (.’L‘)dx — Z ijr,u-i-xi (C@j)) du

j=0

Ti+1—L4 Li+1—Lq d
= f J wr,u-&-wi(y + xz)dy - Z ijr,u-i-xi (Ci,j) du

j=0

n—1 d
= Z f ( wr u+;v1(y +x; dy - Z Wﬂpr u+w1(cld)> du

7=0

HO

HO

HO

O
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et, si y € [0, hy],

(y+ai—(u+) =@—w" siy+a—(u+z;)=>0iesiu<y,
d}r,qu:vi (y =+ $z)

0 sinon i.e. si u <y

Vru(y)

wa - S [ a-S ) ) a
Lr@t—,gL(l1MMy—§%W%%J)u

it c i
- nfo (L wr,u(y)dy—jgoijr,u <jd>>du.

Remarque 4.5.5. 11 est possible de montrer que le noyau de Peano K, associé a la méthode de
Newton-Cotes J; est de signe constant. Ainsi,

ho (e ! i
JO < 0 wr,u(y)dy - Z wﬂ/}nu <]d>> du

7=0

donc

Lb K (1) df — Lb Kr(t)dt) 0

Ezemple 4.5.6. Pour la méthode des trapezes J; d’ordre d’exactitude égal & 1, on a

hn hn
nf <J wl,u(y)dy - wLU(O) * wl,u(hn) hn) du
0 0

b
f K (1)dt .

hn,
. Y1,u(y)dy — Y1u(0) J;M’“(h")hn) du

(

_ nLhn ( uhn(y—u)dy— hnz_“hn> du
(
(

— )2 _
(hn —w)*  hy uhn> du

n
2 Ju,
- ;Lf (UQ—hn’U)d’U
0
3 2
_ (o
2\ 3 2
__nhy
N 12
(b—a)?
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et

b (b—a)3
L Ke(p) i = O

Ainsi, si f est de classe C? sur [a, b], d’aprés le corollaire B553,

1.

En ce qui concerne la méthode de Simpson Jo d’ordre d’exactitude égal a 3, on a

[ st =nﬂm(fwm@®—(ymx> S () Gt ) 1 )
o (P G 5
zyﬁﬁ(mf?m—<%m<@>+(%—mﬁhadu

([ 5 2 o () o
( .
(

20
R B2 RD
= plr_n_Tn
20 96 24)
__nhy
N 480
_ (b—a)d
480n4

Ainsi, si f est de classe C* sur [a, b], d’aprés le corollaire E253,

2880n4 Hf H

) < S »

On a en fait la généralisation suivante des deux exemples precedents :

Théoréme 4.5.7. On a

b _ (b— a)r+2 1 1 !t
L K (t)dt = nrtl ((r +1)(r+2) dti(r+1) Z i 1)

=0

et donce, si f € C"*1([a, b)),

(b _ a)r+2

rinr+l

=

£}wa—huﬁ<

1 1 /41
(r+1)(r+2) d”“(r +1) Z “iJ w,[a,b]
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Démonstration. D’apres les considérations précédentes, on a

b B, R, d h
J Kr(t)dt ’n,J;) ( . wr,u(y)dy - Z ijr,u (];)) du
a 7=0
hn hn, d ’ . hn
al ( [ PILAE (J 4 >) .
hn hn d , hin o
nfo (L wr,u(y)dy> du = nhn ;O i fo Y <Jd> .

Or

h’IL hTL h

| <f wr,u(wdy)du - [To-wra

0 0 u
n h _ r+1

= f u) ——du
0 'I"+].
h2+2

(r+1)(r+2)

et, si j €{0,...,d},

h j r
g i IE ([
U — | d = | — — d
0 v (j d ) " 0 (j d u) !

Ainsi,

b nhrt2 d , jr+1 i

K@dt = —m b, Y - hr

L ®) (r+1)(r+2) " wadr+1(r+1) "
7=0

1
_ h7"+2 ! ar+1
Win ((r+1)(r+2) dr+1r+ Zw

_ (b—a)? 1 Zw/ -
nrtt (r+1)(r+2) d?‘+1 (r+1

O

Remarque 4.5.8. Si d est pair, r = d+ 1 et la majoration donnée par le théoréme 8577 est donc
meilleure que la majoration donnée par la proposition B273.



Chapitre 5

Résolution numérique des équations
différentielles ordinaires d’ordre 1

5.1 Introduction
Soient
e [ un intervalle de R,
e f:I xR — R une fonction,
e (to,y0) €I x R.
On considere I'équation différentielle

) {Vte], Y () = f(t,y()

, y: I — R dérivable.
y(to) = yo

On cherche a résoudre numériquement I’équation différentielle (E) : I'idée est ici d’approcher
les valeurs d’une solution y : I — R de (E) en un nombre fini de points.

On commencer par rappeler une condition suffisante d’existence et d’unicité d’une solution
pour 'équation différentielle (E) :

Théoréme 5.1.1 (Théoréeme de Cauchy-Lipschitz). On suppose que
o f:I xR —R estde classe C*, k € N\{0},

e f est lipschitzienne par rapport a sa deuxiéme variable i.e. il existe C' €]0;+o0| tel que
pour tout t € I, pour tous yi1,y2 € R,

’f(t7y1) - f(tv y2>| < C|y1 - yQ"

Alors Uéquation différentielle (E) posséde une et une seule solution y : I — R, qui est de
classe CF*1.

61
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Remarque 5.1.2. 1. Nous ne donnerons pas la démonstration du théoreme de Cauchy-Lipschitz.

2. Dans le cas particulier ou f ne dépend pas de la deuxieme variable, on peut donner un
énoncé plus fort : si f : I — R est une fonction de classe C*, k € N, alors 1’équation

différentielle
{Vt el, y(t) = f(1)

, y: I — R dérivable
y(to) = yo

posseéde une unique solution y : I — R de classe C¥*1, donnée par, si t e I,

t
y(t) = yo + t f(u)du.

3. En général, méme si une solution y de (E) existe et est unique, il n’y a pas d’expression
explicite pour y.

Décrivons a présent la méthode de résolution numérique de (E) que nous allons aborder.
On suppose que I est un segment [tg,tg + T'], avec T €]0; +0[, et que (E) posséde une unique
solution y sur I = [tg,to + T1.

Soit ensuite N € N\{0} et considérons une subdivision (to,...,tx) du segment [to,to +
T]. Nous allons approcher les valeurs y(t1),...,y(ty) par des réels yi,...,yn respectivement.
Plus précisément, si i € {1,..., N}, le réel y; sera calculé par récurrence a partir des termes
précédents. Si r € N\{0} et, pouri € {r,..., N}, y; est calculé a partir des termes y;—r,...,yi—1,
on parle de méthode de résolution numérique a r pas. Dans ce chapitre, nous ne traiterons que
des méthodes de résolution numérique a un pas.

5.2 Méthode de résolution numérique a un pas

On reprend les notations et les hypotheéses de 'introduction (on rappelle notamment que
Pon a supposé que (E) possédait une unique solution notée y) et pour i € {0, ..., N —1}, notons
h; = tit1 — t;-

Une méthode de résolution numérique de (E) & un pas consiste & considérer une fonction
continue

¢:[t0,t0+T] xRxR—->R
et a calculer les réels yi,...,yny donnés par la relation de récurrence
Yn+1 = YUn + hn¢(tn7yn7 h?’b)a ne {07 BRI 7N - 1}
Un premier exemple d’un telle méthode a un pas est la méthode d’Euler :

Définition 5.2.1. La méthode d’Euler pour la résolution numérique de (E) consiste a calculer
les réels yi,...,yn donnés par la relation de récurrence

Yn+1 = Yn + hnf(tn,yn), ne€{0,...,N —1}.
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Remarque 5.2.2. e La “fonction ¢” associée a la méthode d’Euler est la fonction
[to,to-}-T]XRXR — R
(t, 7, k) = f(t,7)
e Soit n € {0,...,N — 1}. D’apres le théoréeme de Taylor-Young, il existe une fonction

€: [tn,tnt1] — R telle que €(t) - 0 et, site€ [tn,tni],

y(t) = y(tn) + (t - tn)y/(tn) (t - tn) (t) y(tn) + (t - tn)f(tmy(tn)) + (t - tn)e(t)
(car y est une solution de (E)) et donc, si (y(t,), v (tn) ) (0,0),

y(t) ~ y(tn) + (t = tn) f(tn, y(tn))-

t—tn
C’est cette relation qui motive la méthode d’Euler.

Considérons une méthode de résolution numérique de (E) a un pas donnée par une fonction
continue ¢ : [tg,to+7T] x R x R — R. Nous allons considérer une premiére notion d’erreur pour
cette méthode :

Définition 5.2.3. Soit n€ {0,...,N —1}. On note
n = y(tn-H) - (y(tn) + hn¢(tnv y(tn)7 hn))

la quantité appelée erreur de consistance locale de la méthode considérée sur le segment [t tn+1].

Sine{0,...,N — 1}, la quantité e, mesure 'écart entre la “véritable” valeur de y en t,, 11
et le réel obtenu en “appliquant la méthode” a la valeur de y en t,.

Nous allons dans l’exemple ci-dessous déterminer un “ordre de grandeur” de l'erreur de
consistance locale pour la méthode d’Euler associée a (E) :

Exemple 5.2.4. Supposons que la fonction f : I x R — R soit de classe C! et que la subdivision
(to, ... ty) de [to, to + T soit réguliere (i.e. pour tout n € {0,..., N —1}, h, = % et, pour tout
nef{0,...,N}, t, =tg+nL) et notons h := L.

Soit ensuite n € {0,..., N — 1}. On a, avec les notations ci-dessus,

€n = y(tn+1) - (y(tn) + hf(tmy(tn)))
= y(tn + h) - (y(tn) + hy,(tn))

et, par le théoreme de Taylor-Lagrange, il existe donc &, €]ty t, + h[< [to,to + T'] tel que

2
n = o (6.

Remarquons alors que, comme pour tout ¢t € I, y'(t) = f(¢,y(t)), on a, pour tout ¢ € I,

(0 = S (tu() + O ¢u(0) = Fevo) + ) Sy,

Ainsi,
of

en =2 (Liensten) + stenvenZcnvien).
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Remarque 5.2.5. Dans ’exemple précédent, nous avons utilisé le fait que I'application & : t €
I — f(t,y(t)) € R était la composition des applications f : (t,7) € I x R — f(t,v) € R et
g:tel— (t,y(t)) eI xR, et que donc, sitel,

dik = di(fog) = dg(t)f o dyg,
cette derniere application linéaire étant donnée par la matrice

(%{(t,y(t)) g(t,y(t))) (y,b) = (%{(t,y(t)) +y/(t)§%(t,y(t))).

Ainsi, on a bien
of of
"(t) =K' (t) = = (t,y(t)) + v (t)==(t,y(t)).
(0 = F(0) = G (ty) + ¥ (05 ()
Dans la suite, afin de simplifier les écritures, nous écrirons, si g : I x R — R est une fonction

de classe C!,
IxR — R

(ty) = Gty +atnEE)

Par exemple, dans ’exemple b224, ’erreur de consistance locale e, pour la méthode d’Euler
s’écrit

P

h? y
en = F (&, y(€n).
Si g est de classe C"*1, n e N\{0}, on définit ensuite par récurrence

IxR — R
gt = agln] 2gl7]

Remarquons alors que, si f est de classe CP, p € N\{0}, sur I x R, I'unique solution y de
(E) est de classe CP*! sur I et on a, site I,

y® () = [Py (1))

En effet, cette égalité est vraie pour p = 1 et, si on la suppose vraie au rang p — 1 pour
p € N\{0; 1} fixé, on a

gy (@) = (y(p)>/ (t)

o flp—1] ., oflr—1]
S O ROE T
o flr—1] oflp—1l

= o (Ly®) + £t y() P (t,y(?)
= f[p](t7y(t))'

Cette derniére écriture motive la définition, ci-dessous, de méthodes de résolution numérique
de (E) & un pas généralisant la méthode d’Euler.
Soit p € N\{0}.
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Définition 5.2.6. On suppose que la fonction f : I xR — R est de classe CP~! sur I xR, que la
subdivision (to, ..., tn) de [to, to+T] est régulicre et on note h := L. La méthode de Taylor d’ordre p
pour la résolution numérique de (E) consiste a calculer les réels y1, . .., yn donnés par la relation

de récurrence

p hk o1
Yn+1 = Yn +k21k!f[ - ](tnvyn)

(ot fIO désigne la fonction f).
Remarque 5.2.7. Conservons les hypothéses et les notations de la définition précédente.

e La méthode d’Euler est, si la subdivision considérée de [to, to+71'] est réguliere, la méthode
de Taylor d’ordre 1.

e La méthode de Taylor d’ordre p est la méthode a un pas associée a la “fonction ¢” donnée

par
P _
£y, k) = Z I(t,7)
k=1
si (t,7,k) € [to,to+T] x R x R,
e Supposons que f soit de classe CP sur I x R et soit n € {0,..., N —1}. D’apres le théoréme

de Taylor-Lagrange, il existe un réel &, €|t,,t, + h[ tel que

p hk
ylta +h) = y(tn) + kZ_]l gy ) + o 1)!y(p“)(£n)
R o ¥ =114 (¢ heet [p]
- y( n) + kz_:l ﬁf ( nay( n)) + (p + 1)|f (fnay(gn))

L’erreur de consistance locale de la méthode de Taylor d’ordre p sur [t,,t,+1] est donc
donnée par, comme t,11 = t, + h,

en = y(tn+h)— ( 2 (tn))>
k=1

hp+1

= il ).

= \

e Deux défauts d’application de la méthode de Taylor d’ordre p est que la fonction f
considérée peut ne pas étre de classe CP~! et que le calcul des expressions f [k—1] (tn,yn)),
ke{l,...,p}, ne{0,..., N — 1}, peut étre cotiteux.
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5.3 Consistance, stabilité et convergence des méthodes a un
pas

Reprenons notre équation différentielle

{Vt € [to,to + T, y/'(t) = f(t,y(t))

, y: I — R dérivable
y(to) = o

dont on suppose qu’elle posséde une unique solution y, et considérons une subdivision quel-
conque (to,...,tn) de [to,to + T']. Notons

h:= max h;= max (tjr1—1;
ie{0,m—1} ie{O,...,n—l}( o1~ h)
le pas de la subdivision (o, ..., txN).

Considérons ensuite une méthode de résolution numérique de (E) & un pas donnée par une
fonction ¢ : [to,to + T] x R x R — R. On se pose la question de la convergence de la méthode
vers la solution y de (E).

Introduisons tout d’abord les notions de consistance et de stabilité :

Définition 5.3.1. e On appelle erreur de consistance associée a la subdivision (to,...,tN)
la quantité

N-1
e(to, ... tn) = . len]
n=0

et on dit que la méthode considérée est consistante si e(to,...,tn) tend vers 0 quand le
pas h tend vers 0, i.e.

Ve > 0,35 > 0,V(to,...,tn) subdivision de [to,to + T],h := {max }(ti+1—ti) < d = e(ty,...,tn) <e
1€{0,...,n—1

e On dit que la méthode est stable s’il existe une constante S €]0; +oo| telle que pour toute
subdivision (to,...,tn) de [to,to + T, pour tout N-uplet (€1,...,ex) de nombres réels
positifs ou nuls, si y1,...,yn et Yo,...,yn sont les réels définis respectivement par la
relation de récurrence

Vn € {07 oo, N — 1}7 Yn+1 = Yn + thZ)(tnayna hn)

et
goeR
vn € {Oa R 7N - ]-}a gnJrl = gn + hnﬁb(tmgm hn) + €n+1
on a
N
o2 i = ynl < 5 2, e
=0
ol €y := |Jo — Yo|. Dans ce cas, on dit que la constante S est une constante de stabilité

de la méthode.
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Remarque 5.3.2. La condition de stabilité est une condition de maitrise de 'erreur “globale”
engendrée par des erreurs produites a chaque étape de la méthode.

On en vient maintenant a la notion de convergence de la méthode considérée. Le but est
d’approcher “le mieux possible” des images de points de [to,tp + T'| par l'unique solution y
de (E). Plus précisément, on souhaite déterminer des subdivisions (to,...,tx), N € N\{0}, de
[to,to+T] et des réels y1,...,yn, N € N, tels que pour tout n € {1,..., N}, Uerreur |y, — y(t,)|
soit plus petite qu’une erreur e prescrite.

Si les nombres yq, ..., yn sont les réels définis a l'aide de la relation de récurrence

Yn+l = Yn + hn¢(tnyyn7hn)a ne {0, oo, N — 1}7

on est ainsi amené & définir I'erreur globale

E(to,...,tn) := max |y, — y(tn)].

1<n<N

de la méthode considérée (on rappelle que y(tg) = yo donc yo — y(tp) = 0), ainsi que la notion
de convergence suivante :

Définition 5.3.3. On dit que la méthode est convergente si lerreur globale E(tg,. .., t,) tend
vers 0 quand le pas h tend vers 0, i.e. si

> 0,36 > 0,Y(to,...,tn) subdivision de [to,to + T],h:= max (tiy1—t;) <0 = E(to,...,tn) <Ee.

i€{0,....,n—1}

Une condition suffisante de convergence de la méthode considérée est que la méthode soit
consistante et stable :

Proposition 5.3.4. On suppose que la méthode considérée est a la fois consistante et stable.
Alors la méthode est convergente.

Démonstration. Pour n € {0,..., N}, on pose ¢, := y(t,). On a alors, pour tout n € {0,..., N—
1}, par définition,
En = Zjn+1 - (gn + hn¢(tn737na hn))
i.e.
Unt1 = Un + hn®(tn, Un, hn) + €n.
Comme la méthode a été supposée stable, si S €]0; +o0[ est une constante de stabilité de la
méthode, on a

N-1 N—-1
oax g —yn| < S (\yo — ol + Z yeiy> =S Z les]
1=0 =0
(5o = y(to) = yo) et donc

E(ty,...,t,) = max —y(ty)| = max |y, — —0
(to; -, tn) = max |y —y(tn)| = max |fn —yn| ——
N-1
car Z le:] PR 0, la méthode considérée ayant été supposée consistante. O
—
0
i=0
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La preuve de la proposition précédente nous montre en particulier que, si la méthode est
stable et consistante, la “vitesse de convergence” de ’erreur de consistance vers 0 détermine
la vitesse de convergence de 'erreur globale vers 0. On est ainsi amené a définir une notion
d’ordre de consistance de la méthode considérée :

Définition 5.3.5. Soit p € N\{0}. On dit que la méthode considérée est d’ordre de consistance
au moins p s’il existe une constante positive M € [0; +o[ telle que

e(to,...,tN) < hPM.

Remarquons qu’une méthode d’ordre de consistance au moins 1 est nécessairement consis-
tante.

Si la méthode est d’ordre de consistance au moins p € N\{0}, i.e. s'il existe M € [0; +oo[
telle que e(to,...,tn) < hPM, et si la méthode est de plus stable, alors, d’apres la preuve de
la proposition B34, on a

E(to,...,t]\[) < hPSM,

si S est une constante de stabilité de la méthode.

Ezemple 5.3.6. Soit p € N\{0}. Si la fonction f : I x R — R est de classe C? et si la subdivision
(to,...,tn) est réguliere, la méthode de Taylor d’ordre p est d’ordre de consistance au moins p
(en particulier la méthode d’Euler est d’ordre de consistance au moins 1) : on a, avec les
notations de la remarque 6274,

-1

N
e(to,....tn) = D len|

n=0
N-1
thrl
_ [p]
N-1
Pt
[p]
S ng() (p+1)! te[trgl,g))iT] ’f (& y(t))‘
hp+1 &
= " elele .
(p+1)! Hf S ))Hoo’ [to.to+T] (nZo 1>
e | £y “ [to,to+T]
= Nl (p+1)!
_ hPT Hf[P] )H to t0+T

(p+1)!
Nous avons par ailleurs le résultat suivant :

Théoréme 5.3.7. Soit p € N\{0}. Supposons que la fonction f soit de classe C? sur I x R et
que ¢ soit de classe CP par rapport a sa troisiéme variable k. Supposons de plus que pour tout
ke {0,...,p— 1}, pour tout t € [to,to + T, pour tout v € R,

FoAals)

S (67,0) = (1),

k+1
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Supposons enfin que la subdivision (to,...,tnx) de [to,to + T] est réguliére.

Alors la méthode a un pas associée d ¢ est d’ordre de consistance au moins p.
Démonstration. Soit n € {0,...,N — 1}. D’aprés le théoreme de Taylor-Lagrange, Il existe
kn €]0, h[ tel que

p=l ok Ak
h* 0% ¢ hP 0P ¢
tn7 tn h) = 71 A L tna tn 70 - tm tn y v
Oltns (6 ) = 35 7y 5 bnsy0):0) + 5 byt v
D’autre part, il existe &, €]t,, tn11[ tel que
hk: hp+1
1) = ylta)+ Y —y®(t,) + ———y (g,
y(tar1) = y(tn) ;lk!y (i) + " )
AP AN
- tn + N3 B tna tn R —— ") n
0t + 5 3T yt) + 1 6

Ainsi,
€n = y(thrl) - (y(tn) + hqb(tnay(tn)ah))

P opk hpt1 —- pR+l ak¢ hpt1 ap¢

= o=t — tn),0 —(tn, y(t
1;1 gt y(ta)) + g P (6 w6 g o Y(t);0) + == 52 (s (), )
p—l ki1 +1 k+1 ok +1
h hP h AL hP+L oP g
= Rl (2, (t — —  ——(tn, y(tn), 0) + —— =—(tn, y(t
= (k’—'- 1)|f ( n)y( n)) + (p+ ) f (gn, (571)) <kZ:0 k' 65’“( nvy( n)a )Jf_ p| aK‘p( nvy( n)aﬁn)
hp+1 thrl ap¢
= [P] _ ¢ ¢
car, par hypoth? rtout ke {0,....p— 1, Bt u(t) = 28t (t2).0)
, pal iypotiese, pour tou y e k—i—l ny Yln = ok nyYln), V).
On a donc
1 1 |oPo
n < thrl [p] n n 1A tn tn n
e ((pﬂ),\f CRTEHI M( ta). )
P
< wt ()] + 2 an.9)
p + 1 OO,[to,to-‘rT] (9/-% OO,[to,to—‘rT]X[O,h]
Notons M le facteur de h?*! ci-dessus. On a alors
N-1
e(to,-. ., ty) = D len|
n=0
N-1
< D RTM
n=0
= Nt M
= hPTM
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Remarque 5.3.8. Supposons que la fonction f soit de classe CP et que la subdivision (g, ..., txN)
soit réguliere. Alors la méthode de Taylor d’ordre p vérifie I’hypothese du théoréme 6374. En
effet, la méthode de Taylor d’ordre p est la méthode a un pas associée a la fonction

[to,to + T] xR xR — R
-1
¢ : 5w
t — —_ t
(t,7, K) kz_:o(k“)!f (t )
de classe C* par rapport a sa troisiéme variable, et on a, si k € {0,...,p— 1} et t € [to,to + T1,

FoAad0)
2 0) = L ().
o (b7, 0) = =7 FH ()

Continuons par une condition suffisante de stabilité pour la méthode considérée :

Théoréme 5.3.9. On suppose que la fonction ¢ est lipschitzienne par rapport a sa deuxieme
variable 7y, i.e. qu’il existe une constante C €]0; +oo[ telle que pour tout t € I, pour tout k € R,
pour tous yi1,ys € R,

’d)(ta Y1, H) - d)(ta Y2, H)’ < C’yl - 3/2"

Alors la méthode a un pas associée a ¢ est stable.

Démonstration. On reprend les notations de la définition 5=3. Soit alors n € {0,..., N — 1},

on a, en utilisant le fait que, pour tout z € R, 1 + = < €%,

|37n+1 - yn+1| |gn — Yn + hy, (¢(tna gm hn) - Qb(tna Yn, hn)) + 6n-&-1|

< |gn - yn’ + hn, |¢(tna gnu hn) - (b(tmynv hn)’ + |fn+1|
< |Un = Ynl + haC|Tn — ynl + lens1l
= 1+ 7C)[Fn — yn| + lent1]
< ehnC’ ’gn - yn‘ + ’€n+1‘
< O (M Gt = g + feal) + fensal
n
< 6hnC+---+hoC |§0 _ y0| + (Z ehnC+...+hkC ‘5k|> + |€n+1|
k=1
n
< e(h0+---+hN_1)C Z |6k’ + |€n+1‘
k=0
n
< ¢ Z lek| + [ent1]
k=0

n+1
< S el

k=0

N
< SO el

k=0
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ot S est le maximum de e’ et 1. Enfin,

N N
|50 — yo| = €0 < lex] < S ) ek,
k=0 k=0

et on a donc
N
~ < ‘
0 [fn = ya| <5 Jei]
=0
O

Corollaire 5.3.10. Supposons que la fonction f soit lipschitzienne par rapport d sa deuxiéme
variable v. Alors la méthode d’Euler associée est convergente.

Démonstration. La “fonction ¢” associée a la méthode d’Euler est donnée par ¢(t,v,k) =
f(t,~y) = si f est lipschitzienne par rapport a sa seconde variable, alors ¢ est également lip-
schitzienne par rapport a sa deuxiéme variable, et la méthode d’Euler est donc stable par le
théoreme précédent b3, De plus, la méthode d’Euler est d’ordre de consistance au moins 1
(cf. exemple B238) et est donc également consistante : par la proposition 5234, elle est donc
convergente. O

5.4 Méthodes de Runge-Kutta

Dans cette section, nous allons considérer des méthodes de résolution numérique de (E) a
un pas construites a I’aide de formules d’intégration numérique d’ordre d’exactitude au moins 0.

Le principe est le suivant. Soient ¢y, ..., ¢4 € [0;1], ¢ € N\{0}, telsque 0 = ¢; < -+ < ¢y < L.
Soit maintenant n € {0,..., N — 1} et, si ¢ € {1,..., ¢}, posons
tng =1ty + cihny,.

q
Soient ensuite by,...,b, € R tels que Z b; = 1 et considérons la formule de quadrature sur
i=1
[tn,tn+1] donnée par

q
b, Z big(tn,i)
=1

si g est une fonction Riemann-intégrable sur [t,,t,+1]. Pour motiver ces considérations, remar-
quons que, comme pour tout ¢t € I, 3/ (t) = f(t,y(t)), on a

Y(tnar) — y(tn) = f ),

et que 'on peut ensuite approcher cette derniere intégrale par

q

hy, Z bif(tn,i7 y(tn,i))'

=1



72 CHAPITRE 5. RESOLUTION NUMERIQUE DES EDO D’ORDRE 1

Lemme 5.4.1. La formule de quadrature ci-dessus, définie par les réels c1,...,cq et by, ..., by,
est d’ordre d’eractitude au moins 0.

Démonstration. On a

q tn+1
hanizhnzth—tn:f dt.
i=1 tn

O]

Supposons enfin que ¢ > 2, soit ¢ € {2,...,q} et soient a;1,...,a;,;—1 € R tels que
i—1
Z a;j = ¢;. Considérons alors la formule de quadrature sur [t,,t, ;] donnée par
j=1

i—1
hn Z ai,jg(tn,j)
j=1

si g est une fonction Riemann-intégrable sur [t,,t, ;] : on a

tn,i
y(tn,i) - y(tn) = f(t, y(t))dt
ln
et on peut approcher cette derniére intégrale par

i—1

hn Z ai,jf(tn,py(tn,j))'

=1

Lemme 5.4.2. La formule de quadrature ci-dessus, définie par les réels c;, ... ,c; eta;1,...,a;;—1,
est d’ordre d’exactitude au moins 0.

Démonstration. On a

1—1 i
hn Z ai,j = hnci = tnﬂ' — tn = J dt.
j=1 b

Les approximations successives

y(tn,Z) ~ y(tn) + hnGQ,lf(tnyy(tn))
Y(tn3) ~ y(tn) + hnas 1 f (tn, y(tn)) + hnasaf (tn,2, Y(tn2))

q—1
y(tn,q) ~ y(tn) + hnZ ai,jf(tn,j7y(tn,j))
j=1

q
Y(tnr1) ~ y(tn) + hnz bi f (tnyi, y(tni))
-1

\ 1=
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motivent la méthode de résolution numérique de (E) & un pas suivante, construite par récur-
rence : on considere les réels Yy, 1, ..., yn,q définis successivement par

Yn1 = UYn
Yn2 = UYn + hna2,1f(tna yn)
Yn,3 = Yn T hna?),lf(tnv yn) + hna3,2f(tn,27 yn,2)

q—1

Yng = Yn + hnZ (Ii,jf<tn,j’yn»j)
j=1

puis le réel
q
Yn+1 = Yn + hn Z bif(tn,iv yn,i)-
=1

Définition 5.4.3. La méthode ci-dessus est appelée méthode de Runge-Kutta associée auz
neuds ci,...,cq, aur poids by, ..., by et auz coefficients de Runge-Kutta a;j, i € {2,...,q},
je{l,...,i—1}. -

On réunit ces parameétres sous la forme du tableau

0
C2 | a1
C3 | as1 asp?

Cq | Qg1 Qg2 **° Qgq-1
by by - b1 by

appelé tableau de Butcher.

Avant de donner quelques exemples de méthodes de Runge-Kutta, énongons, sans démons-
tration, le théoreme de convergence suivant :

Théoréme 5.4.4. Les méthodes de Runge-Kutta sont consistantes. Si f est lipschitzienne en
sa seconde variable, elles sont également stables. Ainsi, si f est lipschitzienne en sa seconde
variable, toute méthode de Runge-Kutta de résolution numérique de (E) est convergente.

Ezemple 5.4.5. 1. La méthode de Runge-Kutta associée au tableau de Butcher
0
1
est la méthode & un pas donnée par l'expression, si n € {0,..., N — 1},

Yn+1 = Yn + hnf(tmyn)a

i.e. la méthode d’Euler.
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2. La méthode de Runge-Kutta associée au tableau de Butcher

NoI= O

O ol

1

est la méthode a un pas donnée par l'expression, si n € {0,..., N — 1},

hn, hn
Yn+l = Yn + hnf <tn + ?a Yn + 7f(tna yn))) .

Cette méthode est appelée méthode de Runge.

3. La méthode de Runge-Kutta associée au tableau de Butcher

est la méthode & un pas donnée par l'expression, si n € {0,..., N — 1},
1 3 2 2 h h
Yn+1 = Ynt+hn <4f(tn7yn) + Zf (tn + ghna Yn + ghnf <tn + ?n?yn + ?nf(tna yn))>>> .

Cette méthode est appelée méthode de Heun.
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