L3 Mathématiques 2021,/2022 Algebre bilinéaire, espaces euclidiens : Feuille de TD 4

Feuille de TD 4 : Espaces préhilbertiens

Exercice 1 1. Montrer que le couple (Cl([O 1, R), (-, >) ot, pour tous f,g € C1([0;1],R),

(f,g) = / e

est un espace préhilbertien réel.

2. Soient a,b € R et w € C%([a,b],R) une fonction strictement positive sur ]a, b[. Montrer
que le couple (CO([a, b, R), (-, )), ot1, pour tous f,g € C%([a, b],R),

b
(f:9) ::/ f®)g(®)w(t)dt

est un espace préhilbertien réel.

Exercice 2 On considére 'espace préhilbertien réel (Cl([O; 1, R), (-, >) ou, pour tous f,g €

C1((0; 11, ),
/ £(0)

On note E := C}([0;1],R), F := {f € E | f(0) = 0}.
1. Soit g € F*+. Montrer que la fonction h : z € [0;1] — zg(z) € R appartient & F, et en
déduire que g est la fonction identiquement nul sur [0; 1].

2. En déduire que F+ = {0} puis que F @ F+ # E.

3. On note maintenant G := Vect {1; id[o;l}} (ot “1” désigne la fonction constante égale a 1
de [0;1] dans R). Déterminer une base orthonormale de G et en déduire la quantité

1
inf / (£ — at — b)* dt.
0

(a,b)eR?

Exercice 3 On note H I'ensemble des suites a termes complexes (), telles que la série

Z |Zni1 — znl|* converge.
n

k
1. Soient (zn),en s (Yn)nen € H. Montrer que la suite (moyo + Z (Tnt1 — Tn) (Ynt1 — yn))
n=0 keN
converge.

2. Pour toutes suites (), cy €t (Yn)pen de H, on pose

—+00

<($n)neN ) (yn)neN> =ZoYo + Z (Tn41 — o) (Ynt1 — Yn)-
n=0

Montrer que le couple (H, (-,-)) forme un espace préhilbertien complexe.



