
L3 Mathématiques 2021/2022 Algèbre bilinéaire, espaces euclidiens : Feuille de TD 3

Feuille de TD 3 : Espaces hermitiens

Exercice 1 On considère l’application

〈·, ·〉 : C3 × C3 → C(
(x1, y1, z1), (x2, y2, z2)

)
7→ x1x2 + 3y1y2 + 6z1z2 + ix1y2 − iy1x2 + 2iy1z2 − 2iz1y2

1. Montrer que 〈·, ·〉 est un produit scalaire hermitien sur C3.

2. Exprimer la matrice du produit scalaire hermitien 〈·, ·〉 dans la base canonique de C3.

3. Déterminer une base orthonormale pour 〈·, ·〉.

Exercice 2 On considère le C-espace vectoriel C3 muni du produit scalaire hermitien cano-
nique, puis le sous-espace vectoriel

F :=
{
(x, y, z) ∈ C3 | x− y + iz = 0

}
de C3.

1. Déterminer une famille génératrice de l’orthogonal F⊥ de F .

2. Déterminer une base orthonormale de F .

3. Déterminer la matrice représentative dans la base canonique de C3 de la projection or-
thogonale sur F .

Exercice 3 Soit n ∈ N. On considère le C-espace vectoriel Cn[X] des polynômes de C[X] de
degré inférieur ou égal à n ainsi que l’application

〈·, ·〉 :
Cn[X]× Cn[X] → C

(P,Q) 7→ 1

2π

∫ 2π

0
P
(
eit

)
Q (eit) dt

1. Montrer que 〈·, ·〉 est un produit scalaire hermitien sur Cn[X].

2. Montrer que la base {1, X, . . . ,Xn} de Cn[X] est une base orthonormale par rapport
à 〈·, ·〉.

3. En déduire, pour P ∈ Cn[X], l’expression de la quantité ‖P‖ en fonction des coeffi-
cients du polynôme P (où ‖ · ‖ désigne la norme hermitienne associée au produit scalaire
hermitien 〈·, ·〉).

Exercice 4 Soit (E, 〈·, ·〉) un espace hermitien et soit f ∈ L(E) un endomorphisme de E. On
suppose que, pour tout v ∈ E, 〈f(v), v〉 = 0.

1. Montrer que pour tous v, w ∈ E, 〈f(v), w〉 = 0.
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2. En déduire que f est nécessairement l’endomorphisme nul de E.

3. L’assertion correspondante dans le cadre euclidien est-elle vraie ?

Exercice 5 Soit M ∈ M2(C). Montrer que M ∈ SU2(C) si et seulement s’il existe α, β ∈ C
tels que |α|2 + |β|2 = 1 et

U =

(
α −β
β α

)
.

Exercice 6 Soit (E, 〈·, ·〉) un espace hermitien et soit f ∈ L(E) un endomorphisme de E.
Montrer que f est hermitien si et seulement si pour tout v ∈ E, 〈f(v), v〉 ∈ R si et seulement
si pour tout v ∈ E, 〈f(v), v〉 = 〈v, f(v)〉.

Exercice 7 Diagonaliser “dans une base orthonormale” les matrices hermitiennes

A :=

 4 i −i
−i 4 1
i 1 4

 , B :=

 1 i −i
−i 1 −1
i −1 1


de M3(C).

Exercice 8 On note j := e
2iπ
3 et

A :=
1√
3

1 1 1
1 j j2

1 j2 j

 ∈ M3(C).

1. Montrer que A est une matrice unitaire.

2. Montrer que le vecteur colonne V :=

 0
1
−1

 ∈ M3,1(C) est un vecteur propre de A pour

la valeur propre i.

3. Déterminer une base de V ⊥.

4. En exprimant la matrice représentative de la “restriction de A à V ⊥” dans cette base,
déterminer le spectre de A.

5. Diagonaliser A “dans une base orthonormale”.
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