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Index des notations

Ci-dessous, K désigne un corps commutatif quelconque. E et F' désignent deux espaces vec-
toriels sur K. f désigne une application linéaire de E dans F' et g désigne un endomorphisme
de E. v,v1,...,v; désignent des vecteurs de E. B, B’ désignent deux bases de E. A désigne une
matrice a coefficients dans K. C désigne une base de F. n et p désignent des entiers naturels
non nuls. 7 et j désignent deux nombres de l'ensemble {1,...,n}. M désigne une matrice carrée
de taille n. P désigne un polynéme de K[X]. S désigne un sous-ensemble quelconque de E.

e L(E,F) : espace vectoriel sur K des applications linéaires de F dans F.
e Ker f : noyau de f (il s’agit d’un sous-espace vectoriel de F).

e Im f : image de f (il s’agit d’un sous-espace vectoriel de F').

e dim(F) : dimension de E sur K si E est de dimension finie.

e Vect{vy,..., v} : sous-espace vectoriel de E engendré par vy, ..., vg.

e Matg(v) : vecteur colonne (matrice colonne) des coordonnées du vecteur v dans la base

B.
e A : transposée de la matrice A.
e Idg : application identité de E.
e Matpc(f) : matrice représentative de f dans les bases B de E et C de F.
e Matp(g) : matrice représentative de I'endomorphisme g dans la base B de FE.
e Pg_, : matrice de passage de la base B a la base B’ (il s’agit de la matrice Matp g (Idg)).
e M, ,(K) : espace vectoriel des matrices a n lignes et p colonnes et & coefficients dans K.

e M, (K) : espace vectoriel des matrices carrées a n lignes et n colonnes et a coefficients
dans K.

o GL,(K) : groupe des matrices carrées inversibles de M, (K).

e K,,[X] : espace vectoriel sur K des polynomes en une indéterminée a coefficients dans K
et de degré au plus n.
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deg(P) : degré du polynéme P.

Tr(M) : trace de la matrice M i.e. la somme des coefficients diagonaux de M.

I,, : matrice identité de taille n.

0y, : matrice nulle (i.e. avec uniquement des coefficients nuls) de M, (K).

0n,p : matrice & n lignes et p colonnes avec uniquement des coefficients nuls.

Vect(S) : sous-espace vectoriel de E engendré par les vecteurs de E contenus dans S.
L(E) : espace vectoriel sur K des endomorphismes de E (L(E) = L(E, E)).

rg(A) : rang de la matrice A.

rg (f) : rang de Papplication linéaire f.
det(M) : déterminant de la matrice M.

det (g) : déterminant de ’endomorphisme g.

E; ; : matrice de M,,(K) avec un coefficient 1 sur la ligne ¢ et la colonne j, et des coefficients
nuls partout ailleurs.



Chapitre 1

Rappels et compléments sur la
réduction des endomorphismes

1.1 Introduction

On donne dans ce chapitre des rappels et des compléments sur la théorie de réduction
des endomorphismes, c’est-a-dire I’étude des bases dans lesquelles un endomorphisme donné
possede la représentation matricielle la plus “simple” possible (la plus “réduite” possible).

On étudiera notamment les criteres nécessaires et suffisants classiques de diagonalisabilité,
directs (via la recherche des espaces propres) ou utilisant la notion de polynéme d’endomor-
phisme. On étudiera également la trigonalisation et la réduction la plus aboutie des endo-
morphismes trigonalisables, a savoir la réduction de Jordan pour laquelle nous donnerons une
méthode systématique de réduction. Nous énoncerons enfin le théoreme de décomposition de
Dunford d’un endomorphisme ou d’une matrice trigonalisable, utile notamment pour exprimer
les puissances successives d’'une matrice trigonalisable.

La premieére partie de ce chapitre étant constituée de rappels, les assertions seront la plupart
du temps données sans preuve (on renvoie au cours de 'année passée pour les démonstrations).
Nous les illustrerons cependant, ainsi que les méthodes, par des exemples. Dans la seconde
partie du chapitre ou I’on abordera des notions a priori nouvelles, quasiment toutes les preuves
seront présentées ; seules resteront sous silence la preuve de 'unicité de la forme de Jordan d’un
endomorphisme trigonalisable et la preuve de 'unicité de la décomposition de Dunford d’une
matrice trigonalisable.

Tout au long de ce chapitre, K désigne un corps commutatif quelconque et E désigne un
espace vectoriel sur K de dimension finie.

1.2 Valeurs propres et espaces propres
Soit f un endomorphisme de F.

Définition 1.2.1. Soit A € K. On dit que \ est une valeur propre de f s’il existe un vecteur
non nul v de E tel que f(v) = A < (f — Ndg) (v) = 0g, autrement dit si l’endomorphisme

7



8 CHAPITRE 1. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

f — Aldg n’est pas injectif.

Si A € K est une valeur propre de f, on note E) := Ker (f — Mdg) : il s’agit d’un sous-
espace vectoriel de ' que 'on appelle sous-espace propre de f associé a la valeur propre A et
tout vecteur non nul de E est appelé vecteur propre de f associé a la valeur propre A. On dira
qu'un vecteur v de E est un vecteur propre de f s’il existe une valeur propre A € K de f telle
que v est un vecteur propre de f associé a A.

Ezemple 1.2.2. 2 est une valeur propre de I’endomorphisme
R? R?
(x,y) — (x4 2y,—x+4y)
car, par exemple, f(2,1) = (4,2) = 2(2,1), et on a
Ey =Ker (f —2Idge) = {(z,y) e R? | 2 = 2y} .

f:

Soit n € N\{0} et soit A une matrice carrée de M,,(K). On peut, de facon analogue, définir
une notion de valeur propre, d’espace propre et de vecteur propre pour A : un scalaire A € K est
une valeur propre de A s’il existe un vecteur colonne non nul V' de M,, 1 (K) tel que AV = AV,
autrement dit si le sous-espace vectoriel £y := Ker (A — Al,,) de M, 1(K) n’est pas réduit au
vecteur colonne nul, et, dans ce cas, E est appelé sous-espace propre de A associé a la valeur propre A
et tout vecteur colonne non nul de F) est appelé vecteur propre de A associé a la valeur propre A.

Remarque 1.2.3. Supposons que dim(E) = n et soit B une base de E. Soient A € K et v € E.
Si A = Matg(f), alors A est une valeur propre de f ssi A est une valeur propre de A et, dans
ce cas, v est un vecteur propre de f associé a \ ssi Matg(v) est un vecteur propre de A associé
a A

Définition 1.2.4. L’ensemble des valeurs propres de f, resp. A, dans K est appelé spectre de f,
resp. spectre de A, et noté Sp(f), resp. Sp(A).

1.3 Polynoéme caractéristique

Soient f e L(E) et X e K.
Proposition 1.3.1. \ est une valeur propre de f ssi det (f — Mdg) = 0.

On note xy le polynoéme
det (f — X1Idg) € K[X],

appelé polynome caractéristique de f. Ainsi, A € Sp(f) ssi A est une racine (dans K) de x(f).

Ezxemple 1.3.2. Reprenons 'endomorphisme f de ’exemple 2. La matrice représentative de
f dans la base canonique de R? est

1 2

-1 4
et donc

X5 = det (f — XIdg) = det <<_11 Z) —XIQ> et <1:1X 4_2X> o0

d’ou Sp(f) = {2;3}.
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Soit A € M,,(K), on définit de fagon analogue le polynéme caractéristique x 4 := det (A — X1I,,) €
K[X] de A, et le spectre de A est alors I'ensemble des racines de x4 dans K.

Remarque 1.3.3. Attention au corps de base : si I’on considére par exemple la matrice

0 1
A= (2 5).

xa = det (__)1( —1X> = X% +1.

on a

( ) = {—1;i}, et si

Ainsi, si A est considérée comme une matrice de M,,(C), on a Sp(A) =
A est considérée comme une matrice de M,,(R), on a Sp(A) = SpR(A)

Proposition 1.3.4. On a
xa = (1D)"X" + (=1)"'Tr(A) X" 4 4 det(A).

En particulier, le polyndéme caractéristique de A est de degré n et A posséde donc au plus n
valeurs propres distinctes.

Corollaire 1.3.5. Sin = dim(FE), le polynome x5 € K[X] est de degré n et f posséde au plus
n valeurs propres distinctes.

Remarque 1.3.6. D’apres le théoréme de d’Alembert-Gauss, tout polynéme de C[X] est scindé.
Ainsi, tout endomorphisme sur C, resp. toute matrice de M, (C), admet au moins une valeur
propre.

1.4 Diagonalisabilité et diagonalisation

Soit f € L(E). On note n := dim(E).

La forme la plus “simple” que peut avoir une matrice carrée est la forme diagonale. Nous
allons rappeler dans cette section des conditions sous lesquelles f posséde une matrice repré-
sentative diagonale (diagonalisabilité). Dans ce cas, on cherchera a déterminer une base de E
dans laquelle la matrice représentative de f est diagonale (diagonalisation).

On commence par donner la définition précise de la diagonalisabilité de f :

Définition 1.4.1. On dit que ’endomorphisme f est diagonalisable s’il existe une base B de
E et des scalaires A1, ..., \, € K tels que

A1 0
Matg (f) = -
0 An
Remarquons que f est donc diagonalisable si et seulement s’il existe une base de E formée

de vecteurs propres de f. Mais on peut énoncer une caractérisation plus utile en pratique. Pour
cela, commencons par énoncer le fait suivant :
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Proposition 1.4.2. Soient \1,..., Ak, k € N\{0}, des valeurs propres deur d deux distinctes
de f. Alors les sous-espaces propres Ey,, ..., Ey, correspondants sont en somme directe.

En conséquence, si A1,...,\p, p € {0,...,n}, désignent les valeurs propres deux a deux
distinctes de f :

P
Théoréme 1.4.3. f est diagonalisable ssi Ex, ®---® Ey, = E ssi Z dim (E),) = dim(E).
i=1

Ezemple 1.4.4. Reprenons ’endomorphisme f des exemples 22 et I=32. On avait déterminé
que Sp(f) = {2;3} et By = {(z,y) e R? | = 2y} = Vect{(2,1)}. Enfin,

E3 =Ker (f —3Idge) = {(z,y) € R? | & = y} = Vect{(1,1)}.

Ainsi, dim (E1) + dim (E3) = 2 = dim (R?) et f est donc diagonalisable. De plus, la famille
B:=1{(2,1),(1,1)} est une base de E formée de vecteurs propres de f et on a

Matg(f) = <§ g)

Remarque 1.4.5. Diagonaliser un endomorphisme diagonalisable f de E, c’est déterminer une
base B de E dans laquelle la matrice représentative de f est diagonale et exprimer Matg(f).

(on dit qu’on a diagonalisé f).

On peut également exprimer la condition sur les dimensions du théoréme I4=3 & ’aide du
polynoéme caractéristique et plus particulierement a l’aide des multiplicités des valeurs propres
en tant que racines du polynoéme caractéristique :

Définition 1.4.6. Soit A € K une valeur propre de f. On note my la multiplicité de X en tant
que racine du polynome x ¢ € K[ X].

On peut tout de suite remarquer que, si A1, ..., A, désignent les valeurs propres de f, alors
la somme my, + -+ +my, est inférieure ou égale a deg (xs) = n = dim(E), et qu'il y a égalité
ssi x s est scindé sur K. De plus :

Proposition 1.4.7. Si XA € Sp(f), alors
1 < dim (Ey) < my.
Ainsi :
Théoréme 1.4.8. f est diagonalisable ssi xs est scindé et, pour tout A € Sp(f), dim (E)) =
my.
Ezemple 1.4.9. Si f admet n = dim(F) valeurs propres deux a deux distinctes, alors f est

diagonalisable.

La diagonalisation d’un endomorphisme correspond a un changement de base vers une base
dans laquelle la matrice représentative de ’endomorphisme considéré est diagonale. L’analogue
matriciel du changement de base est 'opération de “conjugaison” par une matrice inversible.
Soit A une matrice de M, (K).
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Définition 1.4.10. On dit que A est diagonalisable s’il existe une matrice inversible P €
GL,(K) et une matrice diagonale D de M,,(K) telles que

P~ 'AP = D.

Remarque 1.4.11. Si B € M,,(K), on dit que A est semblable a B s’il existe une matrice inver-
sible P € GL,(K) telle que P~*AP = B (la relation de similitude sur M,,(K) est une relation
d’équivalence).

Ainsi, A est diagonalisable ssi A est semblable & une matrice diagonale.

Les résultats de diagonalisabilité d’un endomorphisme énoncés ci-dessus ont leurs analogues
matriciels, a savoir :

Théoréme 1.4.12. Soient A\i,..., Ay, p € {0,...,n}, les valeurs propres deur d deux dis-
tinctes de A et, pour i € {1,...,p}, notons my, la multiplicité de \; en tant que racine de xA.

P
Alors A est diagonalisable ssi Z dim (E),) = n ssi (xa est scindé et, pour tout i € {1,...,p},

i=1
dim (E),) = my,)-
Remarque 1.4.13. e Diagonaliser une matrice diagonalisable A de M,,(K), c’est déterminer
une matrice inversible P € GL, (K) telle que la matrice P~' AP soit diagonale et exprimer

P1AP.

e Diagonaliser une matrice diagonalisable permet entre autres choses de calculer ses puis-
sances, comme présenté dans ’exemple ci-dessous.

Ezemple 1.4.14. On considere la matrice

a=(; )

de M3 (RR). Son polynéme caractéristique x4 = (X —2)(X — 3) est scindé a racines simples donc
A est diagonalisable.

Une base de F» est { (_11> }, une base de E3 est { <_12> } et on pose
1 1
pe (1 1),

On a alors
2 0\
() rar
2 0 —1 . e e,z . o . k
donc A = P 0 3 P~ et, par associativité du produit matriciel, pour k£ € N\{0}, A" =
2k 0\
P O

2 1
-1 _
Or P = (_1 _1> donc

Ak_ 2k+1_3k 2k+3k
S\ -2kl 2.3k ok 2.3k )"
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1.5 Trigonalisabilité et trigonalisation

Soit f € L(E).
Si f n’est pas diagonalisable, on peut chercher a déterminer si f peut étre réduit sous forme
triangulaire :

Définition 1.5.1. On dit que l’endomorphisme f est trigonalisable (on dit aussi triangularisable)
s’il existe une base B de E telle que Matp(f) est triangulaire (supérieure ou inférieure).

De maniere analogue, on dira qu'une matrice A de M, (K) est trigonalisable si A est sem-
blable a une matrice triangulaire.

Remarque 1.5.2. e Si T est une matrice triangulaire représentant f, les coefficients de la
diagonale de T sont les valeurs propres de f, apparaissant suivant leurs multiplicités dans
Xf-

e Un endomorphisme diagonalisable est en particulier trigonalisable.

On donne des a présent une condition nécessaire et suffisante de trigonalisabilité d’un en-
domorphisme :

Théoréme 1.5.3. L’endomorphisme f est trigonalisable si et seulement si son polynome ca-
ractéristique x5 est scindé sur K.

Corollaire 1.5.4. Tout endomorphisme d’un C-espace vectoriel est trigonalisable.
Toute matrice de M, (C) est semblable a une matrice triangulaire.

Ezemple 1.5.5. Considérons la matrice

3 -1 1
A=12 0 1
1 -1 2

de M3(R). Son polynéme caractéristique est x4 = —(X — 1)(X — 2)? et est donc scindé sur
R. La matrice A est donc trigonalisable d’apres le théoreme ci-dessus. Cherchons une matrice
triangulaire 7" de Ma(R) semblable & A.

2 -1 1
Commencons par déterminer les espaces propres de A. Ona A—Is3= 12 —1 1] donc
1 -1 1
x
2r — =0
E=1ly eMg(R)\{x yrz = Vect{ [ 1
5 r—y+z =0 1
1 -1 1
et A—2I3=12 -2 1| donc
1 -1 0
T 1
—y+ =0
By=|yleMsm)| {" Y77 — Vect{ |1
z rT=Yy =0 0
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(remarquons ici que dim (E3) < mg donc A n’est pas diagonalisable).

0 1
Si on complétait maintenant la famille libre 11,11 de M3 1(R) ainsi obtenue en
1 0
une base, i.e. de fagon a ce que la matrice
0 1
P=111
10

soit inversible, on aurait alors

10
PlAP=|(0 2
00

DN % ¥

(deux matrices semblables ont les mémes polynémes caractéristiques).

0 1
Ainsi, dans ce cas, si on note V4 := | 1 ]| et V5 := | 1|, n'importe quel vecteur colonne V3
1 0
1
de M3 1 (R) n’appartenant pas a Vect{V;, Va} convient. On choisit, par exemple, V3 := | 0 |, on
0
pose alors
011
P=1]110
1 00
qui est bien une matrice inversible et on a
1 0 1
PlAP=10 2 1
00
1 011
Remarque 1.5.6. Si on avait posé V3 := [1]et P := [1 1 1], on aura eu P~1AP =
1 1 0 1
100
0 2 1 ]. En particulier, on peut trigonaliser A de plusieurs facons.
0 0 2
Remarque 1.5.7. 1. Trigonaliser un endomorphisme trigonalisable f de FE, c’est déterminer
une base B de E dans laquelle la matrice représentative de f est triangulaire et exprimer
Matg(f).

2. Trigonaliser une matrice trigonalisable A de M,,(K), c’est déterminer une matrice inver-
sible P € GL,(K) telle que la matrice P~' AP soit triangulaire et exprimer P~'AP.
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Si ’endomorphisme f est trigonalisable, il existe une trigonalisation plus “simple” que les
autres : la réduction sous forme de Jordan. Celle-ci fera ’objet d’une section ultérieure de
ce chapitre et donnera lieu a une procédure algorithmique de trigonalisation. Cette méthode
repose notamment sur la notion de polynéme d’endomorphisme que nous allons introduire dans
la section suivante.

1.6 Polynomes d’endomorphismes et polynémes annulateurs

Nous allons pouvoir exprimer de nouvelles conditions nécessaires et suffisantes de réducti-
bilité des endomorphismes grace a la notion de polynéme d’endomorphisme :

Définition 1.6.1. Soient P = an X" +ay 1 XV '+ -+ a1 X +age K[X] et fe L(E). On
note
P(f) = aNfN +aN—1fN_1 + - +a1f +apldg € L(E)

(ou, pour k€ {0,...,N}, f¥ désigne la composée k™ de l’endomorphisme f avec lui-méme).
Un endomorphisme de E de cette forme est appelé polynome d’endomorphisme.

Ezemple 1.6.2. Si f € L(E) et si P est le polynéme 3X +2 de R[X], ona P(f) = (3X +2)(f) =
3f + 2Idg.

On peut définir de fagon analogue la notion de polynéme de matrice : si 'on reprend les
notations de la définition ci-dessus et si A est une matrice de M, (K), on définit

P(A) := ayAY +ay 1AV 4 b a1 A+ agl, € M, (K),

ott, pour k € {0,..., N}, A* désigne la puissance k™ de A.

Ezemple 1.6.3. Considérons la matrice

()

de My(R) et le polynome P := —X2 + X — 4 de R[X]. On a

P(A) = (—X*+ X —4) (A) = —A*+A—4], = — (‘é 12>+<11 i) —4 ((1) (1)> = <_42 _184> .

Remarque 1.6.4. Si E est de dimension finie n, si B est une base de E et si f € L(F), alors,
pour tout polynéme P € K[X],

Mats (P(f)) = P (Matps(f)) .-

Nous allons a présent établir les propriétés de base des polynémes d’endomorphismes. Tous
les énoncés et notions présentés ci-apres sur les polynomes d’endomorphismes ont leurs ana-
logues immédiats pour les polynémes de matrices.

Soit f € L(E).
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Proposition 1.6.5. Pour tous polynomes P, Q € K[X] et tous scalaires \,u € K, on a

(AP +pQ) (f) = AP(f) + pQ(f)

et
(PQ)(f) = P(f) o Q).

N N
Démonstration. Notons N := max (deg(P), deg(Q)) et écrivons P = Z ;X' et Q = Z b; X7

i=0 j=0
On a
N
AP +4uQ) (f) = (Z Aai + b Xl) (f)
N |
= Z()‘ai"‘ﬂbi)fz
=0 N
= M Dlaif >+M<Ebfﬂ>
i=0
= AP(f) + nQ(f)
et

P(f)oQ(f) = (2 ) (beﬂ)

N N
= 2 Z :bjf o f7A(f est une application linéaire)
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Ezxemple 1.6.6. Considérons la matrice

()

de Ma(R) et le polynéme P := X (X — 1) de R[X]. On a

1 0\/0 0 00
P(4)=AlA-D) = <—1 o) <—1 —4) - (0 0)'
Remarque 1.6.7. o Si P,Q e K[X], P(f) o Q(f) = (PQ)(f) = (QP)(f) = Q(f) o P().

e Une autre facon d’exprimer la proposition 63 est de dire que ’application
K[X] — L(E)
P —  P(f)
est un morphisme de K-algebres.

Introduisons ensuite la notion de polynéme annulateur d’un endomorphisme. Soit P € K[X].

Définition 1.6.8. On dit que P est un polynéme annulateur de f (ou que le polynéme P
annule 'endomorphisme f) si P(f) est ’endomorphisme identiquement nul Oz(p) de E.

Ezemple 1.6.9. e Si 'on reprend les notations de ’exemple précédent G4, le polyndéme
P = X (X —1) est un polynéme annulateur de la matrice A = <_11 8)

e Le polynéme X? — X annule f si et seulement si f est une projection. En effet,

f est une projection de E ssi  f? = f
ssi f2— f=0gp)
ssi (X2 = X)(f) = Oz
ssi X2 — X est un polynoéme annulateur de f.

e Le polynéme X? — 1 annule f si et seulement si f est une symétrie. En effet,

f est une symétrie de E ssi  f% = Idg
ssi 2 —Idg = Ogp)
ssi (X2 = 1)(f) = O
ssi X2 —1 est un polynoéme annulateur de f.

Remarque 1.6.10. Comme E est de dimension finie, tout endomorphisme de E admet un
polynéme annulateur non nul. En effet, si n désigne la dimension de FE, le K-espace vec-

toriel £L(E) est de dimension finie égale & n? et la famille {IdE, £, 2., f”2} de vecteurs
de L(E) de cardinal n? + 1 est liée : il existe (ag,...,a,2) € K™tN{(0,...,0)} tel que

n2

apldp+ai f+...+a,2 f”2 = Og(p) et le polyndome non nul Z a; X* annule donc 'endomorphisme

=0
1.
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Un premier lien entre les polynémes annulateurs et la réduction des endomorphismes est
donné par la proposition suivante et son corollaire :

Proposition 1.6.11. dSoit A € Sp(f) une valeur propre de f et soit v € Ey. Alors, pour tout
P e K[X], (P(f))(v) = P(\) - v (ot - désigne ici le produit d’un vecteur de E par un scalaire
de K).

Démonstration. On commence par montrer par récurrence que, pour tout k € N, f¥(v) = M.
La propriété est vraie au rang k = 0 car fO(v) = Idg(v) = v = A, et, si 'on suppose la
propriété vraie au rang k pour un entier k € N fixée, on a

i) = ()
= f ()\kv) (par hypothese de récurrence)

— Mf(v) (car f est une application linéaire)
= M. (\w)i(car v e Ey)
_ )\kJrl,v.
N
Soit maintenant P = Z ax X ¥ un polynéme de K[X], on a
k=0

(P(N) ) = (Z akf’“> (v)

x>
Il
=}

[
=

S

5
~

=

4

N~—

i
(=)

I
=
S
=
N
>~
ol
(o4
N———

i
o

I
1=
/N
S]
ol
>
=
N——
(o4

>
Il

M= 2
8

>
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\_/
(o4

I
N/
i

—_
>
~ O
<

O]

Corollaire 1.6.12. aSoit A € Sp (f). Si P est un polynome annulateur de f, alors \ est une
racine de P.

Démonstration. Soit v un vecteur propre de f pour la valeur propre A (en particulier, v est
différent du vecteur nul O de E). On a alors, par la proposition précédente [CHL1,

PA)-v (P(f)(w)

Oz(g)(v) (P est un polynéme annulateur de f)

= 0Og.
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Or v # 0 donc, nécessairement, P (X) = 0. O

Ezemple 1.6.13. e Reprenons la matrice A de 'exemple THH. Comme P = X (X — 1) est
un polynéme annulateur de A, Sp(A) < {0;1}.
e Si 'endomorphisme f vérifie f3 = f i.e. le polynome X3 — X = X (X —1)(X + 1) annule
f, alors Sp (f) < {0;—1;1}.

Remarque 1.6.14. La réciproque du corollaire TG T2 est fausse : par exemple, le polyndéme
X (X — 1) annule Idg bien que 0 ne soit pas une valeur propre de Idg.

On en vient & un premier critére, nécessaire et suffisant, de diagonalisabilité d’un endomor-

phisme mettant en jeu la notion de polynéme annulateur :

Théoréme 1.6.15. L’endomorphisme f est diagonalisable si et seulement s’il existe un poly-
nome annulateur de f dans K[X] qui soit scindé a racines simples.

Démonstration. Notons tout d’abord Ay, ..., Ay, p € {0,...,n} les valeurs propres deux & deux
distinctes de f et, pour tout i € {1,...,p}, d; := dim (E},).

Commencons par montrer I'implication directe : on suppose que f est diagonalisable. Il
existe donc une base B de E dans laquelle la matrice représentative de f est la matrice

My, 0

Matlg(f) = ..
0 )\pIdp

P
Notons A cette matrice. Si l'on pose P := H (X — \i) € K[X], P est un polynéme scindé

i=1
a racines simples de K[X] et
p
P(A) = | ](A=Xly)
i=1
0q, 0 (A1 —Ap) Ig, 0
(A2 — A1) L,
. (Ap—1 = Ap) I,
0 (Ap— A1) Iy, 0 0d,
= Op.

m
Réciproquement, supposons qu’il existe un polynéme scindé a racines simples P = « H (X —pj) e
j=1
K[X], avec a € K\{0} et p1,..., um € K deux a deux distincts, qui soit annulateur de f.
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D’apres le corollaire T612, Sp(f) < {p1,- .., m} et, pour tout j € {1,...,m},

E,. i ;€8S 7
SERCESN (TR

Ainsi,

m p
ZKer (f — pildg) = Z

7=1

Or f est diagonalisable si et seulement si @ E), = E : montrons donc que Z Ker (f —pldg) =

=1 ] 1
Pour tout k € {1,...,m}, on commence par noter
1
P = X — ;) et ag :=
[] i) P (1)

i#k

(P (nx) = H (g — pj) # 0 car les scalaires i1, . .., ty, sont deux a deux distinctes).
j#k

On a alors Z aPr = 1 dans K[ X]. En effet le polynéme 1 — Z a Py est de degré au plus

m—1 (puisque lie:slpolynémes Py, ..., Py lesont) et possede m raciflzsl (pour tout j € {1,...,m},
1- i ap Py (1) =1 — ;P (i) = 0) donc est le polynéme nul.
j&?ﬁsi,
Z apPy(f) = 1(f) = 1dg.
Soit maintenant v € E. On a v = Idg(v Z arPi(f)(v). Pour tout k € {1,...,m}, on
m
note v 1= axP(f)(v), de sorte que v = Z vg. Fixons alors k € {1,...,m} et montrons que
k=1

m
vg € Ker (f — pildg), ce qui prouvera que E = Z Ker (f — prldg) et conclura ainsi la dé-

k=1
monstration.

On a
(f — weldg) (vi) = (f MkIdE> (arPr(f)(v))
= (X =) (f) o (wPr)(f)(v)
- ((X b akm)( HE)

= (apa 1P)(
Oz(g)(v) (car P annule I’endomorphisme f)

(
) (

= OE?
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et donc v, € Ker (f — uxldg). O

Ce critere permet, si I’on trouve un tel polyndme annulateur de f scindé a racines simples,
de montrer que f est diagonalisable sans avoir a calculer les dimensions des espaces propres
de f:

Exemple 1.6.16. Si f vérifie alors f3 = f alors f est diagonalisable car le polynéme X3 — X =
X(X —1)(X + 1), annulateur de f, est scindé a racines simples.
Remarque 1.6.17. D’apres la preuve de ’équivalence du théoreme 61T, f est diagonalisable
ssi le polynéme H (X —A) € K[X] (qui est scindé & racines simples) annule f.

AeSp(f)

1.7 Polynéme minimal

Soit f € L(E). Remarquons que ’ensemble /¢ des polynémes de K[X] qui annulent Ien-
domorphisme f est un idéal de 'anneau K[X] : il s’agit du noyau du morphisme d’anneaux
K[X] — L(E) ; P+~ P(f) (cf. remarque [67).

Or tout idéal de 'anneau principal K[ X | peut étre engendré par un unique élément unitaire :

Proposition et Définition 1.7.1. Il existe un unique polynéme unitaire jiy, annulateur de
f, tel que I = (puyf) = {ur Q| Q € K[X]}. On appelle piy le polynome minimal de f.

Remarque 1.7.2. e Les polynomes annulateurs de f sont exactement les multiples de py.
En particulier, si I'on connait jr, on connait alors tous les polyndmes annulateurs de f.

o sy est le polynome annulateur de f unitaire non nul de plus petit degré (comme E est
de dimension finie, f posséde un polynoéme annulateur non nul par la remarque ICG10).
En particulier, deg (us) = 1.

e Si A est une matrice de M,,(K), n € N\{0}, on peut définir de fagon analogue le polynéme
minimal p4 de A. Toutes les propriétés sur le polynéme minimal d’un endomorphisme
ont leurs analogues pour le polynéme minimal d’une matrice carrée.

e Sin:=dim(F), si B est une base de E et si A désigne la matrice représentative Matg( f)
de f dans la base B, p1f = pa. En effet,

pp(A) = py (Matp(f))
= Matg (us(f)) (remarque [C62)
= MatB (Oﬁ(E))
= 0,

donc pa divise py. Réciproquement,

Matg (pa(f)) = pa(Matg(f)) (remarque [G4)
pa(A)
= On
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donc pa(f) = Oz () donc py divise pa. Comme les polyndmes (i et 4 sont de plus tous
deux unitaires, on en déduit que py = 4.

Le polynéme minimal de f divise le polyndéme caractéristique de f en vertu du théoréme
de Cayley-Hamilton :

Théoréme 1.7.3 (Théoréme de Cayley-Hamilton). Le polynome caractéristique de f est un
polynome annulateur de f. Autrement dit xy € Iy i.e. py divise xy.

Pour montrer le théoréme de Cayley-Hamilton, nous utiliserons les deux résultats suivants :

Lemme 1.7.4. aSoit F' un sous-espace vectoriel de E tel que f(F) < F (on dit que F est
stable par f). Si l'on note g : F — F ; v — f(v) la restriction de f a F, alors le poly-
nome caractéristique x4 de l’endomorphisme g de I divise le polynome caractéristique xy de
l’endomorphisme f de E.

Démonstration. Soit By une base de F. On complete la famille libre By de I’ en une base B
de E. La matrice représentative de f € L(E) dans la base B est alors

A= Mats(f) = (Matgo(g) ;)

ou B est une matrice carrée de taille n — p si p := dim(F') (on utilise ici le fait que F' est stable
par f : 'image par f de tout vecteur de By est dans F' donc est une combinaison linéaire de
vecteurs de By).

Ainsi, si I'on note Ao := Matp,(g) € M,(K),

X; = Xxa
= det(A—XI,)
B Ao—XIp *
- det( 0 B—an_p>

= det (Ag — X1,) det (B — X1,—p)
= X4, det (B — X1I,—,)
= xg det(B—XI,_p).
En particulier, x, divise x. O

Lemme 1.7.5. Soit P = co+ c1 X + -+ + XN un polynome unitaire de K[X] avec N € N\{0}
et notons Cp la matrice

0 0 -+ 0 —co

1 0 0 —C1
Cp:=10 : :

: . .0 :

o --- 0 1 —CN-1

de My (K) (Cp est appelée la matrice compagnon de P). On a

XCp = (_1)NP'
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Démonstration. On calcule x¢, = det (Cp — X1y) par récurrence sur le degré N de P. Préci-
sément, on montre que pour tout N € N\{0}, pour tout polynéme unitaire P de K[X]| de degré

N, XCp = (_1)NP'

La propriété est vraie au rang N = 1

degré 1, alors Cp = (—cp) € M1 (K) et

XCp

:soit P = ¢p + X € K[X] un polynéme unitaire de

det (Cp — X1)
det (—cp — X)
—cg— X

—(co + X)

P

Supposons & présent la propriété vraie au rang N pour N € N\{0} fixé et soit P = ¢ +
c1X + -+ ey XV + XVt e K[X] un polynéme unitaire de degré N + 1. Alors, en utilisant

un développement suivant la premiere ligne,

XCp = det(Cp—XIN+1)
X 0 --- 0
1 -X 0
= det| O
. _x
0 0 1
-X 0
1 -X
= (=X)det]| O
0O - 0

(—X)xc, + (=) e

1 =X 0
+ (=1)N 2 (—¢p)det
Ly
0 0 1
—en

ol Pi=ci4+mX+ - +eyXV 14+ XNe K[X]. En utilisant ’hypothése de récurrence, on

obtient alors

XCp (—
(_
(f
(_

1 N+1P.

X)(=D)NP + (=1)N*g
)N+ (Xﬁ + Co)

)
DN (X + X2 + -+ en XN + XN 4 ¢p)
)

O]

Démonstration du théoreme IZZ3. Afin de montrer que x est un polynome annulateur de f
i.e. que x7(f) = Og(p), nous allons montrer que pour tout vecteur v € E, xf(f)(v) = Og.
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Soit donc v un vecteur de E, que 'on suppose de plus non nul (on a x¢(f)(0g) = Og
comme X7(f) est une application linéaire). Soit m le plus grand entier naturel tel que la
famille {v, f(v),..., f™(v)} soit libre : un tel entier existe car la famille {v} est libre et m <
n car la famille {v, f(v),..., f"(v)} de cardinal n + 1 est liée (I'espace vectoriel E est de
dimension n). En particulier, la famille {v, fw),..., me(U)} est liée : il existe (g, ..., Qm+1) €
K™ 2\{(0,...,0)} tels que

m+1
Z ozkfk(v) = OE.
k=0
m—+1
De plus, oy, 41 # 0 car sinon I'égalité Z arfF(v) = 0 et le fait que la famille {v, f(v),..., f™(v)}

k=0
soit libre entraineraient la nullité de tous les scalaires «y, ..., a,,. En posant alors, pour tout

ke{0,...,m}, ay := —aZ’il, on peut finalement écrire

Frw) = Y anft ().
k=0

On considere ensuite le sous-espace vectoriel Ey := Vect {v, f(v),..., f"(v)} de E engendré
par la famille libre {v, f(v), ..., f™(v)} : ce sous-espace vectoriel de F est stable par f car, pour
tout k € {0,...,m}, f (f*(v)) = fF*(v) € Vect {v, f(v),..., f™(v)}. On note alors g : Ef —
E¢ 5 v— f(v) la restriction de f a Ej.

D’apres le lemme IZ74, x, divise xs : il existe @ € K[X] tel que xy = @ x4 et donc
xf(f)(w) = Q(f) o xg(f)(v). Nous allons montrer que x4(f)(v) = Op : cela entrainera alors
I'égalité xf(f)(v) = Og.

La matrice représentative de g dans la base {v, f(v),..., f™(v)} de Ef est la matrice
0 0 - 0 ap
1 0 - 0 a
0O -~ 0 1 ap
ot Pi= —ap—a1 X — - —apn XM+ X™H Dot g = xcp = (—1)™ P par le lemme précédent
[C7A, et

() = ((—1)m+1P>(f)(v)
_ (_1)m+1 (fm+1 _ i akfk:> (U)

k=0

= (-pm+ (fm“(v) - akf’“(v>>
k=0
_ (_1)m+1 . OE

= 0Og.



24 CHAPITRE 1. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

O]

Ce théoréme nous donne en particulier des informations supplémentaires sur jy :
Corollaire 1.7.6. o deg(uyf) < n.

e Les racines de py dans K sont exactement les racines de x5 dans K, i.e. les valeurs
propres de f dans K, avec multiplicités différentes a priori.

Démonstration. Comme p s divise x ¢ et deg (x ) = n (corollaire IZ3H), on a I'inégalité deg(jr) <
n.

Comme py divise xy, il existe un polynéme P € K[X] tel que x; = us P. Soit A € K.

Si A est une racine de ¢, alors x¢(A) = pg(A) P(A) = 0 donc A est une racine de xs (i.e.
une valeur propre de f).

Réciproquement, si A est une racine de xs alors A est une valeur propre de f. Or py est un
polynéme annulateur de f donc, en vertu du corollaire T2, A\ est une racine de P. 0

Le théoréme de Cayley-Hamilton nous donne ainsi un moyen de déterminer le polynome
minimal de f a partir de la donnée du polynéme caractéristique :

Ezxemple 1.7.7. 1. On considere la matrice
0 1 2
A=1|1 0 2
1 2 0
de M3(R). Son polynéme caractéristique est x4 = —(X + 1)(X + 2)(X — 3). Ainsi,

nécessairement, 4 = (X + 1)(X +2)(X — 3).

2. On consideére la matrice

de M3(R). Son polynome caractéristique est x4 = —(X — 1)(X + 2)2. Ainsi, nécessaire-
ment, g4 = (X —1)(X +2) ou pra = (X — 1)(X + 2)2. Comme deg (X — 1)(X +2)) <
deg ((X — 1)(X + 2)?), on commence par tester si le polynome (X —1)(X + 2) annule A.

-2 1 1 1 11 0 0O
A-L)A+2L) =1 —2 1|11 1]=]0 0 0
1 1 -2 1 11 0 0O
et donc (X — 1)(X + 2) est le polynéme minimal de A.

3. On consideére la matrice
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de M3(R). Son polyndme caractéristique est x4 = —(X — 1)(X — 2)2. Ainsi, nécessaire-
ment, g4 = (X —1)(X —2) ou pra = (X — 1)(X —2)2. Comme deg (X — 1)(X —2)) <
deg ((X — 1)(X —2)?), on commence par tester si le polynome (X — 1)(X — 2) annule
A. Or on constate que la matrice (A — I3)(A — 2I3) n’est pas la matrice nulle de M3(R)
donc, nécessairement, s = (X — 1)(X —2)%
Remarque 1.7.8. Soit A une matrice a coefficients réels. Notons XE et u§ respectivement le
polynéme caractéristique et le polynéme minimal de A en tant que matrice de M, (R), et XS

et ,ug respectivement le polynéme caractéristique et le polynéme minimal de A en tant que
matrice de M,,(C) (M,,(R) < M,,(C)). Alors

G =det(A— XT1,) = x& et pG =48

Pour établir la seconde égalité, on commence par remarquer que % € R[X] = C[X] est un
polynoéme de C[X] annulant la matrice A donc ,ug divise NE' Ensuite, écrivons ,ug = P+iQ ou
P,Q e R[X]. On a0, = u§(A) = P(A)+iQ(A) donc P(A) = 0, et Q(A) = 0. Les polynémes
a coefficients réels P et @ annulent la matrice & coefficients réels A, donc pf divise les deux
polynoémes P et Q dans R[X], donc dans C[X], et donc p divise P + iQ = u§ dans C[X].
Enfin, comme ,ug et 45 sont tous deux unitaires, on obtient bien ,ug = ukk.

En utilisant alors les factorisations dans C[X| des polynémes 14 et x4, le fait qu’ils pos-
sedent les mémes racines dans C par le corollaire 73 et le fait qu’ils soient & coefficients réels,
on en déduit que les polynémes p4 et x4 de R[X] possédent les mémes facteurs irréductibles
(en général avec multiplicités différentes).

On termine cette section par un critere de diagonalisabilité permettant de décider, a partir
de la donnée du polynéme minimal de f, si f est diagonalisable ou non :

Théoréme 1.7.9. L’endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si son polynome mi-
nimal py est scindé a racines simples (dans K[X]).

Démonstration. Si piy est scindé a racines simples, alors f est diagonalisable par le théoreme
613 (uy est, par définition, un polynéme annulateur de f).

Réciproquement, si f est diagonalisable, alors il existe, par le théoréeme G143, un polynéme
annulateur de f qui est scindé a racines simples. Comme p 5 divise ce polynome, p ¢ est également
scindé a racines simples. O

Ezemple 1.7.10. Les matrices des exemples I 1. et 2. sont diagonalisables, la matrice de
I’exemple 777 3. n’est pas diagonalisable.

Remarque 1.7.11. Le théoreme 79 permet de déterminer si un endomorphisme est diagona-
lisable ou non sans passer par le calcul des dimensions de ses espaces propres.

1.8 Réduction de Jordan des endomorphismes trigonalisables

Soit f un endomorphisme trigonalisable de E. Dans cette section, nous allons montrer, en
plusieurs étapes, que f peut étre réduit sous forme dite de Jordan. Plus précisément, nous
allons montrer I'existence d’une base de E dans laquelle la matrice représentative de f est une
matrice diagonale par blocs dont les blocs diagonaux sont des blocs de Jordan :
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Définition 1.8.1. Soit A € K. Pour m € N\{0}, on appelle A\-bloc de Jordan de taille m la
matrice carrée

Al 0
Im(A) =
0 A
de M, (K) ; par convention, Ji(\) := (X) € M;(K).
Pour my,...,my € N\{0}, on note Jp, .. m, () la matrice diagonale par blocs
Imy (A) 0
0 Iy (A)

de My, 4...m, (K). Une matrice de cette forme est dite de Jordan.

Ezemple 1.8.2. Le bloc de Jordan J3(—2i) est la matrice

-2 1 0
0 -2 1
0 0 —2¢

de M3 (C)
La matrice J23(1) est la matrice

[l e e R
[=elNell S o
SO = OO
O = = OO
= =0 O O

de M5 (R)
Remarque 1.8.3. Pour tout my,...,m; € N\{0} et tout A\ € K, la matrice Jp,, . m, () est

triangulaire supérieure et son polyndme caractéristique est (A — X )™k,

Afin de pouvoir énoncer le théoreme de réduction de f sous forme de Jordan, commengons
par factoriser le polynéme caractéristique de f (par le théoréme ICA3, la trigonalisabilité de f
est équivalente au fait que x soit scindé dans K[X]) :

p
Xg = (=" [ [(X = x)™
i=1
avec Ai,...,\p les valeurs propres deux & deux distinctes de f, et n := dim(E).

Nous avons alors le résultat de réduction suivant pour f :
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Théoréme 1.8.4. [l existe une base B de E et, pour touti € {1,...,p}, des entiersmi, ... ,m};i €
N\{0} tels que

Joa (A1) 0
k1

my,...,

Matg(f) = .
0 Joo o (A)

LCTRIL.

De plus, a permutation pres, les entiers mé, 1<i<p, 1< 75 <k, sont uniques et on appelle

les blocs de Jordan J,,:(N;), 1 < i <p, 1< j <k, les blocs de Jordan de l’endomorphisme
J

trigonalisable f. La matrice Matpg(f) est appelée la forme de Jordan de f (“la” forme de Jordan
de f est unique a permutation prés des blocs de Jordan).

Remarque 1.8.5. e “La” forme de Jordan est la réduction la plus “simple” possible d’un
endomorphisme trigonalisable.

e Par unicité des blocs de Jordan d’un endomorphisme trigonalisable, f est diagonalisable
si et seulement si les blocs de Jordan de f sont tous de taille 1.

e Réduire sous forme de Jordan un endomorphisme trigonalisable f de E, c’est déterminer
une base B de E dans laquelle la matrice représentative de f est de Jordan (i.e. sous
la forme d’une matrice diagonale par blocs dont les blocs diagonaux sont des blocs de
Jordan) et exprimer Matg(f).

e Tout endomorphisme trigonalisable de E est réductible sous forme de Jordan.

De facon analogue, toute matrice trigonalisable A de M,,(K) est réductible sous forme de

P
Jordan :si x4 = (—1)" H(X — Xi)™i avec Aq, ..., A, les valeurs propres deux a deux distinctes
i=1
de A, alors il existe une matrice inversible P € GL,,(K) et, pour tout i € {1,...,p}, des entiers

mt, ... ,mfﬁ e N\{0} tels que
Tt 1 (A1) 0

Ty M

P7'AP = .
0 szf,...,mzp (Ap)

Les entiers m; et les blocs de Jordan Jm;_ (Ni), 1 <i<p,1<j <k sont uniques & permutation
pres.
Remarquons en particulier le résultat de “classification” suivant :

Corollaire 1.8.6. Deuz matrices trigonalisables de M,,(K) sont semblables si et seulement si
elles ont les mémes blocs de Jordan.

Démonstration. Soient A, B € M,,(K) et supposons qu'il existe P, Q € GL,(K) telles que
J1 0
PTAP = =Q'BQ
0 Jr
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avec Ji,...,J, des blocs de Jordan, alors, en particulier, P~1AP = Q~'BQ et donc

(PQ™) " A(PQ™Y) = B.
U

Remarque 1.8.7. Réduire sous forme de Jordan une matrice trigonalisable A € M, (K), c’est
déterminer une matrice inversible P € GL,(K) telle que la matrice P~'AP soit de Jordan et
exprimer P~1AP.

Nous allons montrer une partie du théoreme [CR4, a savoir ’existence d’une réduction de
Jordan pour ’endomorphisme trigonalisable f, ceci en détaillant une méthode systématique de
réduction sous forme de Jordan. On résumera ensuite les étapes-clés de cette procédure dans
le langage des matrices.

Dans ce document, nous ne montrerons pas l'unicité des blocs de Jordan de f.

La premieére étape pour réduire sous forme de Jordan I’endomorphisme trigonalisable f est
de considérer ses sous-espaces caractéristiques.

1.8.1 Réduction suivant les sous-espaces caractéristiques

Rappelons encore une fois que 'on a supposé dans cette section que ’endomorphisme f
était trigonalisable.

Définition 1.8.8. Soit A € Sp(f). On appelle sous-espace caractéristique de f associé a la valeur propre A
le sous-espace vectoriel

Ny :=Ker (f —Adg)™
de E.
Remarque 1.8.9. aAvec les notations ci-dessus,

e E\ c Ny, car si v e E vérifie (f — Mdg)(v) = Og, alors

(f = Aldg)™ (v) = (f = Aldg)™ ™" ((f = Aldg)(v)) = (f — Aldg)™ " (0g) = Op,

e f(N)) © N, (autrement dit N est stable par f), car si v € Ny = Ker (f — Adg)™,
alors

(f = Adg)™ (f(v)) = (X =A™ (f) o X(f)(v)
= X(f)o (X =N"(f)v)
= f((f = Mdg)™ (v))
= f(0g)

= 0Og.
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Ezemple 1.8.10. aReprenons la matrice

3 -1 1
A=12 0 1|eMyR)
1 -1 2
de I’exemple 58, Son polyndme caractéristique est x4 = —(X — 1)(X — 2)2. Le sous-espace
0
caractéristique de A associé a la valeur propre 1 est N3 = Ker (A — I3) = E; = Vect 1
1

et le sous-espace caractéristique de A associé a la valeur propre 2 est Ny = Ker (A — 213)2. Or

0 00

(A-2L)*=|-1 1 0

-1 10
1\ /o
donc Ny = Ker (A —2I3)* =Vect{ [ 1],]0
0/ \1

Une propriété remarquable des sous-espaces caractéristiques d’un endomorphisme trigona-
lisable est qu’ils sont en somme directe et que leur somme est égale a l’espace E tout entier :

Proposition 1.8.11. Les sous-espaces caractéristiques de f sont en somme directe et, repre-
nant les notations du début de la section,

E=N,,® - ®N,,.

Cette proposition est une conséquence du lemme des noyaux :

Théoréme 1.8.12 (Lemme des noyaux). Soit h un endomorphisme de E et soient Py,..., P,
des polynomes de K[X]| premiers entre eur deuxr a deux. Alors les sous-espaces vectoriels
Ker P;j(h), i€ {1,...,r}, de E sont en somme directe et

éKer Pi(h) = Ker (ﬁ Pl) (h).
1=1 i=1

Démonstration. On montre tout d’abord le résultat pour deux polynoémes P et @ de K[X]
premiers entre eux, puis on montrera le résultat général par récurrence sur r.

On a (PQ)(h) = P(h)oQ(h) = Q(h) o P(h) donc Ker P(h) c Ker (PQ)(h) et Ker Q(h) <
Ker (PQ)(h) donc
Ker P(h) + Ker Q(h) < Ker (PQ)(h).
Réciproquement, montrons que Ker (PQ)(h) < Ker P(h) + Ker Q(h). Comme P et @) sont

premiers entre eux, il existe une relation de Bézout UP + V@Q = 1 avec U,V € K[X], et alors
U(h)oP(h)+V (h)oQ(h) = Idg. Soit maintenant v € Ker (PQ)(h), d’apres I’égalité précédente,

v =1dp(v) = U(h) o P()(v) + V(h) 0 Q(k)(v).
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Q) (U0 P1©)) = U ((PQURNW)) = U0 (02) = 05
et de la méme fagon P(h) <V(h)oQ(h)(v)> = 0p, donc v € Ker P(h)+Ker Q(h). En conclusion,

Ker (PQ)(h) = Ker P(h) + Ker Q(h).
Enfin, montrons que cette derniére somme est directe : soit v € Ker P(h) n Ker Q(h), alors

v = U(h)oP(h)(v) +V(h)oQ(h)(v)

= vm(Pm ) + vin Q)

= U(h) (0p) + V(h) (0g)
= Og.

A présent, montrons par récurrence sur r € N\{0} que pour tout r € N\{0}, pour tous poly-
némes Py, ..., P, € K[ X] premiers entre eux deux a deux, les sous-espaces vectoriels Ker P;(h),
i€{l,...,r}, de E sont en somme directe et que

éKer P;(h) = Ker (ﬁ PZ-) (h).
i=1 i=1

La propriété est vraie au rang r = 1.
Supposons maintenant la propriété vraie au rang r pour r € N\{0} fixé et soient Py, ..., Pr11
des polynomes de K[X | premiers entre eux deux a deux. Comme le polynéme P, est premier
'

avec chacun des polynémes Pi, ..., P, il est premier avec le produit H P;. D’apres I’hypothese
i=1

T '
de récurrence, @ Ker P;(h) = Ker (H R) (h) et, d’apres ce qui a été démontré ci-dessus, les
i=1 i=1

T r

espaces Ker P.;1(h) et Ker <H P; | (h) = @ Ker P;(h) sont en somme directe : les espaces
i=1 1=1

Ker P;(h), i€ {1,...,r + 1} sont donc en somme directe. Ensuite,

Ker P,;1(h) ® <é—> Ker B(h)) Ker P,11(h) ® Ker (ﬁ H) (f)
i=1 1=1

Ker <f1+1 (fil%)(f))

r+1 r+1
@ Ker Pi(h) = Ker (H R) (f).
=1 i=1

donc
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Remarque 1.8.13. Dans la preuve ci-dessus, nous avons utilisé le fait suivant : pour r € N\{0}, si
FEn, ..., E..1 sont des sous-espaces vectoriels de E tels que les espaces Ff, . .., E, sont en somme
s

directe et F,.yq est en somme directe avec la somme @Ei, alors les espaces F1,...,E,, E,.11
i=1
sont en somme directe. En effet, soient v1,...,v,11 € E tels que, pour tout i € {1,...,r + 1},
T

v € By et v1 + ...+ v, + vp41 = 0p. Alors (v1 + ...+ v;) + v,41 = Op donc, comme @EZ
i=1
et E,.,1 sont en somme directe, v1 + ... + v, = Og et v,41 = Op. Enfin, comme les espaces

FE4q, ..., E, sont en somme directe, I’égalité v; + ... + v, = O implique la nullité des vecteurs
Viy--oy Up.

Démonstration de la proposition IZ811. Les valeurs propres Aq, ..., A, de f étant deux a deux
distinctes, les polynémes (X — \;)™i, i € {1,...,p}, sont premiers entre eux deux a deux.
D’aprés le lemme des noyaux, les sous-espaces caractéristiques Ny, = Ker (f — \Idg)™ =
Ker (X — N\Idg)™i (f), i€ {1,...,p}, de f sont donc en somme directe et

p
Ny, @ ®N,, =Ker <H(X — M%) (f).

i=1

P P
Mais H(X —Xi)"™ = (=1)"xs et xs(f) = Oz() donc Ker (H(X — /\i)mki> (f) =F et
i=1 i=1

Ny ®---®Ny, = E.
0

Une conséquence importante de la proposition [CX 11 et du fait que chaque sous-espace
caractéristique Ny,, i € {1,...,p}, de f soit stable par f (cf. remarque I"89) est la suivante.

Pour i € {1,...,p}, soit B; une base de Ny, et notons By := {Bj,...,B,}. On a alors, comme
E=N) @ -@®N,, (proposition ICXTT) et comme chaque sous-espace caractéristique de f est
stable par f (remarque [CX4),

Ay 0

MatBo (f) = .
0 Ap

ou, pour tout i € {1,...,p}, A; :== Matp, (f‘NA_) (cette réduction est une “diagonalisation par
blocs” de f).

Remarquons alors que si, pour tout ¢ € {1,...,p}, on montre l'existence d’une base B
de N), telle que Maty (f|N>\i> = J i (i) avec mﬁ,,m}ﬁ e N\{0}, alors, en notant

i
L

B:={Bj,...,B,}, on obtiendra la réduction
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T 0 (M) 0
k1

mi,...,
MatB(f) = )
0 szl’,...,mp (Ap)

kp

qui est la réduction sous forme de Jordan recherchée.

Pour montrer Pexistence de telles familles B,, i € {1,...,p} et les déterminer, on commence
par écrire, pour ¢ € {1,...,p},

Iy, = dddny, + (f = Nilde) i,

puis on utilise le fait que ’endomorphisme (f — AiIdE)| Ny = Jiny, — Aildjn, de Ny, soit
nilpotent.

1.8.2 Réduction de Jordan des endomorphismes nilpotents
Commencons par introduire la notion d’endomorphisme nilpotent et de matrice nilpotente :

Définition 1.8.14. Soit u un endomorphisme de E. On dit que u est nilpotentds’il existe
[ € N\{0} tel que ul = Oz(g)- Dans ce cas, on appelle indice de nilpotence de u le plus petit
entier naturel non nul v € N\{0} tel que u” = Oz(p).

De fagon analogue, une matrice carrée U € M,,(K) est dite nilpotenteds’il existe | € N\{0}

tel que U = 0,, et, dans ce cas, on appelle indice de nilpotence de A le plus petit entier naturel
non nul v € N\{0} tel que AV = 0,,.

Remarque 1.8.15. e Un endomorphisme u de L(FE) est nilpotent si et seulement s’il existe
1 € N\{0} tel que le polynéme X! annule w.

e L’indice de nilpotence d’un endomorphisme nilpotent v est I'unique entier naturel non nul
v tel que u” ! # Oy et u” = Oz (car si ulo = Oz(g) pour lp € N\{0}, alors u' = 0g(p)
pour tout [ € N\{0} supérieur ou égal a ly).

e Si u est un endomorphisme nilpotent d’indice de nilpotence v, alors u, = X”. En effet,
le polynéme X" annule I’endomorphisme u donc p, divise X”, donc p, = X% avec
lp € {1,...,v}, mais, pour tout I € {1,...,v — 1}, X'(u) = u' # Oz(g) par définition de
I'indice de nilpotence, donc, nécessairement, [y = v.

e On a les propriétés analogues sur les matrices nilpotentes.

e Si B est une base de F, alors un endomorphisme u de E est nilpotent si et seulement si
sa matrice représentative Matg(u) dans la base B est nilpotente.

Ezemple 1.8.16. e La matrice

-1 0 1 0
-3 -2 5 0
v -2 -1 3 0
2 1 =20
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de M4(R) est nilpotente d’indice de nilpotence 4, car

-1 -1 2 0 0 0 0 O
o |1 -1 20 3 0 0O 0 O 4
U=1_1 21 2 007 0 o0 oo Y =0
-1 0 1 0 -1 -1 2 0
e La matrice
5 -3 2
U=1|15 -9 6
10 —6 4

de M3(R) est nilpotente d’indice de nilpotence 2 car U? = 03.

e La matrice

2 0 4 -2 -3
-2 0 -3 2 4
U=]10 0 0 0 O
0 0o 0 0 1
1 0 2 -1 -2

de M5(R) est nilpotente d’indice de nilpotence 3 car

102 -1 =2
000 0 0

Ul=1o 00 0 0|, U>=0s.
102 —1 -2
000 0 0

Traitons deux autres exemples :

Lemme 1.8.17. Les matrices triangulaires de M,,(K) dont les coefficients diagonauz sont tous
nuls sont nilpotentes, d’indice de nilpotence inférieur ou égal a n.

Démonstration. Soit U une matrice triangulaire de M,,(K) dont tous les coefficients diagonaux
sont nuls. On suppose tout d’abord que U est triangulaire supérieure. Nous allons montrer par
récurrence sur k € N\{0} que pour tout k& € N\{0}, pour tous i,j € {1,...,n} tels que j <i+k,
le coefficient situé & la ligne i et la colonne j de la matrice U* est nulle. En particulier, U™ = 0,
et 'indice de nilpotence de U est donc inférieur ou égal a n.

La propriété est vraie au rang k = 1 par hypotheése sur U. Supposons maintenant la propriété
vraie au rang k pour k € N\{0} fixé, et soient i,5 € {1,...,n} tels que j < i+ k + 1. Si on
note U* = (ars)1<ps<n €6 U = (brs) le coefficient situé a la ligne i et la colonne j de la

matrice UFT! = UF U est

1<r,s<n’

n

n
Z aitby; = Z aibyj (car a;y = 0sit <i+k)
t=1 t=i+k

= D1 iy (carby; =0sij<t+1let>j—1)
itk<t<j—1

0 (la somme ci-dessus est vide car j <i+k+1<i+k>j—1).
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Si U est une matrice triangulaire inférieure, alors sa transposée ‘U est une matrice trian-
gulaire supérieure dont tous les coefficients diagonaux sont nuls et on a alors

Ur="("U)" ="'0, = Op.
O

Ezemple 1.8.18. Pour tous my, ..., my € N\{0}, la matrice de Jordan J,,, . m, (0) est nilpotente.

Lemme 1.8.19. Reprenant les notations de la partie précédente, si X € Sp(f), l’endomorphisme
(f — )\IdE)|NA = fin, — Mld|n, de Ny est nilpotent, d’indice de nilpotence inférieur ou égal a
my.

Démonstration. Par définition de N = Ker (f — Mdg)™*, tout vecteur v de N vérifie
(f\NA - >‘Id\f\7>\)mA (v) = (f - )‘IdE)mA (v) =0p = Ony s

Le. (fin, — Aldjn, )™ = 0zy)- O

Nous allons montrer que tout endomorphisme nilpotent — et toute matrice nilpotente — est
réductible sous forme de Jordan. Soit © un endomorphisme nilpotent de E d’ordre de nilpotence
v € N\{0}. Nous allons construire, & 1'aide d’un procédé algorithmique, une base de E dans
laquelle la matrice représentative de u est de Jordan :

Théoréme 1.8.20. [l existe une base B de E et des entiers my,...,my € N\{0} tels que
JIm.(0) 0

Matpg(u) = Imi,...omy, (0) = .

0 Iy, (0)
En particulier, u est trigonalisable et x, = (—1)"X™.

Démonstration. Pour r € {0,...,v}, notons M, := Ker u". Remarquons que 'on a alors une
suite d’inclusions
{0p} =MycMyc---c M, 1cM,=F
et que, si 7€ {l,...,v}, u(M,;) € M,y (car sive M, = Ker v, v (u(v)) = u"(v) = 0g).
Par récurrence descendante sur r € {1,...,v}, nous allons construire des sous-espaces vec-
toriels S1,..., 5, de E tels que

e pour tout r € {1,...,v}, S, ® M,_; = M, (i.e. S, est un supplémentaire de M,_; dans

M,),
e tout 7€ {1,...,v—1}, u(Sy11) < S, et larestriction ug, ., : Sr41 — Sy < E est injective.
Des bases bien choisies des espaces S71,...,5, nous fourniront ensuite une base de F dans

laquelle la matrice représentative de u est de la forme voulue.
Le point de départ de cette construction est de considérer un supplémentaire S, de M, 1

dans M, = E. Supposons ensuite que, pour r € {2,...,v} fixé, on ait déja construit les espaces
Sy, ..., S, vérifiant les propriétés voulues. En particulier, S, < M, donc u(S,) < u(M,) c

M,_1. On a alors :
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e L’image u(S,) est en somme directe avec M, o (car si u(v) € M,_o = Ker u"~2 avec

ve S, onau""t(v)=0g doncveS. n M. _1={0g}, donc u(v) = 0g) et on peut donc
construire un supplémentaire S,_1 de M,_5 dans M,_; contenant u (S,) : précisément,
on considére une base F de u (S;) et une base G de M,_g, on complete la famille libre

FuGde M,_1 en une base F u G u F de M, _1, puis on pose S,_1 := Vect <.7-" ] .7?)),

e la restriction ujg, : S, — u(S;) © Sr—1 © E est injective (car si v € S, vérifie u(v) = O,
alors v € Ker u c Ker v"~! = M, _1, or S, n M,_1 = {0g} donc v = 0g).

Une fois cette construction achevée, on a alors

E = M,
M,/,1 @ Sl/
= (Ml/—2 @Su—l) @SV

= (Mo®5S1)®SH@---®S,
= S$®---@®S,

(on utilise ici la propriété énoncée dans la remarque [CR13J).

Ensuite, soit B, une base S, et, pour tout r € {1,...,v — 1}, soit B, une base de S, telle
que la famille B, contient la famille u (B,41) (i.e. la famille constituée des images par u des
vecteurs de la famille B,1) : il est & noter que I'on a constitué de telles familles au cours de la
construction précédente.

La réunion B des familles libres By, ..., B, de E est une base de E (car E =S1®---®S,)
et

e sive By ¢ My =Ker u, u(v) =0,

e sive B, avecre{l,...,v— 1}, il existe un (unique) vecteur w € B, tel que u(v) = w.
Ainsi, en réordonnant convenablement les vecteurs de B, on peut écrire B = {v%, coouk s v’f, .

de maniere que

e pour tout i € {1,...,k}, u (vi) = 0g,

e pour tout i € {1,...,k} et tout s € {2,...,m;}, u (vz,) =vl_q,
et la matrice représentative de u dans B est alors

JIm, (0) 0
Matp(u) = = Jmi....m, (0).
0 I, (0)
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La preuve précédente fournit une méthode constructive de réduction sous forme de Jordan
des endomorphismes nilpotents, basée sur le calcul de noyaux et la complétion de familles libres
en bases. Rappelons que, pour compléter une famille libre en base, on peut utiliser le résultat
suivant : si B est une base de E et si C est une famille libre de F, il existe (au moins) une facon
de compléter la famille libre C de E en une base C L B’ de E en utilisant des vecteurs de la
base B (i.e. de maniére que B’ < B), et alors, si on note F := VectC et F' := Vect B/, F’ est
un supplémentaire de F' dans F.

Illustrons cette procédure avec quelques exemples matriciels :

Ezemple 1.8.21. On réduit sous forme de Jordan les matrices de I'exemple [CSI8.

e On considere la matrice

-1 0 1 0
-3 -2 5 0
U=|_2 21 3 o
2 1 -2 0
de M4(R), nilpotente d’indice 4.
Construction de “B4” : On a
1 0 0 0
0 1 0 0
e 4 _ _
My = Ker U* = My 1(R) = Vect ol lol 11110
0 0 0 1
et
0 0 0 O 1 1 0
0 0 00 -1 1 0
. 3 _ _
M3 := Ker U° = Ker 0o 0 0 ol= Vect o l'lil 1o
-1 -1 2 0 0 0 1
1 0 0 0 (/1 1
ol {1] {o] [o]l,. -] |
OnnoteCy := ol 1ol il 1o (c’est une base de My) et C3 := < o 111
0 0 0 1 0 0

(c’est une base de M3), et on choisit d’utiliser le vecteur de C4 pour compléter la

o O O

famille libre C3 de M4 en une base de My : on pose alors By := et Sy := Vect By.

o O o

— o O O
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Construction de “Bs” : On a

-1 -1 2 0 1 0
1 -1 2 0 1 0
o 2 _ —
My := Ker U” = Ker 1 -1 92 0 = Vect Lo
-1 0 1 0 0 1
1 0 -1
1 0 , -3
et on note Cy := o (c’est une base de M3). On a U (By) = _o | cton
0 1 2
-1
pose B3 := :2 et S3 := Vect Bz = U(Ss) ('image U(S4) est déja un supplémen-
2
taire de My dans M3).
Construction de “By” : On a
1 0 1 0 0
-3 -2 5 0 0
M := Ker U = Ker 9 _1 3 ol~= Vect 0 ,
2 1 =20 1
0 -1
0 , 1
et on note C; := 0 (c’est une base de M;). On a U (B3) = 1 et on pose
1 —1

} et Sy := Vect By = U (S3) ('image U (S3) est déja un supplémentaire
de M; dans MQ)

Construction de “B;” : On a

My :=Ker I, =

o O O

On a U (Bg) = et on pose B := > et S1:= Vect By = U (S2) = My

|
o
| o oo
o
. S oo
/



38

CHAPITRE 1. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES
(image U (S2) est déja égale a My).

Construction de “B” : Si on écrit alors

0 -1 -1 1

0 -1 -3 0
B:= oll=1p’l-21"to]("’

-1 -1 2 0

0o -1 -1 1
0 -1 -3 0
Pi= 0 -1 -2 0]
-1 -1 2 0
on a
01 00
0 010
71 _
PUP = 0 0 01
0 0 0O
On consideére maintenant la matrice
5 -3 2
U:=1|15 -9 6
10 —6 4
de M3(R), nilpotente d’indice 2.
Construction de “By” : On a
1 0 0
My := M3 (R) = Vect ol,{1],10
0 0 1
et
1 0
M := Ker U = Vect 11,12
-1 3
1 0 0 1 0
On note Cy := ol,(1],10 (c’est une base de Ms) et C; := 11,12
0 0 1 -1 3

0
(c’est une base de M), et on choisit d’utiliser le vecteur | 0 | de Co pour compléter la
1
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0
famille libre C; de M5 en une base de M> : on pose alors By := 0 et Sy := Vect Bs.
1
Construction de “B1” : On a
0
Mo = 0
0
2 1
On a U (Bg) = 6 | 7, et on choisitad’utiliser le vecteur | 1 | de C; pour compléter
4 —1
2 2 1
la famille libre 6 de M7 en une base de M7 : on pose alors By := 61, 1
4 4 -1
et S1 := Vect By = M;.
Construction de “B” : Si on écrit alors
2 0 1
B:= 6,10, 1 ,
4 1 -1

2 0 1
P=16 0 1|,
4 1 -1
on a
010
P'UP=[0 0 0
0 00
e Terminons ces exemples avec la matrice
2 0 4 -2 -3
-2 0 -3 2 4
U:=10 0 0 0 O
0 0 0 O 1
1 0 2 -1 =2

de Mj5(R), nilpotente d’indice 3.
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Construction de “B3” : On a

1 0\ /0 0 0

0 1 0 0 0

Mg = M571(R) = Vect 0 y 0 , 1 ; 0 5 0

o] o] (o 1 0

0/ \o/ \0O 0 1

et

102 -1 —2 1 0 0 -1
000 0 0 0 0 1 0
My:=KerU?=Ker |0 0 0 0 0 |=Veet{|O],|21|,[0], |1
102 -1 —2 1 0 0 1
000 0 O 0 1 0 0

On note C3, resp. Co, la base de M3, resp. Mo, considérée ci-dessus, et on choisit d’utiliser
1

le vecteur de C3 pour compléter la famille libre Co de M3 en une base de Mz : on

o O O O

pose alors Bs := et S3 := Vect Bs.

O O O O

Construction de “By” : On a

2 0 4 -2 -3 1 0
-2 0 -3 2 4 0 1
My := Ker U = Ker 0O 0 0 0 0 | = Vect 0,10
0O 0 0 O 1 1 0
1 0 2 -1 -2 0/ \o
2
—2
On note C; la base ci-dessus considérée de My, et on a U (B3) = | 0 | : on utilise alors
0
1
0 2
0 -2
le vecteur | 1 | de Co pour compléter la famille libre C; L 0 de M> en une base
0 0
1 1
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2 0
-2 0
de My : on pose ensuite By := 01,1 et Sy := Vect Bs.
0 0
1 1

Construction de “B;” : On a U (Bg) = et on pose By := U (By) et S; :=

O = O O =
O = O = =

Vect Bl = U(Sg) = Ml.

Construction de “B” : Si on écrit alors

1 2 1N\ /1\ /o

ol [=2| (o] [1] [0
B:=<lol,l o, ]ol,[o]. ]|},

1 0 ol [1] |o

0 1 o/ \o/ \1

la famille B est une base de Ms 1 (R) et, en posant,

1 2 110
0 -2 010
P=|0o 0 0 o0 1],
1 0 010
0 1 00 1
on a
PlUp =

o O O O O
o O O o
o O O = O
o O O o o
O R O O O

Remarque 1.8.22. Reprenant les notations de la preuve du théoreme [CR21, si ’indice de nilpo-
tence v de ’endomorphisme nilpotent u est égal a la dimension n de E, pour tout r € {1,...,v},
la base B, de S, est constituée d’un seul vecteur (car la réunion des n familles libres disjointes
Bi,...,B, est une base de I'espace vectoriel £ de dimension n) et donc, en particulier, pour
tout 7€ {1,...,n — 1}, B, = u(By11).

Ainsi, si v = n, pour construire la base “B”, il suffit de choisir tout d’abord un vecteur v de E
qui ne soit pas dans M,,_; = Ker "™, puis de considérer ses images successives par les compo-
sées itérées de u : la matrice représentative de u dans la base B = {u" "1 (v),u"2(v),...,u(v), v}
est alors J,,(0).
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1.8.3 Preuve de la réductibilité sous forme de Jordan des endomorphismes
trigonalisables

Reprenons les notations du début de la section : f désigne un endomorphisme trigonalisable

de E, xy = (—1)"[[7_1 (X — X))™ avec A1, ..., A, les valeurs propres deux a deux distinctes
de f et on a montré, dans la proposition 8T, que E était égal a la somme directe des espaces
caractéristiques Ny, ,..., Ny, de f.

En conséquence, si, pour i € {1,...,p}, B; désigne une base de Ny, et By := {B1,...,Bp},
on a

Ay 0
MatBo (f ) = .
0 Ap
ou, pour tout i € {1,...,p}, A; := Matp, (f|NX>.

Pour terminer la preuve de 'existence d’une réduction de Jordan pour f, nous allons mon-
trer, pour tout ¢ € {1,...,p}, lexistence d'une base B de N,, dans laquelle la matrice de
fin,, € L(Ny,) est de Jordan, ceci en appliquant le théoréme a Iendomorphisme nil-
potent f|N>\ — )\Id|N)\ de N).

A un certain point, nous évoquerons le fait que la dimension du sous-espace caractéristique

associé a une valeur propre A de f soit sa multiplicité my. Nous le montrons dans le lemme
suivant. Avant de I’énoncer, remarquons tout d’abord que

xf = det(Matg,(f — XIdg))
= det (Matg,(f)) — X1
A — X1, 0
= det (ou, pour i € {1,...,p}, on note n; := dim (Ny,)),
0 Ap— X1,
= det(A; — X1p,)---det (A, — XI,,)
= Xf\N/\l e Xf\NAp
Lemme 1.8.23. Soit A € Sp(f) et notons N := N,.
1. La seule valeur propre de la restriction fix € L(N) est \.
2. Xfix = (A= X)™,
3. dim(N) = m.
Démonstration. 1. Soit Ag € K une valeur propre de fy et soit v un vecteur propre associé
(en particulier, v # Oyn). Alors fix(v) — Av = Agv — Av = (Ag — A)(v) : le vecteur v est
donc un vecteur propre pour la valeur propre A\g — A de fy — Aldy. Mais ce dernier

endomorphisme de N est nilpotent (cf. lemme IC8T9) et la seule valeur propre d’un
endomorphisme nilpotent est 0 par le théoreme IC820), donc \g — A = 0 i.e. \g = A.
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2. Comme le sous-espace vectoriel N de E est stable par f € L(FE) (cf. remarque IX4),
P

par le lemme 74, le polyndme yj, divise xy = (—1)" H(X — Ai)™i. Comme la seule
i=1

valeur propre de f est A, nécessairement x, = (—DHX — Nl avecle {1,...,my}.

Ainsi, pour tout ¢ € {1,...,p}, il existe [; € {1,...,my,} tel que Xfin, = (1)l (X — N\)h.

Mais x5 = Xfny, "t Xny donc, nécessairement, pour tout i € {1,...,p}, Xin,

(=1)™ (X — A;)™*. En particulier, xp, = (—=1)" (X — A)™*,

3. Le degré du polynoéme caractéristique d’un endomorphisme d’un espace vectoriel est égal
a la dimension de ce dernier (cf. corollaire I-33) et deg <X f N) = my) donc dim(N) = mj.

Démonstration du théoréme (prewve de l'existence d’une réduction de Jordan pour f). Soit
A € Sp(f) et, pour simplifier les écritures, notons N := Ny et m := my = dim N. Nous
allons montrer qu’il existe une base B’ de N et des entiers mq,...,m; € N\{0} tels que

Pour ce faire, on écrit

fiv = Aldy + fix — \ldy

et on utilise la nilpotence de I'endomorphisme fjy — Aldy de N (cf. lemme IXTY) : d’apres
le théoreme X220, il existe une base B’ de N et des entiers mq,...,m; € N\{0} tels que
Matg (f|N — )\IdN) = Jmi,...m, (0), et alors

Matg (f\N) = Matg ()\IdN + f|N - )\IdN)
= Matg ()\IdN) + Matg (f\N — )\IdN)
= My + JImi,mi (0)

= Jmlv---vmk ()‘)

Ainsi, nous avons bien montré que pour tout ¢ € {1,...,p}, il existe une base B, de N,
et des entiers m}, ... ,mfei € N\{0} tels que Maty (fINA) = mzlm}%()\z) : si 'on note alors
B:={Bj,...,B,}, ona

Jm%, .,m,lcl (>‘1) 0
Matg(f) =
0 my, ,mzp (/\p)

O]

1.8.4 Description matricielle de la méthode de réduction sous forme de
Jordan

Pour finir, résumons la méthode de réduction sous forme de Jordan proposée dans cette
section, dans sa version matricielle. Soit donc A € M, (K) une matrice trigonalisable. On suppose
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que 'on a déja écrit le polynéme caractéristique y4 de A comme un produit

xa=(=D)" [ [(X = x)™

i=1
dans K[X], olt A1, ..., )\, sont les valeurs propres (deux a deux distinctes) de A.

Etape 1 : Pour tout i € {1,...,p}, calculer la matrice (A — \;I,)™i et déterminer une base B; de
Ny, = Ker (A— X\I,)™ < M, 1(K). Considérer la base By := {By,...,B,} de M,, 1(K)
et la matrice Py dont les colonnes sont, dans ’ordre, les vecteurs colonnes de la base By.
Calculer la matrice Py LAPRy : elle est de la forme

Aq 0
0 Ap
ol, pour tout i € {1,...,p}, 4; € My, (K) (et xa, = (—1)"* (X — X;)"™).

Etape 2 : Pour chaque i € {1,...,p}, calculer la matrice U; := A; — \il,,, de M, (K) puis
appliquer a la matrice nilpotente U; la méthode de réduction des matrices nilpotentes
a la forme de Jordan décrite dans la preuve du théoreme : on obtient des entiers
mzl,,m}% e N\{0} et une matrice inversible @; de taille my, tels que Q;lUiQi =

Etape 3 : On note

Q1 0
P .= € GL,(K)
0 Qp
et alors
Ay 0 )\1]m>\1 0 Jml, ,m,lcl (0) 0
p! P = +
0 Ap 0 Aplmy, 0 e, P (0)
Jm%,“.,m}cl ()‘1) 0
0 mY, ,mip ()‘p)
En posant P := POIB, on obtient donc
Jm%,...,m}cl ()‘1) 0

PlAP =
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Appliquons cette méthode a quelques exemples :

Exemple 1.8.24. On considére la matrice

1 00 0O
1 4 1 -2
A=ty 1 9
1 21 0

de M4 (R) .

Etape 0 : On calcule le polynéme caractéristique x4 de A :

1-X 0 0 0
1 4-X 1 -2
xA = det (A — X1y) = 5 1 o ¥ _1
1 2 1 —X
4A-X 1 =2
- 1-x) 1 2-x -1
2 1 X
2 — 1 -2
- 1-x) 0 2-x -1
CreCircs 2-X 1 X
11 =2
- 1-X)2-X)0 2-X -1
11 =X
11 =2
- 1-X)2-X0 2-X -1
toctamh 0 0 2-X
— (1-X)(2-X)3

Etape 1 : La multiplicité de la valeur propre 1 dans x4 étant 1, Ny = Fy, et

0 0 1

E, =Ker (A—14) = Ker -1

N~ WO
— = = O

1

La multiplicité de la valeur propre 2 dans x4 est 3. Pour déterminer Ny = Ker (A — 2[4)3,

on commence par calculer la matrice (A — 2[4)3. On a

-1 0
-1 0
4 0
1 0

(A-20)° =

o O O O
o O O O

45
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et donc
0 0 0
1 0 0
Ny = Vect ol 11l 1o
0 0 1
On note P, la matrice inversible
0 00 1
1 0 0 1
01 0 —4
0 01 -1
et on obtient
4 1 -2 0
1 2 -1 0 A 0
—1 _ _ 1
FoAB =151 ¢ o (0 AJ
0 0 0 1

Etape 2 : Le bloc Ay = (1) € M1 (R) est déja un bloc de Jordan Jy(1).

On note U; la matrice

41 -2 2 1 -2
A —2I3=|1 2 —1]|-25=|1 0 —1]eMsR)
2 1 0 2 1 -2

et on applique la méthode de réduction a la forme de Jordan des matrices nilpotentes a U; :

Etape a : Déterminons 'indice de nilpotence de U : on a

-1
0
-1

Ui =

—_ O
o O O

et U3 est la matrice nulle de M3(R). Ainsi, Iindice de nilpotence de U; est 3.

Etape b : Comme l'indice de nilpotence de U; est égal a la dimension de l'espace M3 1(R)
(i.e la multiplicité de la valeur propre 2 dans x4), on choisit ensuite un vecteur colonne qui

1
n’est pas dans le noyau de U? : on prend par exemple le vecteur colonne Y := [ 0 |, on calcule
0
2 1
UrY = [ 1] puis UZY = | 0 |, et la famille libre {UZY,U,Y,Y} est une base de M3 1 (R). Si on
2 1

pose

Q1=

— O
N =N
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on a ainsi
010
Q'iQ=10 0 1
0 00
(cf. remarque [CX722).
Etape 3 : On note
1 210
B Q1 0y [0 1 00
L0 1 1 2 00
0 0 01
et
0 0 0 1
~ 1 21 1
P:= PP = 010 4|
1 2 0 -1
et on a
21 00
_ 02 10 J3(2) 0
1 _ _ (V3
PAP = 00 2 0 < 0 J1(1)>
00 01
Ezemple 1.8.25. 40n considere la matrice
5 0 4 -2 -3
-2 3 =3 2 4
A=10 0 3 0 0
0O 0 O 3 1
1 0 2 -1 1

de M5 (R)
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Etape 0 :aCalculons le polynéme caractéristique x4 de A :

5-X 0 4 —2 -3
-2 3-X -3 2 4
xa =det (A— XI5) = 0 0 3—X 0
0 0 0 3-X 1
1 0 2 -1 1-X
5—-X 0 —2 -3
2 3-X 2 4
B B=X)1 4 0 3-X 1
1 0 -1 1-X
5-X -2 -3
= B3-X)? 0 3-X 1
1 -1 1-X
3-X -2 -3
= B3-X)?3-X 3-X 1
C1<C1+Cs 0 1 1- X
1 -2 -3
= B-X)31 3-X 1
0 -1 1-X
1 =2 -3
= B-X)30 5-X 4
fatamh 0 -1 1-X
5-X 4
_ _ 3
B B-X"" 1 1-x

— B-X)3[6-X)1-X)+4]
(3-X)3(X%2-6X+9)
= ( )’

w

w
~

3 est donc 'unique valeur propre de A et la matrice

2 0 4 -2 -3
-2 0 -3 2 4
A-3Is=10 0 0 0 O
0o 0 0 o0 1
1 0 2 -1 -2

est nilpotente.

On peut alors directement passer a l'étape 2 de la méthode et remarquer que la matrice
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U := A — 315 a déja été réduite sous forme de Jordan dans I'exemple L8221 : en posant

1 2 110
0 -2 010
P=10 0 00 1],
1 0 010
0 1 001
on a
01000
00100
P'UP=[0 0 0 0 0
00001
00000
et donc
31000
03100
P'AP=[0 0 3 0 0]=J32(3).
00031
0000 3

1.9 Décomposition de Dunford des endomorphismes trigonali-
sables

Au cours de notre réduction sous forme de Jordan des endomorphismes et matrices tri-
gonalisables, nous avons (quasiment) démontré le théoreme de “décomposition” suivant. Une
fois n’est pas coutume, nous commencerons par énoncer et démontrer (du moins en partie) le
résultat dans le langage des matrices :

Théoréme 1.9.1. Soit A € M,,(K) une matrice trigonalisable. il existe une unique matrice
diagonalisable D € M, (K) et une unique matrice nilpotente U € M, (K) telles que DU = UD
et A=D+U.

L’écriture A = D+U, avec D et U comme ci-dessus, est appelée la décomposition de Dunford de A.

Nous allons montrer 'existence d’une décomposition de Dunford pour A € M, (K) trigo-
nalisable en réduisant A suivant ses sous-espaces caractéristiques (section IR ou “étape 1”
de la méthode de réduction sous forme de Jordan). Dans ce document, nous ne montrerons
cependant pas l'unicité de la décomposition de Dunford de A.

Démonstration du théoréme I (preuve de l’existence d’une décomposition de Dunford). On
considere I'écriture du polyndéme caractéristique x4 de A comme un produit

p

xa= (=D [ JxX = x)m™

i=1
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dans K[X], ott A1,..., A, sont les valeurs propres (deux a deux distinctes) de A. Nous avons
montré qu’il existait une matrice inversible Py € GL,(K) et, pour tout 7 € {1,...,p}, une
matrice 4; € My, (K) telles que

Ay 0
PytAP) = .
0 A,
et, pour tout i € {1,...,p}, la matrice U; := A; — Ail,, de My, (K) est nilpotente.
On écrit alors

/\1JmAl 0 Uy 0
Py AR = + .
0 )\pImAp 0 U,
)\lfm)\1 0 U1 0
et on pose Dy := et Uy := .
0 )\pImAp 0 U,

On a:
e Dy est une matrice diagonale,

e Up est une matrice nilpotente, car si m := max my,,

1<i<p
Uy 0 Oy, 0
U(gn = = ’ = Onu
0 Um 0 Oy,

e Dy et Uy commutent (i.e. DoUy = UyDy), car

(ML, ) U 0 Ur (Ml ) 0
DyUy = = = UpDy,
0 (Ao, ) Uy 0 Uy (Ao, )

° Po_lAPO = Dy + Up.

On écrit enfin
A= PyDoPyt + RUg Pyt

et on pose D := PODOPO_1 et U := POUOPO_I.
Alors :

e D est une matrice diagonalisable, car P 'DPy = Dy est une matrice diagonale),
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e U est une matrice nilpotente, car, avec les notations ci-dessus,

U™ = (PoUo Py )™ = RUT Py = 0,,

e D et U commutent, car

DU = (RyDoPyt) (PoUoPy )
= Py (Dolo) Py"
= Py (UoDo) Py*
= (RUoFy ") (PoDoFy ")

= UD,
e A=D+U.
O
Ezemple 1.9.2. On calcule la décomposition de Dunford de la matrice
2 1 -1
A:=13 3 —4
3 1 -2
de Mg(R)
0 0 0 1 0
Onaxa = (2-X)?(—1-X), Ny = Ker (A—23)>=Ker | =9 0 9|=Vects |0], |1
-9 0 9 1 0
3 1 —1 0
et N.1y=FE_ 1 =Ker (A+1I3)=Ker |3 4 —4|= Vect 1
3 1 —1 1
1 00 1 0
On pose ensuite P:= [0 1 1 |e GL,(R) et, sachant que P~1 = 1 1 -1,
1 01 -1 0 1
2 0 0 2 0 0
D:=P|0 2 0 |P'=[3 2 -3
0 0 -1 3 0 —1
On pose enfin
01 —1
U=A-D=1[0 1 -1],
01 —1

et alors A = D + U est la décomposition de Dunford de A.
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Remarque 1.9.3. On peut également obtenir la décomposition de Dunford d’une matrice trigo-
nalisable A € M,,(K) & partir d’une réduction sous forme de Jordan de A, en suivant le méme
principe que dans la preuve du théoréeme ICI. Cependant, la réduction sous forme de Jordan
est plus cotiteuse en calculs que la réduction suivant les sous-espaces caractéristiques (d’autant
plus si, comme dans la méthode présentée dans la section X, on utilise la réduction suivant
les sous-espaces caractéristiques pour réduire sous forme de Jordan).

Enoncons maintenant le théoreme de décomposition de Dunford pour les endomorphismes
trigonalisables de E.

Théoréeme 1.9.4. Si f est un endomorphisme trigonalisable de E, il existe un unique endo-
morphisme diagonalisable d de L(E) et un unique endomorphisme nilpotent u de L(E) tels que
dou=uodet f=d+u.

L’écriture f = d+u, avec d et u comme ci-dessus, est appelée la décomposition de Dunford de f.

Démonstration. Soit B une base de E et notons A := Matg(f). D’apres le théoreme I, il
existe une matrice diagonalisable D € M, (K) et une matrice nilpotente U € M,,(K) tels que
DU=UDet A=D+U.

Notons d, resp. u, 'endomorphisme de F dont la matrice représentative dans la base B est
D, resp. U. Alors :

e d est diagonalisable car la matrice D est diagonalisable (si la matrice P~! D P est diagonale
avec P € GL,,(K), alors P peut étre considérée comme la matrice de passage de la base
B & une base B’ de E et Matg (d) = P~1DP),

e u est nilpotent cat la matrice U est nilpotente (cf. remarque [C&1H),

e les endomorphismes d et © commutent car leurs matrices représentatives, respectivement
D et U, dans la base B commutent,

o f=d4+ucar A=D+U.

Montrons maintenant 1’unicité de cette décomposition : soient d un endomorphisme diago-
nalisable de F et % un endomorphisme nilpotent de F tels que dou = nod et f = d + 1,

et notons D := Matg (c?) € M, (K) et U := Matg (¥) € M,(K). On a alors A = D + U avec

D diagonalisable et U nilpotente telles que DU = UD : par unicité de la décomposition de
Dunford de A, on a donc D = D et U = U, i.e. Matg (J) = Matg (d) et Matg (u) = Matg (u),

ie.d=det=u. O

La décomposition de Dunford permet entre autres choses de calculer les puissances succes-
sives d’une matrice trigonalisable. Précisément, soit A une matrice trigonalisable de M,,(K) de
décomposition de Dunford A = D + U avec D diagonalisable et U nilpotente. Alors, comme
D et U commutent, on peut calculer A¥ = (D + U)*, pour tout k € N, & I'aide du binéme de
Newton. De plus, la nilpotence de U simplifie 'expression du développement (en cas lorsque k
est plus grand que l'indice de nilpotence de U).
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Ezxemple 1.9.5. On cherche a calculer les puissances successives de la matrice

2 1 -1
A:= (3 3 —4|eM3(R)
3 1 =2
de I'exemple IIA. On avait déterminé la décomposition de Dunford A = D + U de A avec
20 0 01 —1
D:= 13 2 —3| diagonalisable et U := | 0 1 —1 | nilpotente d’indice de nilpotence égal
3 0 —1 01 —1

a 2. D’ou, si k € N\{0},
AP = (D+U)*

k
= Z (k> DFU? (les matrices D et U commutent)

=0 L

7

1
= > ( >Dk‘UZé(U’ = 0,, pour tout i > 2)

=0
= D"+ kD"'U
2 0 0 1 00
OrD:=P|0 2 0 |PltavecP:=[0 1 1], donc
00 —1 1 01
2k 0 0 ok 0 0
DE=plo0o 28 0 |Pt=[2F4 (—1)kt! 28 2k (—1)k
0 0 (—1)* 2F 1+ (=1)k+1 0 (—1)k
Au total,
2k 0 0 0 2k1 gkl
AP = 2k (—n)RHt 2k ok ()R k[0 2kt 2kl
2k+(_1)k+1 0 (_l)k 0 2]671 _2k71
2" k2=t —k2h1
= |28+ (—1)FFt 2k 4 g2kl 2k g2kl (—1)k
2k 4 (—kFL g2kl —k2F 4 (—1)F

Si T'on connait une réduction de Jordan de notre matrice trigonalisable A € M, (K), il
n’est pas nécessaire de calculer la décomposition de Dunford de A pour pouvoir exprimer ses
puissances successives :

Ezemple 1.9.6. aReprenons la matrice
3 -1 1

A=1{2 0 1]|eMsR)
1 -1 2
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de I'exemple XTI0. Une réduction de Jordan de A est

1
PlAP= |0
0

o N O
—

010
avec P:= |1 1 0]eGL3(R),
1 01

100 1 0 0 000
Ecrivons alors P"*AP= [0 2 1]={0 2 0|+ |0 0 1 |etsoit ke N\{0}. Comme
00 2 00 2 000
1 00 000
les matrices |0 2 O|et [0 O 1] commutent, on a
00 2 000
k
pPlakp = <P—1AP>
E s (100 o0 0\
= Z<k> 020 00 1
i=0 00 2 000
10 0\ 100\t / 00 00 0\°
= |0 2 0] +k|0 2 O 0 0 1| (lamatrice [0 0 1| estnulle)
00 2 00 2 000 000
1 0 0 00 0
= [0 28 0 ])+Kk[0 0 2k
0 0 2k 00 0
1 0 0
= [0 2F Kokl
0 0 ok
-1 1 0
Enfin, P'=| 1 0 0 |donc
1 -1 1
1 0 0 ok 4 fok—1 —k2k=1  fok-1
AF=p o 2k kok-1|p-! ok 4 gok—1 1 _kok-1 41 fok-1
0 0 2k 2k 1 -9k 11 ok



Chapitre 2

Espaces euclidiens

2.1 Introduction

On introduit sur les R-espaces vectoriels de dimension finie une structure supplémentaire : le
produit scalaire, notion qui généralise le produit scalaire classique sur R? ou R3. Cette structure
supplémentaire nous donne acces aux notions géométriques d’orthogonalité et de distance.

Dans ce chapitre, on abordera également la question de la réductibilité de certaines classes
d’endomorphismes des espaces euclidiens. En particulier, on montre que tout endomorphisme
symétrique est diagonalisable dans une base orthonormale, et que tout endomorphisme ortho-
gonal est diagonalisable par blocs dans une base orthonormale, avec des blocs de rotations
vectorielles de dimension 2 ou 1.

2.2 Produit scalaire sur un espace vectoriel réel

Soit E un espace vectoriel sur R.

EFExFE — R

() — oy On dit que (-,-)

Définition 2.2.1. aConsidérons une application {-,-)

est un produit scalaire sur E si {-,-) est

1. bilinéaire, i.e. pour tous v,w,vi,vy, w1, w2 € E et tous \,p € R, Ay + pog,w) =
Moy, wy + plvg, wy et (v, Awy + pwsey = XN v, wi) + pudv, ws),

2. symétrique, i.e. pour tous v,w € E, {w,v) = (v,w),
3. définie positive, i.e. pour tout v € E, {v,v)y =0 et {(v,v) =0 si et seulement si v = 0p.

Ezemple 2.2.2. 1. Soit n € N\{0}, pour tous v = (z1,...,2,) et w = (y1,...,yn) dans R",
on définit
<'U7w>can =y + o+ Taln.
R*xR" — R

(U7 w) — <Ua w>can
appelé produit scalaire canonique sur R™. Montrons le caractere défini positif de ’appli-

L’application (-, )can : est alors un produit scalaire sur R"”,

95
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n n
cation (:, Yean : 1 v = (21,...,2,) € R, (0, V)can = Za}f >0 et (v, V)ean = zx? = 0 ssi
i i

pour tout i € {1,...,n}, x; =0ssi v = (0,...,0).

. Supposons que E est un espace vectoriel de dimension finie n € N\{0} et soit B =

{e1,...,e,} une base de E. Pour tous vecteurs v et w de E, de coordonnées respectives
L1 Y1
et | : | dans la base B, on définit
Tn Yn

(v, wHg 1= T1Y1 + - + Tpyn = ‘Matg(v)Mats(w).

ExE — R

(Uv w) = <U7 w>3
produit scalaire associé a la base B.

L’application (-, )5 : est alors un produit scalaire sur F, appelé

. Soit n € N\{0}. Pour toutes matrices A = (a;;)1<ij<n €t B = (bi;)1<ij<n dans My(R),

on définit
<A,B>:: Z aijbij =Tr (tAB)
1<i,j<n
L’application (-,-) : M"ﬂ?AxBl\;[”(R) : ( ARB> est alors un produit scalaire sur

M, (R) : il s’agit du produit scalaire associé a la base canonique {E;;}1<i j<n de My(R).

. Soit n € N\{0}. Pour tous polyndémes P et ) de R,[X], on définit

1

(P, Q>:=f P(t)Q(t)dt.

0

Lapplication ()5 " [X(]PXQH%[X] " o
La bilinéarité de I’application (:,-) provient de la linéarité de 'intégrale. Montrons que

1
(-,+> est bien définie positive. Soit P € R,[X], on a (P,P) = J (P(t))%dt = 0 (Iinté-
0

est alors un produit scalaire sur R, [ X].

1
grale sur un segment d’une fonction positive est positive). Si (P, P) = J (P(t))%dt =0,
0

comme la fonction R — R ; ¢ ~— P(t)? est continue et positive, on a, pour tout t € [0, 1],
(P(t))? = 0 (I'intégrale d'une fonction continue et positive sur un segment est nulle si
et seulement si la fonction est identiquement nulle sur ce segment) et donc, pour tout
t €[0,1], P(t) = 0, donc le polynéme P est nul (un polynéme ayant une infinité de racines
est nécessairement le polynéme nul).

Remarque 2.2.3. Si {(-,-) est un produit scalaire sur E et si F' est un sous-espace vectoriel de
E, la restriction

FxF — R
<'7'>|F><F- (v,w) . <,ij>

est un produit scalaire sur F.
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Définition 2.2.4. Si E est un espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit scalaire
(4, le couple (E,{-,-)) est appelé espace euclidien.

Remarque 2.2.5. D’apres la remarque 2223, si (F,{, )) est un espace euclidien et si F' est un
sous-espace vectoriel de F, alors (F L >| Fx F) est également un espace euclidien. On le notera
simplement (F,{, )).

Supposons donc dans la suite de cette section que E est un espace vectoriel de dimension
finie muni d’un produit scalaire (-, -). Pour tout vecteur v de E, (v,v) = 0 et on définit alors
|v| := 4/{v,v). Une premiere propriété importante des espaces euclidiens est I'inégalité de
Cauchy-Schwarz présentée ci-dessous. Cette inégalité permet en particulier de montrer que
Papplication qui & tout vecteur v de E associe |[v| € [0, 400[ est une norme.

Lemme 2.2.6 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Pour tous vecteurs v et w de E, on a l'inégalité
v, wyl < Jvllwl],
et |[{v,wy| = |v||w| si et seulement si les vecteurs v et w sont liés.

Démonstration. Soient v, w € E.

Si w est le vecteur nul Og de E, on a
(vy,wy =v,0g) =<{v,0-0g)=0-{v,05) =0

et |w| = v/(w,w) = \/(0g,0g) = 0. L'inégalité ci-dessus est donc vérifiée : il s’agit dune
égalité et ona w =0 =0-v.

On suppose maintenant que w # Og. Soit alors A € R, on a |[v + Aw|? = 0. Or

lv + Aw|? v+ Aw, v+ dw)
(0, 0) 4+ Mo, w) + Mw, v) + A w, w)

= ol + 2X(v, w) + N[,

Ainsi, pour tout A € R, |w|*A%+2(v, whA+|v[|* = 0, en d’autres termes, la fonction polynomiale
du second degré

R — R

A JwlPAZ + 200, wid + [of?

(remarquons que |w|? # 0 car (w,w) # 0 car w # Op) est positive sur tout R, ce qui est
équivalent au fait que le discriminant associé 4¢v, w)? — 4|w|?|v||? soit négatif ou nul. Ainsi, on
a (v,w)? < |v||w]? Le. [(v,w)] < [v]fw].

De plus, si [(v,w)| = |v||w]| & (v,w)? = |v|?|w|?, le discriminant associé & la fonction
polynomiale du second degré ci-dessus est nul : le polynéme associé possede donc une racine
(double) A\g € R. On a ainsi

v+ Mw,v + Aw) = v+ )\ow|\2 = Hw|\2)\(2) + 2{v,wyrg + H’UH2 =0,
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et donc v + Agw = 0. En particulier, les vecteurs v et w sont liés.
Réciproquement, supposons qu’il existe (1, p2) € R2\{(0,0)} tel que puv + pow = 0. Si
wa = 0, nécessairement v = Op et, comme ci-dessus, [(v,w)| = 0 = |v|[|jw]. Si uz # 0, on a

w = Yy et alors
2
’ 2
(v,w)? = <v, 1v>
2

M2 2
= [l ]
O
E
Corollaire et Définition 2.2.7. L’application | - || : : [O’H:)TO[ est une norme, i.e.

1. pour tous v e E et A€ R, | \v| = |\||v],
2. pour tout ve E, |v| =0 si et seulement si v = 0,
3. pour tous v,w € E, |v+w| < |v|| + |w| (inégalité de Minkowski).
En conséquence, le couple (E, | -|) est un espace vectoriel normé. La norme || - | est appelée

norme_euclidienne associée au produit scalaire {-,-).

Démonstration. 1. Soient v € E et A € R, alors
[Av]| = A/ {Aw, Ay = VA2, 0) = [A[[v].

2. Soit v € E, alors |[v]| = /{v,v) = 0 ssi (v,v) =0 ssi v =0pg.
3. Soient v,w € E. Alors

lv+w|®> = +wv+w)

(0,0} + (0,0) + w, 0) + (w, w)

[0 + 2¢v, w) + |w]?

[0l + 2|<v, wl + [lw]?

[v]? + 2|jv||w] + [w|?*a(par I'inégalité de Cauchy-Schwarz)
2

(vl + wl)

NN

et done v+ w] < o] + u].
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Remarque 2.2.8. e D’apres les premieres égalités ci-dessus, on a, pour tous v,w € F,
1 2 2 2
,w) = 5 (Jo+wl* = [v]* = [w]*) .
e Soient v,w € E, alors |v + w| = |v| + |w]| si et seulement si w = 0p ou v = pw avec
e [0; +o0l.
En effet, supposons que [[v + w| = |[v| + |w| et que w # Of, alors

2 .
lo+wl® = (Jo + Jwl)® ie. [o* +2¢,w) + [w]* = [o]* + 2|l Jw] + [w]?

ie. (v,w) = |vf|w]|

et donc, d’apres la démonstration du cas d’égalité de I'inégalité de Cauchy-Schwarz (cf.

preuve du lemme 2Z2ZR), v = —Agw ol g est la racine double du polynéme de discriminant
nul |Jw|?X? + 2w, w)X + |[v]?, ie. Ao = —Zﬁﬁﬁ; = —jmg = —”mlg”. En particulier,
—Xo = 0.
Réciproquement, siw = O, alors |[v+w| = |v| = [Jv]|+]|w], et siv = pw avec p € [0; +o0],
alors
lv+w| = |pw+w]

= (e + Dw|

= (p+D]wla(lp+1] = p+1 car p=0)

= pfwl] + flw]

= [pw| + |w| (1 = [ul car p = 0)
= ol + Jwl.

2.3 Orthogonalité dans les espaces euclidiens, bases orthogo-
nales, bases orthonormales

Soit (E,{-,-)) un espace euclidien.

La structure supplémentaire qu’apporte le produit scalaire {-,-) a I'espace vectoriel de di-
mension finie £ nous permet d’y introduire une notion d’orthogonalité :

Définition 2.3.1. Soient v et w deux vecteurs de E. On dit que v et w sont orthogonaux si
(v,w) = 0. Dans ce cas, on dira aussi que v est orthogonal ¢ w et que w est orthogonal a v.

Ezemple 2.3.2. Dans R? muni du produit scalaire canonique, les vecteurs (1,—1,2) et (1,3,1)
sont orthogonaux.
Remarquons que le théoreme de Pythagore peut étre étendu a tout espace euclidien :

Lemme 2.3.3 (Théoréeme de Pythagore). Soient v et w deuz vecteurs de E. Alors v et w sont
orthogonauz si et seulement si |v + w|? = |v]? + |w|?.
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Démonstration. On a v + w|* = |v]? + 2{v,w) + |w|? et donc |v + w|? = |[v]|* + |w]|? ssi
(v,w) = 0 ssi v et w sont orthogonaux. O
Notons n := dim(E) et soit maintenant {vi,...,v,} une base de E. Si v et w sont deux
L1 Y1
vecteurs de E de coordonnées respectives | @ |et | : | dans cette base, alors
In Yn
n n
wawy = v, Doy )= D0 miy(vi,vp).
i=1 j=1 1<i,j<n

On aimerait pouvoir considérer une base de E dans laquelle cette expression du produit
scalaire (-, -) sur F soit la plus simple possible. Cela nous méne a la notion de base orthogonale
et de base orthonormale :

Définition 2.3.4. Soit B = {e1,...,en} une base de E.

1. On dit que B est une base orthogonale de E si pour tous i,j € {1,...,n} tels que i # j,
on a {e;,ej) = 0.

2. On dit que B est une base orthonormale de E si B est une base orthogonale de E et
si tous les vecteurs de B sont de norme euclidienne 1. Autrement dit, B est une base
orthonormale de E si et seulement si pour tous i,j € {1,...,n}, {e;,ej) = 6;; (pour tout
veE, |v] =1 ssi{v,v)y=1).

Exemple 2.3.5. e La base canonique de R" est une base orthonormale pour le produit sca-
laire canonique sur R" (exemple 22272 1.).

e Par définition, une base B de E est une base orthonormale pour le produit scalaire associé
(-, B (exemple 22 2.).

Remarque 2.3.6. 1. Si B = {ey,...,e,} est une base orthonormale pour (-, ) et si v et w
T Y1
sont deux vecteurs de E de coordonnées respectives | : |et | : | dans B, alors
T Yn

n

<Uv ’lU> = Z :L"Ly]<€w ej> = Z TilYi-
1<i,j<n i=1

En particulier, pour tout ¢ € {1,...,n}, (v,e;) = z; et donc

n

v= Z<v, €i) €.

i=1
2. Si la famille {€1,...,€,} est une base orthogonale de E, alors la famille {eq,...,e,} avec,
pour tout ¢ € {1,...,n}, ¢; := H%H’ est une base orthonormale de E. En effet, pour tout

ie{l,...,n}, el =

€; _ 1 N
2] = el = 1.
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3. Plus généralement, on appellera famille orthogonale toute famille finie de vecteurs non
nuls de £ deux a deux orthogonaux, et famille orthonormale toute famille orthogonale

{v1,...,vp} de E telle que, pour tout ¢ € {1,...,p}, [|v;| = 1. Il est & remarquer que toute
famille orthogonale de E est libre : soit {wi,...,w,,} une famille orthogonale de E et
soient A1, ..., Am € R tels que A\jwy + - -+ + Apws, = O0g, alors, pour tout i € {1,...,m},

0={ w, Z Ajwj ) = Z Aji{wi, wiy = Nlw;, wi)
j=1 j=1

et donc, comme {(w;,w;) # 0 (car w; # O0g), A; = 0. En particulier, étant libre, toute
famille orthogonale posseéde au plus n = dim(FE) éléments.

Un résultat essentiel de la théorie des espaces euclidiens est qu’il est toujours possible de
construire, de fagon algorithmique, une base orthonormale pour ’espace euclidien considéré :

Théoréme 2.3.7 (Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt). aSoit {vi,...,v,} une
famille libre de E. On peut construire, de facon algorithmique, une famille orthonormale
{e1,...,ep} de E telle que, pour tout k € {1,...,p}, Vect{ei,..., e} = Vect{vi,...,vx} (en
particulier, {e1,..., ey} est donc une base orthonormale de Vect {vy,...,vp}).

Démonstration. On construit, de facon récursive, une base orthogonale {e1, ..., €,} pour Vect {vy, ...

On en déduit immédiatement une base orthonormale en “normalisant” les vecteurs obtenus (i.e.
en les multipliant chacun par l'inverse de leur norme comme dans la remarque PZ38 2.).
Le procédé récursif est le suivant : pour 1 < k < p — 1, on suppose que l'on a déja

construit des vecteurs e€1,...,€, € E orthogonaux deux a deux tels que Vect {e1,...,ex} =
Vect {v1,...,v;}. On recherche alors un vecteur €;.1 de E de la forme
€k+1 = Vg1 + A1€1 + -+ + Apep € Vect {e1, ..., €x, vpr1} = Vect {v1,..., vk, Vks1}

tel que, pour tout i € {1,...,k}, {€x4+1,€i) = 0.
Or, pour i € {1,...,k},

(ekt1,€ip =0 < (upgr + Aer + -+ Apeg, €59 =0
< (Ugt1,€) + Aideis€) =0

v €
= )\l — _< k+172 ’L>
e
Ainsi, par construction, la famille {e1,. .., €x11} avec egyq1 1= Vg1 —Zf;l <vﬁ:h’;i>€i est orthogo-
1
nale et engendre bien Vect {v1, ..., vk, vp11} car Vect {vy, ..., vk, vp11} = Vect {e1, ..., €, ky1} =
kE {vpyi€)
Vect {e1, ..., €p, €pq1} (CAr €pr1 = Vg1 — Dig H;H; € € Vect{er,... €k, V1) €t v =
k <vk 176'>

Remarque 2.3.8. Au terme de I'étape k + 1 du procédé ci-dessus, on peut remplacer €;,1 par
n’importe quel vecteur non nul €, de la droite vectorielle engendrée par €11 : la famille
{e1, ... e, 6;~c+1} ainsi obtenue reste orthogonale et engendre toujours Vect {v1, ..., vg41}. Cela
peut étre utile pour simplifier les calculs (notamment pour éviter de manipuler des fractions).
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Exemple 2.3.9. On détermine une base orthonormale pour le sous-espace vectoriel F' de R*
engendré par les vecteurs v; = (1,1,0,0), v = (1,0,—1,1) et v3 = (0,1,1,1). La famille
{vi,v2,v3} est libre (c’est donc une base de F' = Vect{vi,v2,v3}) et on applique le procédé
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt pour déterminer une base orthonormale de F'.

On pose

e1 = v =(1,1,0,0)
<UQ,61> 1 1 1 1
= —vg— == (=, —=,—1,1) = =(1,—-1,-2,2
€2 U2 — ”€1H2 = V2 261 2a 27 ) 2( ) ) ) )
ey = (1,—1,-2,2) (pour simplifier les calculs)
<U3,61> <’U3,€2>, 1 1 2246 2
= = — -, =, == | ==(-1,1,2,3
63 U3 ”61”2 H 2“2 ’U3 61+ 106 5 5 5 5 5( 9y 9y ? )
eh = (—=1,1,2,3)

et la famille {€1, €}, €5} est alors une base orthogonale de F. La famille

1 1 1
—(1,1,0,0), —(1,-1,-2,2), —(-1,1,2,3
{ﬁ< e e >}

ensuite obtenue par normalisation des vecteurs {e1, €5, €5} est une base orthonormale de F'.

Corollaire 2.3.10. [l existe une base orthonormale pour l'espace euclidien (E,{-,-))

Démonstration. Soit {v1,...,v,} une base de E. En particulier, la famille {vq,...,v,} est libre
et, d’apres le théoréme PZ377, on peut construire une base orthonormale pour Vect{vy,...,v,} =
E. O

Remarque 2.3.11. Soit B = {ey,...,e,} une base orthonormale pour (-,-). Alors {-,-) = {,-)B

1
(exemple 222 2.). En effet, pour tous vecteurs v et w de E, de coordonnées respectives
L,
Y1 n
et | : | dans la base B, on a (v,w) = Z ziy; = (v, w)B.
Un i=1

Le choix d’une base orthonormale pour 'espace euclidien (E,{-,-)) permet d’identifier F
avec l'espace euclidien (R",{:, -)can) muni du produit scalaire canonique. Précisément :

Corollaire 2.3.12. Il existe un isomorphisme (non canonique) 1) : E — R™ tel que, pour tous
vecteurs v et w de E, (Y(v), Yp(w)) ooy = (U, w).

Démonstration. Soit B = {e1,...,e,} une base orthonormale pour (-, -) et notons B’ = {¢}, ..., e},

la base canonique de R"™. Notons ensuite ¥ 'application linéaire de E/ dans R™ qui, pour tout
i € {1,...,n}, associe €; & e;. Autrement dit, 15 est I'application qui & tout vecteur v de E
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I
de coordonnées | : | dans la base B associe le vecteur (z1,...,x,) de R™. Il s’agit d’un iso-
Tn
I
morphisme linéaire et, si v et w sont deux vecteurs de E de coordonnées respectives | : | et
Tn
Y1
dans B, on a
Yn
n
WB(0), Y8(W))ean = (@12 T), (U1 Yn)ean = D, Tilli = (v, w)
i=1
(car B est une base orthonormale pour (-, -)). O

Remarque 2.3.13. Le théoreme 23 apermet également de montrer que toute famille orthonor-
male de E peut étre complétée en une base orthonormale de E. En effet, soit {e1,...,e,} une
famille orthonormale de E, on la complete en une base {e1, ..., ep, Upt1,...,v,} de E alaquelle
on applique le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt : comme les vecteurs eq, ..., e,
sont déja orthogonaux deux a deux et tous de norme 1, on est amené a construire des vecteurs
€pt1s---,en de E tels que la famille {ey, ..., ep, ept1,...,e,} soit une base orthonormale de E.

2.4 Orthogonal d’un sous-ensemble, orthogonal d’un sous-espace
vectoriel

Soit (E,{-,-») un espace euclidien et soit A un sous-ensemble non vide de E. On considere
I’ensemble des vecteurs de E orthogonaux a tous les vecteurs contenus dans A :

Définition 2.4.1. On note A+ l'ensemble
{ve E | pour tout we A, {v,w) = 0},

que l’on appelle l'orthogonal de A (par rapport a {-,-)).

Exemple 2.4.2. Dans R? muni du produit scalaire canonique, ’orthogonal du sous-ensemble de
R? réduit au vecteur (—2,5,3) est

{(72,5,3)}L = {(m,y,z) eR3 | {(,9,2),(=2,5,3))pan = =2 + 5y + 32 = 0} .

Dans I’exemple ci-dessus, on peut remarquer que {(—2,5,3)}* est un sous-espace vectoriel
de R3. L’orthogonal d’un sous-ensemble d’un espace euclidien en est en fait toujours un sous-
espace vectoriel :

Lemme 2.4.3. Soit A un sous-ensemble non vide de E. Alors AL est un sous-espace vectoriel
de E (méme si A ne lest pas!).
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Démonstration. 0 € AL car, pour tout w € A, Op,w) =0, et, si v;,ve € At et \,ueR, on a,
pour tout w € A,
Qwy + pvg, w)y = Mo, w) + pdve, wy = 0.

Ainsi, AL est bien un sous-espace vectoriel de E. O
Remarque 2.4.4. e Si A est un sous-ensemble de E, on a AL = (Vect(A))*.

e On a {0g}* = E (car, pour tout v € E, (v,0g) = 0) et E+ = {0} (en effet, si v € E+,
(v,v) =0, car ve E+ et ve E, et donc v = 0g).

Si maintenant F' est un sous-espace vectoriel de E, on va montrer que l'on peut décomposer
F en la somme directe de F' et de son orthogonal F'- :

Proposition 2.4.5. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. On a :

1. E=F@®F"* (en particulier, dim (F1) = dim(E) — dim(F)),

2. (FH)' = F.

Démonstration. 1. On note p := dim(F). Soit {e1,...,e,} une base orthonormale de F'
que 'on compléte en une base orthonormale {ej,...,e,} de E. On a alors £ = F @
Vect{€pi1,---,en}. Montrons que Vect{e,i1,...,e,} = F*.

Soit v € E. Commencons par remarquer que v € F- ssi pour tout i € {1,...,p}, (v,e;> =0
(car {e1,...,ep} est une famille génératrice de F'). De plus, comme {eq,...,e,} est une

n
base orthonormale de E, v = Z<U, e;ye; (remarque Z3@ 1.) et, ainsi,

=1

ve Ft ssi Vie{l,...,p},{v,e) =0
n
ssi v = Z (v,e;ye; ({€1,...,en} est une base de F)
i=p+1
ssi ve Vect{ept1,...,en} ({€p+1,...,€n} est une base orthonormale de Vect{epi1,...,en}).

2. OnaFc (Fl)L car, si v € F, pour tout w € F*, (v,w) = (w,v) = 0. De plus,
dim ((FL)L> — dim(E) — dim (F*) = dim(E) — (dim(E) — dim(F)) = dim(F).

Par conséquent, F' = (F L)L.
O

Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Comme E se décompose en la somme directe de F et
de son orthogonal F-, on peut considérer la projection de E sur F parallelement & F :

Définition 2.4.6. On appelle projection orthogonale sur F' la projection de E sur F' paralléle-

ment & F-. I s’agit de Uapplication linéaire surjective qui d tout vecteur v = w +u de E avec
weF etue FL associe sa composante w dans F. On note pp cette application.
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Remarque 2.4.7. e Si{e1,...,ep} est une base de F et {epi1,...,en} est une base de F*
alors B := {e1,...,€p,€pt1,...,€n} est une base de £ dans laquelle la matrice représen-
tative de pp est

1
1 I O0p.—
Mat = = P pn=p)
5 (pr) 0 (On—p,p On—p,n—p>
0
e Si{eq,...,ep} est une base orthonormale de F' alors, pour tout v € E,

pr(v) = Z@, €i)e;.
i=1

e Soient v € F et we F. Alors w = pp(v) si et seulement si v — w € F : en effet, on a
v=v—wt+wavecwe Fet E=FLa@F.

La projection orthogonale permet notamment de calculer explicitement la distance eucli-
dienne d’un vecteur de E & un sous-espace vectoriel de E. On donne tout d’abord la définition
de cette notion de distance euclidienne :

Définition 2.4.8. Siv et w sont deux vecteurs de E, on définit la distance euclidienne de v d w

comme étant le réel positif ou nul d(v,w) = ||lw — v|.
Si v est un vecteur de E et A un sous-ensemble non vide de E, on définit également
la distance euclidienne de v & A comme étant le réel positif ou nul d(v,A) := in£1 d(v,w) =
we
inf |w—v].
weA
Remarque 2.4.9. e La distance euclidienne d’un vecteur de E & un autre est bien une dis-
tance (il s’agit de la distance induite par la norme || - [|).

e Pour v un vecteur de E' et A un sous-ensemble non vide de FE, la borne inférieure de
Pensemble {d(v,w) | w € A} existe bien et est positive ou nulle : ce sous-ensemble de R
est non vide et minorée par 0.

Proposition 2.4.10. daSoitve E. On a
d(v, F) = |lv — pp(v)] .
Démonstration. Soit w e F. On a
lv —w]® = o = pr(v) + pr@) = w|* = v — pr)|* + |pr(v) — w|?

par le théoreme de Pythagore (lemme 2Z33) car v — pr(v) € F- (par définition de la projection
orthogonale : il existe un unique vecteur u € F* tel que v = pp(v) + u) et pr(v) —w e F (car
F est un sous-espace vectoriel de E).
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Ainsi, pour tout w € F, [[v — w|* = |[v — pp(v)|? done |v — w| = ||v — pp(v)| donc inf {|jv — w| | we F} >
|v — pr(v)]. De plus, comme pr(v) € F,inf {|v —w| | we F} < |v—prp(v)|. Autotal, [v — pp(v)| =
inf {Jv —w|| | we F} =d(v, F). O

Remarque 2.4.11. De plus,sive Fet we F, d(v, F) = |v —w| si et seulement si w = pp(v) :
on a

d(v, F) = Jv—w| ssi o —w]|=]v—prv)]
. 2 2
ssi o —w[” = Jlv—pr()]

: 2 2 2
ssi v —pr)|° +pr(v) —w|” = v —pr@)|
ssi |pr(v) — w[?
ssi pp(v) —w =0g
ssi w = pp(v).

On définit également la symétrie orthogonale par rapport a F' :

Définition 2.4.12. On appelle symétrie orthogonale par rapport a F' la symétrie par rapport

a F parallélement & F*. Il s’agit de Uinvolution linéaire de E qui & tout vecteur v = w + u de
E avec w e F et ue Ft associe le vecteur w — u. On note sp cette application.

Remarque 2.4.13. e “Involution linéaire de E” signifie que sp est une application linéaire
de E dans F telle que sp o sp = Idg. Autrement dit, sp est un automorphisme linéaire
de E d’inverse lui-méme.

e Comme pour toute symétrie vectorielle, on a sp = 2pp — Idg (si v = w + u € E avec
weFetueFr ona (2pp —1Idg) (v) = 2w — (w4 u) = w —u = sp(v)).

e Si {e1,...,ep} est une base de F et {epi1,...,e,} est une base de FL alors B :=
{e1,...,€ep,€ps1,...,€n} est une base de E dans laquelle la matrice représentative de
SF est

1
1 1 0p
Matg (sp) = = P pn p>.
5 (sr) —1 <0n—p7p —Inp
-1

2.5 Représentation matricielle du produit scalaire

Afin d’aider aux calculs, on cherche a représenter le produit scalaire de facon matricielle.
Soit (E,{-,+, ) un espace euclidien. Le point de départ pour définir une telle représentation
est le suivant. Supposons que E soit de dimension n € N\{0} et soit B = {ej,...,e,} une base
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(quelconque) de E. On a vu au début de la section précédente que, si v et w sont deux vecteurs
I Y1
de E de coordonnées respectives | : |et | : | dans la base B, alors

In Yn

(v,wy = Z xiyj<€iv ej>'

1<i,j<n
1 Y1
Ecrivons X := | : | = Matg(v), Y := | : | =Matg(w) et A la matrice ({e;, ej>)1<2.j<n.
In Yn

On a alors

(v, w) Z iy <eis €5)

1<ij<n

= > milene)y;
1<i,j<n
n n

= Qi | D ey
i=1 =1

n

= Z z;(AY);a(on (AY); désigne la i®™® coordonnée du vecteur colonne AY')
i=1

= 'XAY

Cette écriture motive la définition suivante :

Définition 2.5.1. On appelle matrice représentative du produit scalaire {-,-) dans la base B la

matrice

(er,er) -+ (e1,en)
Mat%s (<’ >) = (<€i, ej>) 1<ij<n
(en,e1) -+ {en €n)
Ezxemple 2.5.2. ® Si Bcan désigne la base canonique de R™, on a Mat%scan (<, '>can) = Ip.

e On a Mat; (¢, )g) = In.

e Considérons sur 'espace vectoriel Ry[X] de dimension 3 le produit scalaire (-,-) défini
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dans Pexemple 2222 4.. On note B la base {1, X, X?} de Ro[X] et on calcule alors
1
1,1y = f 1dt=[t]{ =1

LX) =(X,1) = fltdtz{t;](t:;

0
1 ’t3’1 1
(1,X2) = (X21) = fﬁdt: .
0 31, 3
1 r+371
t 1
(X, X) = Jtzdtz = =z
0 31, 3
2 2 o ] 1
X, X5 =(X*X> = tPdt=|—| =-
FxH=xtx) = | e |G =]
- 511
(X%, X% = jlt‘*dt: G
0 [ 5], 5
Ainsi,
11
L3 3
Maf ()= | 33
11 1
3 4 5
Remarque 2.5.3. e Attention a ne pas faire de confusions avec la matrice représentative

d’une application linéaire !
e Avec les notations du début de cette section, on a
(v,w) = "Matg(v)Maty (-, -)) Matg(w),
qui est aussi égal a "Matp(w)Maty ({-,-))Matg(v) = (w,v) car {-,-) est symétrique.

e Comme le produit scalaire est symétrique, on a, pour tous i,j € {1,...,n}, {e;,e;) =
(ej,e;) et la matrice Mat; (-, -)) est donc symétrique i.e. ‘Mat} ((-,)) = Maty ({:, ).
Le fait que le produit scalaire {-,-) soit “défini” s’exprime dans le fait que la matrice
Maty ({-,-)) est inversible. En effet, si on note A := Matly ({-,-)) et si X est un vecteur
colonne de taille n quelconque tel que AX est le vecteur colonne nul de taille n, alors
EXAX = 0ie. (v,v) =0 ou v désigne le vecteur de coordonnées X dans la base B. Par
suite, v = Og et X est donc le vecteur colonne nul. Comme le noyau de la matrice carrée
A est réduit au vecteur colonne nul, A est inversible.

e La base B est orthonormale par rapport au produit scalaire (,-) si et seulement si
Maty (¢, -)) = In.
Ainsi, le corollaire 22311 affirme qu'’il existe toujours une base dans laquelle la matrice
représentative du produit scalaire (-, -) est la matrice identité.
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On peut a présent se demander comment sont reliées les matrices représentatives de (-, )
dans deux bases (quelconques) différentes, autrement dit s’intéresser a la question du change-
ment de base pour la matrice représentative d’un produit scalaire.

Soit donc B’ une autre base de E et considérons la matrice de passage Pg_, 5 de la base B
a la base B’. On a 1’égalité suivante :

Proposition 2.5.4. On a
Matgs/ (<, >) = tPB_>B/ Mat%s (<, >) PB—»B’

Démonstration. Soient v,w € E. Comme au début de la section, notons X := Matg(v), Y :=
Matg(w) et A := Maty ((,-)). Notons ensuite X’ := Matg (v), Y’ := Matg (w) et A" :=
Mat%s, (<7 >)

Ona X' = Pg_p3X = PB_,B/_lX = X =PgpX etY = Pg_gY = PB_,B/_ly <Y =
Ps_pY’. Ainsi,

(v,wy = 'XAY
"(PpopX') A(PaopY')
= 'X'("Pg_.pAPsp)Y

Remarquons maintenant que, si M = (m;;), <ij<n €St une matrice carrée de taille n quel-
conque et si, pour i € {1,...,n}, X; désigne le vecteur colonne avec coordonnées 1 a la ligne i
. . . t _ .

et 0 sur les autres lignes, on a, pour tous 4,j € {1,...,n}, "X;MX; = m;;.

Soient alors i,j € {1,...,n} et notons B’ = {¢/,...,el,}. OnaMatg (¢;) = X; et Matg <e}) =
X et, par I'égalité ci-dessus,

(el =X, (PoAPs ) X,

Autrement dit, le coefficient & la ligne i et la colonne j de la matrice A’ est égal au coefficient
a la ligne i et la colonne j de la matrice ‘ Pg_,3r A Pg_, 5. Par conséquent, A’ = 'Pg_,z A Pg_,p.
O

Remarque 2.5.5. Attention a ne surtout pas confondre ce changement de base pour les produits
scalaires avec le changement de base pour les applications linéaires.
2.6 Endomorphismes orthogonaux et matrices orthogonales

Soit (E,{,-y) un espace euclidien de dimension n € N\{0} et soit f un endomorphisme de
E.

Définition 2.6.1. On dit que [ est un endomorphisme orthogonal de E si pour tous v,w € F,

(), f(w)) = (v, w).

Ezemple 2.6.2. L’identité Idg de E est un endomorphisme orthogonal.
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Autrement dit, f est un endomorphisme orthogonal de E si f conserve le produit sca-
laire (-,-). Cette propriété est équivalente a la préservation de la norme euclidienne et a la
préservation de la distance euclidienne :

Proposition 2.6.3. f est un endomorphisme orthogonal si et seulement si f conserve la norme
euclidienne || - | associée a {-,-) si et seulement si f conserve la distance euclidienne d associée

a {y).
Démonstration. On montre que les assertions
1. f est orthogonal,
2. pour tout v € E, ||[f(v)| = [Jv],
3. pour tous v,w € E, d(f(v), f(w)) = d(v,w),

sont équivalentes.
Montrons tout d’abord 1 = 2 : si f préserve le produit scalaire (-, -), alors, pour tout v € E,

[f @) = V{f (), f(0)) = /v, 0) = vl

Montrons ensuite 2 = 3 : si f préserve la norme euclidienne associé a (-, -), alors, pour tous
v,weFkE,

d(f(v), f(w)) = [f(w) = fF)] = |f(w—=2)] = |w =] = d(v,w).
Enfin, on a "implication 3 = 2 car, si f préserve la distance euclidienne et si v € E, alors
[l = d(f(v),0) =d(f(v), f(0)) = d(v,0) = [v],

ainsi que I'implication 2 = 1 car, si f préserve la norme euclidienne et si v, w € E, alors

G fw) = 5 (150 + f@)l = @I - 1))
= 2 (@ + )P = I - 1))

1 2 2 2
= 5 (Ilo+wl® = o = Jl?)
= {(v,w).

Remarque 2.6.4. Un endomorphisme orthogonal est également appelé isométrie.
Une autre caractérisation d’un endomorphisme orthogonal est qu’il transforme une base

orthonormale en une base orthonormale :

Proposition 2.6.5. L’endomorphisme f est orthogonal si et seulement si f associe d toute
base orthonormale de E une base orthonormale de E.
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Démonstration. Supposons que f est orthogonal et soit {ei,...,e,} une base orthonormale
de E. Comme f est orthogonal, on a, pour tous 4, j € {1,...,n}, (f(e;), f(e;)) = {ei, ;) = 6; j,
donc la famille de n vecteurs {f(e1),..., f(e,)} est orthonormale : il s’agit donc d’une base
orthonormale de F.
Réciproquement, soit B = {ey,...,e,} une base orthonormale de E et supposons que la
famille {f(e1),..., f(en)} est orthonormale. Soient alors v, w € E, de coordonnées respectives
I Y1
et | : | dansla base B, on a
Tn Yn
n n n
(), fw)) = <f (2 x> f (Z yjej) =S my e fle)y = O iy = (v, w).
i=1 j=1 1<i,j<n i=1
L’endomorphisme f est donc orthogonal. O

Remarque 2.6.6. Remarquons que, d’apres la démonstration ci-dessus, il suffit qu’il existe une
base orthonormale {eq,...,e,} de E telle que la famille {f(e1),..., f(e,)} soit orthonormale
pour que I’endomorphisme f soit orthogonal.

Corollaire 2.6.7. Tout endomorphisme orthogonal est bijectif et son inverse est également
orthogonal.

Démonstration. Supposons que ’endomorphisme f est orthogonal et soit B une base ortho-
normale de E. Alors, d’aprés la proposition précédente, la famille B’ := f (B) est une base
orthonormale de E. On peut donc considérer la matrice de passage Pg_.p qui est également la
matrice représentative de f dans la base 5 de F : en tant que matrice de passage, cette matrice
est inversible et donc 'endomorphisme f est bijectif.

Montrons enfin que I’endomorphisme f~! est également orthogonal : soient v, w € E, alors,
comme f est orthogonal,

M) )y = ()L f (FHw)) = (o w).
O

Intéressons-nous maintenant a la caractérisation matricielle de I’“orthogonalité” d’un endo-
morphisme. Soit B une base orthonormale de E.

Proposition 2.6.8. Soit A := Matg(f) la matrice représentative de f dans la base B. L’en-
domorphisme f de E est orthogonal si et seulement si 'tAA = I,,.

Démonstration. Supposons que f est orthogonal. Alors, si 'on note B = {e1,...,e,}, on a,
pour tous 4,5 € {1,...,n},

X, ("AA) X; = "(AX)(AX;) = (f(eq), f(e))) = Cei,e5) = 85,

et donc 'AA = I, (cf preuve de la proposition 2254).
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Réciproquement, supposons que ‘AA = I, et soient v,w € E. En notant X := Matg(v) et
Y := Matg(w), on a (comme la base B est orthonormale : remarque 2Z53)

(f(), flw)y = HAX) (AY) = X 'AAY = XY = (v, w).

O
Ce résultat motive la définition suivante :
Définition 2.6.9. On dit qu'une matrice A de M,,(R) est orthogonale si 'AA = I,.
Remarque 2.6.10. e Une matrice orthogonale est inversible et son inverse est sa transposée.

e L’endomorphisme f de E est orthogonal si et seulement si la matrice Matp(f) est ortho-
gonale. “Réciproquement”, une matrice A de M,,(R) est orthogonale si et seulement si
I’endomorphisme de R™ représenté par f dans la base canonique est orthogonal.

e Si f est orthogonal et si A désigne la matrice représentative de f dans la base orthonor-
male B de E alors Matpg (f_l) =14

Matg (f7!) =Matg (f) ' =471 =4

(la matrice A est orthogonale).

Ezemple 2.6.11. a

1. La matrice

est orthogonale.

2. Une symétrie orthogonale est un endomorphisme orthogonal (remarque 2213). Une pro-
jection orthogonale sur un sous-espace vectoriel strict n’est pas un endomorphisme or-
thogonal (remarque 2477).

Un point de vue supplémentaire donné par 1’égalité ““AA = I,,” est le suivant : une matrice
A € M,,(R) est orthogonale si et seulement si les vecteurs colonnes la composant forment une
base orthonormale de R™ muni du produit scalaire canonique. Dans ce cas, la matrice A est la
matrice de passage de la base canonique de R™ a la base orthonormale formée par ses vecteurs
colonnes. On peut généraliser cela de la fagon suivante (rappelons que la base B a été supposée
orthonormale) :

Proposition 2.6.12. Soit B’ une base de E. Alors B’ est orthonormale si et seulement si la
matrice de passage de B a B’ est orthogonale.
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Démonstration. La matrice de passage P := Pg_,p de B = {e1,...,ep} a B ={e},... e} est
formée, dans I’ordre, des vecteurs coordonnées des vecteurs e, ¢ = 1,...,n, dans la base B. On
a alors, comme B est orthonormale,

ey - Lehen)
'PP=| :
(en,€1) -+ Leps€n)
Ainsi, la matrice de passage P = Pp_,;z est orthogonale ssi la famille de vecteurs {e], ..., e

)
n
est orthonormale. ]

Remarque 2.6.13. En particulier, toute matrice de passage d’une base orthonormale & une autre
est orthogonale.

Remarquons ensuite que I'égalité “/AA = I,,” permet de montrer que le déterminant d’une
matrice orthogonale, et donc d’un endormorphisme orthogonal, est égal a 1 ou —1 :

Proposition et Définition 2.6.14. Soit A une matrice orthogonale de M, (R). Alors det(A) =
1 ou det(A) = —1. Ainsi, si f est orthogonal, det (f) =1 ou det (f) = —1.

Sidet(A) =1, resp. det (f) = 1, on dit que A, resp. f, est une matrice orthogonale directe,
resp. endomorphisme orthogonal direct. Si det(A) = —1, resp. det (f) = —1, on dit que A, resp.
f, est une matrice orthogonale indirecte, resp. endomorphisme orthogonal indirect.

Démonstration. On a ‘AA = I, donc 1 = det (‘AA) = det (*4) det(A) = (det(A))?* d’ot
det(A) =1 ou det(A) = —1

Ainsi, si f est orthogonal, comme sa matrice représentative dans une base orthonormale est
orthogonale (proposition ZGR), on a det (f) = 1 ou det (f) = —1. O

Ezemple 2.6.15. 1. La matrice orthogonale A de I'exemple G611 1. est directe.

2. Une symétrie orthogonale par rapport a un sous-espace vectoriel F' de E est directe ou
indirecte suivant la parité de la “codimension” de F' : le déterminant d’une telle symétrie
orthogonale est (—1)"P si p est la dimension de F' (remarque Z47T3).

Terminons cette section en remarquant que ’ensemble des endomorphismes orthogonaux
de F muni de la composition forme un groupe. On a déja vu plus haut que I'identité Idg de E
est orthogonale et que, si f est un endomorphisme orthogonal, f est bijectif et son inverse est
également orthogonal (corollaire 26-1). Enfin, la composition d’endomorphismes orthogonaux
est également orthogonale :

Proposition 2.6.16. aSoit g un endomorphisme de E et supposons que f et g sont orthogo-
naux. Alors la composition f o g (ainsi que la composition g o f) est orthogonale.

Démonstration. Soient z,y € F, on a
{(gof)@), (g f)w)) = {g(f(v),q(f(w)))
= {(f(v), f(w))a(car g est orthogonal)

(v, w)a(car f est orthogonal).
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Corollaire et Définition 2.6.17. L’ensemble, noté O (E,{:,-)) ou simplement O(E) lorsque
le contexte est clair, des endomorphismes orthogonaux de lespace euclidien (E,{-,-)) est un
sous-groupe du groupe (GL(E),o) des automorphismes linéaires de E muni de la composition
(appelé groupe linéaire de E). On appelle (O(E), o) le groupe orthogonal de (E,{-,-)).

De maniére équivalente, ’ensemble O,,(R) des matrices orthogonales de M,,(R) est un sous-
groupe du groupe (GL,(R),-) des matrices réelles inversibles de taille n muni du produit ma-
triciel. O, (R) est appelé groupe orthogonal de M, (R).

Remarque 2.6.18. Le sous-ensemble de O(E) des endomorphismes orthogonaux directs est un
sous-groupe de (O(FE), o) appelé groupe spécial orthogonal de E et noté SO(E).

Le sous-ensemble de O, (R) des matrices orthogonales directes est un sous-groupe de (O,,(R), -
appelé groupe spécial orthogonal de M, (R) et noté SO, (R).

2.7 Décomposition QR d’une matrice inversible

Dans cette section, nous allons étudier le pendant matriciel du procédé d’orthonormalisation
de Gram-Schmidt (théoréme PZ377). Précisément, soit n € N\{0} et considérons une matrice A
de M, (R) de rang maximal (i.e. rg(A) = n) i.e. A € GL,(R). Notons vy, ..., v, les vecteurs

colonnes qui, dans 'ordre, forment la matrice A. La famille B := {vy,...,v,}, considérée comme
famille de vecteurs de R™, est une base de R" : si By désigne la base canonique de R"™, A est
alors la matrice de passage Pg,—.5. Notons ensuite B’ = {ey, ..., e,} la base orthonormale de R™

(par rapport au produit scalaire canonique) obtenue & 'aide du procédé d’orthonormalisation
de Gram-Schmidt appliqué a la base B = {v1,...,v,}. On note P := Pg_,p la matrice de

passage de la base {v1,...,v,} a la base {e1,...,e,} de R™.
Dans le procédé de Gram-Schmidt, pour k € {1,...,n}, le vecteur ej est défini comme
une combinaison linéaire des vecteurs {vi,...,vr}. En particulier, la matrice de passage P

est triangulaire supérieure. De par cette construction, on sait également que les coefficients
diagonaux de P sont (strictement) positifs.

Enfin, si @ désigne la matrice de passage de By & B’ (i.e. Q est la matrice formée, dans
lordre, par les vecteurs colonnes ey, ...,e,),ona Q = AP (Pg,_.p = Pg,—sPp—p). On réécrit
cette égalité sous la forme A = QR avec R := P~! = Pg_,5. Remarquons enfin que, comme
les vecteurs colonnes de la matrice ) forment une base orthonormale de R™ (par rapport au
produit scalaire canonique), @ est orthogonale.

Au total, nous avons (partiellement) montré le résultat suivant :

Théoréme 2.7.1 (Décomposition QR d’une matrice inversible). aSoit n € N\{0} et soit A €
GL,(R). Il existe une unique matrice orthogonale Q € O, (R) et une unique matrice R € GL,(R)
triangulaire supérieure a coefficients diagonaux strictement positifs telles que A = QR. On
appelle cette écriture la décomposition QR de A.

Démonstration. Il nous reste a montrer 'unicité de la décomposition. Soient donc Q1,Q2 €
O,(R) et Ry, Ry deux matrices triangulaires supérieures de GL,(R) a coefficients diagonaux
strictement positifs telles que A = Q1 R1 = Q2 R».
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On a alors R1R2_1 = Ql_ng et R1R2_1 = Ql_ng est alors une matrice orthogonale
((On(R),-) est un groupe) et triangulaire supérieure a coefficients strictement positifs ('in-
verse d’une matrice triangulaire supérieure a coefficients strictement positifs est une matrice
triangulaire supérieure a coefficients strictement positifs). Il s’agit donc de la matrice I,, d’apres
le lemme qui suit cette preuve.

Ainsi, RiR,' = Q7'Q2 = I, et donc Q1 = Q2 et Ry = Ro. O

Lemme 2.7.2. Soit A € GL,(R) une matrice orthogonale et triangulaire supérieure a coeffi-
cients strictement positifs. Alors A = I,.

Démonstration. Notons v1,...,v, les vecteurs colonnes qui, dans ’ordre, forment la matrice
A= (aij)lsi,jén' Le fait que A soit orthogonale signifie que, pour tout ¢, j € {1,...,n}, (v;,v;) =
8; ;. En particulier, (v1,v1) = 1. Mais, comme A est triangulaire supérieure, (vi,v1) = a?; et,
comme a1 est strictement positif, on a nécessairement a1, = 1. Pour tout j € {2,...,n}, on a
alors (vi,vj) = a1 = 0 (autrement dit, la premiere ligne n’a que des coefficients nuls sauf le
coefficient a11 qui est égal a 1).

Soit k € {1,n — 1} et supposons que l'on a déja montré que, pour tout i € {1,...,k} et tout
je{l,...,n}, aj; = 6;; (autrement dit que pour les k premieres lignes, tous les coefficients
d’une ligne ¢ donnée sont nuls sauf le coefficient a;; qui est égal & 1). On considere alors le
vecteur colonne vg,q dont, par hypothese de récurrence, la seule coordonnée non nulle est
aps1ke1 > 0. Comme (Vg i1, Vps1) = Ghy1ke1> = 1, 0n a agy1pp1 = 1 et, par suite, pour tout
je{k+2,...,n}, (Vpy1,v5) = ag1; = 0 : la ligne k 4+ 1 n’a donc que des coefficients nuls sauf
le coefficient axy 1141 qui est égal a 1. ]

Ezxemple 2.7.3. Considérons la matrice
1 10
A=1[1 2 0
0 01

de M3(R). On note vy := (1,1,0), vz := (1,2,0), v3 := (0,0,1) € R? et on applique le procédé
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt & la base {v, v, v3} de R3. On pose

€1 = U1 = (1,1,0)
(v, €1) 3 11 1
=y — —wg— e =(—2,2,0) = =(=1,1,0
ey, = (=1,1,0)
<1)3,61> <U376/2> /
— — — =wv3 = (0,0,1
@ T MR 4T e 2T T 00
! L 1,1,0)
€1 = —6a=—F7141,
lex] V2
1, 1
ey = ey = —(—1,1,0)
lesl V2
1

€3 = 7632(0,0,1)
=1
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Comme

v = e =12e;

> + 5 + Ly 3 + 1
v = —€ €Q = —€ — €9 = (& (&
V3 = €3 =e€3

la matrice de passage de la base {e1, ez, €3} a la base {v1,va,v3} est

Si on note () la matrice

_\7@0
L

72
0 1

formée par les coordonnées (dans la base canonique de R?) des vecteurs eg, es, e3, 'égalité

—-L 9 \/§

est la décomposition QR de A.

Remarque 2.7.4. Avec les notations précédentes, on peut également calculer R en utilisant
I'égalité R = Q 'A = 'QA (Q est orthogonale).

2.8 Endomorphismes symétriques et matrices symétriques

Soit (E,{-,+)) un espace euclidien de dimension n € N\{0} et soit f un endomorphisme
de E.

Définition 2.8.1. On dit que l’endomorphisme f de E est symétrique si pour tous v,w € F,
), w) = (v, f(w)).

L’endomorphisme f est symétrique si et seulement sa matrice dans une base orthonormale
de (E,{:,-)) est symétrique :

Proposition 2.8.2. Soit B une base orthonormale de E et notons A := Matg(f) la matrice

représentative de f dans B. Alors f est symétrique si et seulement si la matrice A est symétrique
Cot
re. A= A.

Démonstration. Supposons que f est symétrique. Alors, si 'on note B = {ey,...,e,}, on a,
pour tous 4,5 € {1,...,n},

XSAX; = (AX)X; = (flei) ej) = es, flej)) = 'Ki(AX)) = X; AX;,
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et donc ‘A = A.
Réciproquement, supposons que ‘A = A et soient v,w € E. En notant X := Matg(v) et
Y := Matg(w), on a

(fo),w)y ="AX)Y = 'X'AY = 'XAY =X (AY) = (v, f(w)).
O

Exemple 2.8.3. L’endomorphisme h : R? — R? ; (x,y) — (x + 2y, 2z +y) de R? est symétrique
par rapport au produit scalaire canonique de R2.

Une propriété remarquable des endomorphismes symétriques est qu’ils sont diagonalisables,
et ce, dans une base orthonormale. Avant d’énoncer ce résultat, donnons la définition suivante :
deux sous-espaces vectoriels F} et F5 de F sont dits orthogonaux si pour tous vecteurs v; de
F et vy de Fy, <1)1,1)2> =0.

Théoréme 2.8.4 (Théoréeme spectral). On suppose que l’endomorphisme f est symétrique.
Alors

o f est diagonalisable,
o les sous-espaces propres de f sont orthogonauzx deux o deux.

En particulier, si ’'on considére, pour chacun de ces espaces propres, une base orthonormale,
la réunion de ces bases est une base orthonormale de E : f est donc diagonalisable dans une
base orthonormale de F.

Démonstration. On commence par montrer que le polyndéme caractéristique de f est scindé
sur R. Pour cela, soit By une base orthonormale de E et considérons la matrice A := Matpg, (f)
de f dans By. A est une matrice de M,,(R) et peut étre également considérée comme une matrice
de M, (C). Nous allons montrer que les racines complexes du polynéme caractéristique de A
(autrement dit les valeurs propres complexes de A) sont toutes réelles : x; = x4 sera donc
également scindé sur R.

1

Soit donc une valeur propre complexe A € C de A et montrons que A € R. Soit X = | : |¢€

Tn
M,,,1(C) un vecteur propre de A associé a A : on a donc AX = AX. Nous allons appliquer la
conjugaison complexe a cette derniere égalité : si M = (m;; ), <p1<j<q €St une matrice de
M, 4(C), la matrice conjuguée M de M est la matrice (m;;) de M, 4(C). On obtient
alors

1<i,j<n

AX =X X o AX =2AX < AX = )X

(les coefficients de A sont réels).
On considére d’autre part I'égalité {(AX)X = ‘X AX, satisfaite car ‘A = A (car f est
symétrique : proposition Z¥2). On y remplace AX par AX et AX par AX pour obtenir
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n n
Iégalité {(AX)X = XA X ie A 2 |22 = XZ |z;|? et donc A\ = X car X n’est pas le vecteur
i=1 i=1
colonne nul (X est un vecteur propre). Ainsi, A € R.
Le polynéme caractéristique de I’endomorphisme symétrique f est donc scindé sur R. En
particulier, le spectre de f est non-vide.

On montre a présent que f est diagonalisable. On le montre par récurrence sur la dimen-
sion n de E. Précisément, on montre par récurrence 'assertion suivante : pour tout n € N\{0},
pour tout espace euclidien (F,{,-)) de dimension n, pour tout endomorphisme symétrique f
de E, f est diagonalisable.

Toute matrice carrée de taille 1 étant diagonale, le résultat est vrai pour n = 1.

Supposons & présent la propriété vraie au rang n — 1 pour n € N\{0; 1} fixé, et montrons-la
pour I'endomorphisme symétrique f de I'espace euclidien F de dimension n. Soit A € R une
valeur propre de f (un tel A existe car Spg(f) # &). Soit ensuite v un vecteur propre de f
associé & A et notons F := {v}* = (Vect {v})*. Montrons que F' est stable par f : soit w € F
alors

(f(w),v)

(w, f(v)) (f est symétrique)
= (w,\wya(ve E))

Aw,v)

— 0 (carwe F = {v}b).

F - F

u — f(u)
de F', qui est également symétrique (par rapport a la restriction du produit scalaire (-, -) sur F').
Comme dim(F') = dim <(Vect {v})L> = dim(E) —dim (Vect{v}) = n—1, on peut ensuite appli-
quer I'’hypothese de récurrence a 'endomorphisme symétrique fip de F': fp est diagonalisable
i.e. il existe une base de F' formée de vecteurs propres ea,...,e, pour fip. Les sous-espaces
vectoriels Vect{v} et F' étant en somme directe (proposition 2471), la famille {v, ea, ..., e,} est
alors une base de E, formée de vecteurs propres pour f donc f est diagonalisable.

Ainsi F est stable par f et on peut donc restreindre f en I'endomorphisme f|p :

On montre enfin que les sous-espaces propres de f sont deux a deux orthogonaux. Soient
donc A\ et Ay deux valeurs propres distinctes de f et soient v; € Ey,,v2 € E),. Montrons que
les vecteurs v1 et v sont orthogonaux. On a d’une part

(fvr),v2) = (Ao, v2) = Advr, v2)
et, d’autre part, comme f est symétrique,
(fv1),v2) = o1, f(v2)) = (v, A2v2) = Ao(v1, v2).

Ainsi, A\1{v1,v2) = Aa{v1, v2) i.e. (A1 — Ag){v1,v2) = 0 et donc {(v1,vy) = 0 car A\; # Ag. Les
vecteurs vy et v sont donc orthogonaux. O
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Ezxemple 2.8.5. a0n considere ’endomorphisme

;- R? - R3
" (z,y,2) — (b —y+2z,—x+ 5y + 22,2z + 2y + 22)

de R3. La matrice représentative de f dans la base canonique de R3 (qui est une base ortho-

normale pour le produit scalaire canonique de R3) est

5 -1 2
A=1[-1 5 2
2 2 2
La matrice A étant symétrique, 'endomorphisme f est symétrique.
Le polynome caractéristique de f est x5 = (6 — X)?(—X) et les valeurs propres de f sont
donc 6 et 0.
On a

E¢ =Ker (f —6Idgs) = {(:E,y,z)eRS | —x—y~|—2z=0}
et
Ey = Ker f.

La famille {(2,0,1),(1,1,0)} est une base de Fg. En appliquant le procédé d’orthonor-
malisation de Gram-Schmidt & cette famille libre de R®, on obtient la base orthonormale

{E@0,1), 4501,-5,-2)} de B

D’autre part, le vecteur %(—1, —1,2) de norme 1 engendre Ej.

Sil’on note B := {%(2, 0,1), \/%(1, —5,-2), %(—1, -1, 2)}, la famille B est alors une base
orthonormale de R3 et la matrice représentative de f dans B est

6
0
0

o o O

0
0
0

Remarque 2.8.6. La réciproque du théoreme R4 est également vraie : si ’endomorphisme f
est diagonalisable dans une base orthonormale de F, alors f est symétrique. En effet, soient B
une base orthonormale de E et D une matrice diagonale de M,,(R) telles que Matg(f) = D,
alors

tMatB(f) ='D=D= Matg(f).
Le pendant matriciel du théoréme 284 consiste en 1’énoncé suivant :

Corollaire 2.8.7. Soit A une matrice de My, (R). On suppose que A est symétrique. Alors il
existe une matrice orthogonale O € O, (R) et une matrice diagonale D € M, (R) telles que

D=0"140 =040
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Démonstration. A est la matrice représentative d’'un endomorphisme h de R™ dans la base
canonique By de R", qui est une base orthonormale pour le produit scalaire canonique de R".
Comme A est symétrique, h est symétrique et, par le théoréme précédent, il existe une base
orthonormale B et une matrice diagonale D € M, (R) telle que Matg(h) = D.

Les bases By et B étant des bases orthonormales de R", la matrice de passage O := Pg,_p
est une matrice orthogonale (proposition P619) et on a alors

t0AO0 = 07140 = Ps_.p, MatBO (h) Ps,—p = Matg(h) =D.

O
5 —1 2
Ezxemple 2.8.8. Si l'on reprend la matrice A:= | —1 5 2| de I'exemple 2873 précédent et
2 2 2
si 'on note
2 1 1
V5 /30 V6
O = 0 == L
NG N
V5 VB0 V6
la matrice O est orthogonale et on a
6 0 0
O 'A0 ='040=(0 6 0
000

2.9 Reéduction des endomorphismes et matrices orthogonaux

Soit (E,{-,-)) un espace euclidien de dimension n € N\{0} et soit maintenant f un endo-
morphisme orthogonal de E. Nous allons montrer le théoréme de réduction suivant :

Théoréme 2.9.1. Il existe une base orthonormale B de E dans laquelle la matrice représen-
tative de f est de la forme

€1 0

€r

MatB(f) = R(@l)

0 | R(05)

our,s € N, pour tout i € {1,...,1}, ¢ € {+1;—1} et, pour tout j € {1,...,s}, R(0;) =

cosfl; —sinb; ‘
(sin 6, cost, ) avec ; € R\{km | k € Z}.

La version matricielle de ce résultat est le suivant : si A € O,(R), il existe une matrice
orthogonale P € O, (R) telle que P~1AP = {PAP soit de la forme ci-dessus.
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Remarque 2.9.2. En particulier, si I'on applique le théoréme 291 en dimensions 2 et 3, on
obtient que :

e Les isométries directes (i.e. les endomorphismes orthogonaux de déterminant 1) de R?

cosf _Sm9>,6€R, dans

sont les rotations de R?, chacune de matrice représentative | .
sinf  cosf

la base canonique de R2.

Les isométries indirectes (i.e. les endomorphismes orthogonaux de déterminant —1) de R?
sont les symétries orthogonales par rapport a une droite vectorielle, chacune de matrice

, . 10 ) .
représentative <O B 1> dans une base formée d’un vecteur engendrant la droite vecto-

rielle et d’un vecteur orthogonal au premier (par rapport au produit scalaire canonique
de R?).

e Les isométries directes de R3 sont les rotations autour d’un axe, chacune de matrice
1 0 0
0 cosf —sind |, 8 € R, dans une base orthonormale adaptée (quand 6 = 7, on parle
0 sinf cosf
de retournement).

Les isométries indirectes de R?® sont les compositions d’une symétrie orthogonale par
rapport & un plan (une telle transformation est également appelée réflexion) et d’une
rotation autour de ’axe orthogonal & ce plan (par rapport au produit scalaire canonique
-1 0 0
de R3), chacune de matrice représentative | 0 cosf —sinf |, § € R, dans une base
0 sinf coséd
-1 0 0 1 0 0 -1 0
orthonormale adaptée (| 0 cosf —sinf 0 cosf —sind 0 1
0 sinf cos6 0 sinf cosf 0 0

0
0)).
1

Pour montrer le théoréeme EZIl, nous utiliserons les lemmes suivants :

Lemme 2.9.3. aSoit F un sev de E. Si F' est stable par ’endomorphisme orthogonal f, alors
Uorthogonal F* de F est également stable par f.

Démonstration. Soit v € FL. On montre que f(v) € F*. Soit donc w € F. La restriction

F F
JiF: " : () (F est stable par f) est un endomorphisme orthogonal de F' (par rapport
a la restriction du produit scalaire {-,-) sur F'), en particulier bijectif : il existe donc w € F' tel
que w = f(w).
On a alors

J)ywy = {f(v), f(@))
= <(v,w) (f est orthogonal)
= O(carve FltetweF).
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Lemme 2.9.4. Soit A€ My(R). Alors A est orthogonale si et seulement si A est de la forme

cos —sinf cosf sinf
sinf cosf ou sinf —cosf
avec 0 € R.

a ¢
b d
I'une des deux formes ci-dessus, alors A est orthogonale. Supposons maintenant que A est
orthogonale, i.e. a2 +b?> = 1, ¢ +d> = 1 et ac + bd = 0. En particulier, les points (a,b) et
(c,d) de R? appartiennent au cercle de centre 0 et de rayon 1 : il existe donc 6,6’ € R tels que
a = cos(f), b =sin(h), ¢ = cos(’), d = sin(¢’). Alors

Démonstration. Soit A = ) € Mjy(R). Commengons par remarquer que si A est de

ac+bd=0 < cos(f)cos(d) + sin(f)sin(d") = 0
< cos(—0)=0
- 9'—9=g+k7r, kel
T

< 6’=9+§+lm, keZ.

Si k est pair, ¢ = cos(0 + § + km) = cos(f + 5) = —sin(f) et d = sin(0 + § + k1) =
sin(f + 5) = cos(#), donc
cosf) —sind
A= (sin@ cos )
Si k est impair, ¢ = cos(f + 3 + km) = cos(0 + 2F) = sin(f) et d = sin(0 + 5 + kr) =

sin(f + %) = — cos(), donc
cosf sind
A= <sin6’ —0089> ’
O

Démonstration du théoréme ZZ01. On procéde par récurrence sur la dimension n de E : on
montre par récurrence que pour tout n € N\{0}, tout espace euclidien (F,{-,-)) de dimension n
et tout endomorphisme orthogonal f de E, il existe une base orthonormale de E' dans laquelle
la matrice représentative de f est de la forme voulue.

Pour n = 1, soit E = Vect{v} un R-espace vectoriel de dimension 1 muni d’un produit
scalaire (-, -) et soit f un endomorphisme orthogonal de E. Il existe a € R tel que f(v) = av
et alors |f(v)| = |av| = |a||jv]. De plus, comme f est orthogonal, on a |f(v)|| = [jv| donc
laf|v]| = |v] et donc |a| =1 (||v] # 0 car v # O car v engendre E). Ainsi a € {+1; —1} et la

matrice de f dans la base {v}, ainsi que dans la base orthonormale {m}, est (a).

Supposons maintenant la propriété vérifiée pour tout entier naturel non nul strictement
plus petit que n avec n € N\{0} fixé et considérons I’endomorphisme orthogonal f de I’espace
euclidien £ de dimension n.
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On commence par traiter le cas ot f posséde une valeur propre réelle A € R (i.e. le polynome
caractéristique de f possede une racine dans R). Soit alors v un vecteur propre de f pour la
valeur propre A\. On a | f(v)| = [\v| = |A|[|v] et, d’autre part, | f(v)|| = |v| car f est orthogonal.
Ainsi [A||v] = |v| et donc |A] = 1 (car v est un vecteur propre de f donc v # Og donc |v| # 0).
Ainsi, A € {+1;—1}. De plus, comme F := Vect{v} est stable par f (car v est un vecteur
propre de f), Porthogonal F L de F est également stable par f par le lemme 2293 : comme
dim (F L) =n —1 < n, on peut alors appliquer I’hypothése de récurrence a I’endomorphisme

L, L
orthogonal fip1 : }; . flzu) de FL et obtenir I’existence d’une base orthonormale By de
FL telle que
€1 0
€r
MatBo (f|FJ-) = R(el)
0 R(6s)

ou r,s € N, pour tout i € {1,...,7}, ¢ € {+1;—1} et, pour tout j € {1,...,s}, R(¢;) :=

cost; —sinf; ' gy Vagalit & 1l _ ;
(sian cos 6, > avec 0; € R\{km | k € Z}. Considérant 'égalité F* @ F— = E (proposi-

tion 2473) et la base orthonormale B’ := {m} de F, la famille B := {B’, By} est une base

orthonormale de E et on a

A 0

€1

Mats (f) = . "
R(01

0 ’ R(6,)

Supposons & présent que f ne posséde pas de valeur propre réelle (i.e. le polynéme caracté-
ristique de f ne posséde pas de racine dans R). On considére alors I’endomorphisme h := f+f~!
de E. h est symétrique : si ui,us € F,

(hur),uzy = ((f+ 1) (wa), uz)
= <f(U1),U2>+<f_1(U1)au2>
= {flw), £ (f N u2)y + N w), 71 (f(u2)))
= <u1, f_l(u2)> + (uy, f(u2)) (f et f~! sont orthogonaux)
= {uy, flug) + fH(u2))
= (uy,h(uz)).
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Considérons alors une valeur propre A € R de h (tout endomorphisme symétrique est diagona-
lisable : cf théoréeme ZZ8A) et un vecteur propre v € E associé. D’une part, la famille {v, f(v)}
est libre, car

e v # 0p (car v est un vecteur propre de h),
e f(v) # O (car f est injectif puisque f est orthogonal),
e f(v) ne peut s’écrire pv avec € R car f n’admet pas de valeur propre réelle.

D’autre part, le sev F' := Vect{v, f(v)} de E de dimension 2 est stable par f : on a h(v) = \v
ie. (f+ ') (v) = \v, donc

M@)=fw)=fo(f+ 1) () =F ) +fof(v)=F(v)+v

d’ou f2(v) = Af(v) —veF.

Considérons alors une base orthonormale B’ de F. La matrice représentative de I’endomor-
phisme orthogonal f|r de F' dans la base orthonormale B’ est une matrice orthogonale de Oz (R)

cosf) —sinf cosf  sinf .

sinf  cos@ ) ou <sin9 — cos 9> d'apres
le lemme 2294. Mais, comme f n’admet pas de valeur propre réelle, Matp (f) ne peut pas étre
symétrique donc ne peut pas étre de la seconde forme. Ainsi, il existe 6§ € R\{kw | k € Z} tel
que

(proposition PB8). Matp (f) est donc de la forme <

Mt () = ( - R(O).
(0 ¢ {kr | k € Z} car Matg (f) n’est pas symétrique).

Enfin, F- est également stable par f par le lemme 2293 donc, par hypothése de récurrence
(dim (F L) < n), il existe une base orthonormale By de F* telle que

cosf —sin 0)

sinf cos@

R(6,) 0

Matp (f\FJ-> = - "
0 R(0,

cosf; —sinb;
sinf;  cosf);
possede pas de valeur propre réelle). En notant B := {B’, By}, la famille B est alors une base
orthonormale de E et on a

ou, pour tout j € {1,...,s}, R(6;) := ( ) avec §; € R\{km | k € Z} (f ne

R(6) 0
Matg (f) = ey
0 R(6s)
O
Remarque 2.9.5. e Au cours de la preuve, on a montré en particulier que les seules valeurs

propres réelles possibles pour un endomorphisme orthogonal sont 1 et —1.
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e Si, avec les notations ci-dessus, ’endomorphisme orthogonal f posséde 1 et —1 comme
valeurs propres, alors les sous-espaces propres associés Fq et E_; sont orthogonaux. En
effet, si v e E1\{Og} et we E_1\{0g}, on a d'une part

), f(w)) = (v, —w) = =(v,w),

et d’autre part

(), f(w)) = (v, w)
(car f est orthogonal), ainsi (v, w) = —(v, w) donc {(v,w) = 0.
Par ailleurs, le sous-espace vectoriel 1 @ F_; de E est stable par f donc (E; @ E_l)L
également.
Au total, pour calculer une réduction de f comme dans le théoréme P29, on peut donc
commencer par déterminer une base orthonormale B’ de E, une base orthonormale B” de
E_; puis une base orthonormale du sous-espace stable {5’, B” }L. Dans la représentation
matricielle correspondante de f, le bloc correspondant a la restriction de f a ce dernier
sous-espace stable est orthogonal sans valeur propre réelle et on peut alors lui appliquer
la méthode (algorithmique) du théoréme pour ce cas.

Exemple 2.9.6. Considérons la matrice orthogonale

de 'exemple 2611 1. Calculons son polynéme caractéristique : on a

2 1 2
35— X —3 3
xa = det (A — X1I3) = % %—X —%
_1 2 2 _
3 3 5 =X
1-x -1 2
= 1-X 2 —3X _3%
Ch1<—C1+C2+C3 1-X % % _x
R
= 1-xp 2-x -1
2 2
L h
= 1-X)|0 1-X -1
Lo«Lo—L1, Lg—L3—L1 0 1 _X
= (1-X)(X*-X +1)
-1 -1 2 1
On a F; = Ker % 2 -1 -1 et le vecteur colonne Y7 := % 1] de norme 1
-1 2 -1 1

engendre F1.
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1

1 T
De plus, | Vect % 1 = y|€eMs1(R) | z4+y+ 2z =0, dont une base ortho-
z
1 1
normale est formée des vecteurs Yy := % —1]et Y3:= % 1
0 -2
On a
1 1 )
V2 V2 1 1 1 V3
av,=Al-L=| 0 |==| 0 |=55 (V2 +von) = s+ v
2 72 O NG 2 22 2 3 12 5 13
0 V2
et
1 _1 1
V6 Y/ 1 [~ 1 V3 1
avs=Al Z = % |mr | 2 |mor (v VoY) = - v+ o
3 _\/él _\/i \/6 _1 2\/6 2 3 9 2 9 3
NG V6
Ainsi, si on note
11 1
NS
P .= % —ﬁ % S Og(R),
1 2
wo Y %
on a
10 0 1 0 0
PlAP='PAP=|0 L L |=|0 cos(F) —sin(Z)
0 @ % 0 sin (%) oS (%)

La matrice A est donc la matrice représentative dans la base canonique de R? de la rotation
d’axe la droite vectorielle engendrée par le vecteur (1,1,1) et d’angle .



Chapitre 3

Espaces hermitiens

3.1 Introduction

On étudie 'analogue de la notion de produit scalaire pour les espaces vectoriels sur C :
le produit scalaire hermitien. La plupart des notions introduites et des résultats énoncés dans
le chapitre précédent auront leurs analogues dans le cadre hermitien. Nous remarquerons éga-
lement les différences qui existent entre les espaces hermitiens et les espaces euclidiens. Nous
verrons en particulier que tout endomorphisme unitaire (version hermitienne de la notion d’en-
domorphisme orthogonal) est diagonalisable dans une base orthonormale.

3.2 Produit scalaire hermitien sur un espace vectoriel complexe

Soit £ un espace vectoriel sur C.

ExE — C

ww) — ) On dit que {-,-)

Définition 3.2.1. aConsidérons une application {-,-) :

est un produit scalaire hermitien sur E si {-,-) est

1. sesquilinéaire (d droite), i.e. pour tous v,w,v1,ve, w1, wy € E et tous \,u € C, (\vy +
pve, wy = A v, wy + plva, wy et (v, Awy + pwa) = AN v, w1y + v, wa),

2. symétrique hermitienne, i.e. pour tous v,w € E, {w,v) = (v, w),

3. définie positive, i.e. pour tout v € E, {v,v) est un réel positif ou nul et {v,v) = 0 si et
seulement si v = 0g.

Ezemple 3.2.2. 1. Soit n € N\{0}, pour tous v = (z1,...,2,) et w = (y1,...,y,) dans C",
on définit
(U, W)ean = T1YL + *** + Tn¥n-

C"xCr — C

(v,w) = (U, W)ean
tien sur C™, appelé produit scalaire hermitien canonique sur C™. En effet, soient v =
(@1, .y xp), v = (24, .. 2),w = (y1,.. ., yn), W = (y],...,y,) € C", soient \,u € C,
on a

L’application (-, )can : est alors un produit scalaire hermi-

87
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n

<)\v + ;w’,w>can = Z Az + ,u:ck
=1

n n
= Z kyk+/~021’kyk
k=1

= >‘<U7 w>can + V', Wecan,

ol

n

o, o+ pw'y = i (Ayk + pyj,)
~1

n n
= A mTk+ 1 Y, Ty
k=1 k=1

= X<’U, w>can + ﬁ<v7 'w/>can7

End

n
<w7U>can = Zykfk

<'U,U>can Z TET = Z ‘xk‘g =0

k=1

et (U, V)can = Z |z|? = 0 ssi pour tout k € {1,...,n}, |zx| = 0 ssi pour tout k €
k=1
{1,...,n}, xp =0ssiv=(0,...,0).

2. Supposons que le C-espace vectoriel E soit de dimension finie n € N\{0} et soit B =

{e1,...,en} une base de E. Pour tous vecteurs v et w de E, de coordonnées respectives
I Y1
et | : | dans la base B, on définit
Tn Yn

(v,wyg :==T1Y1 + ++ + TpYn = tMatB(v)MatB(w).
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ExE — C

(Uv w) = <U7 w>B
FE, appelé produit scalaire hermitien associé a la base B.

L’application (-, )5 : est alors un produit scalaire hermitien sur

3. Soit n € N\{0}. Pour toutes matrices A = (ai;)i<ij<n €t B = (bij)1<i j<n dans M, (C),
on définit
<A, B> = Z aijﬁj ="Tr (tAE) .
1<ij<n
M, (C) x M,(C) — C
(A, B) — (A, B)
mitien sur M, (C) : il s’agit du produit scalaire hermitien associé a la base canonique

{Eij}i<ij<n de My (C).
4. Soit n € N\{0}. Pour tous polynémes P et ) de C,[X], on définit

L’application (-,-) : est alors un produit scalaire her-

1 P
(P,Q) = fo PO

. Cp[X] x Cu[X] — C
L’application {-,-»: " "
polication -0+ " p o) s (PQ)
sur C,[X]. La sesquilinéarité et la symétrie hermitienne de I’application (-, -) proviennent
de la linéarité de l'intégrale et du fait que, pour toute fonction continue f : [0;1] — C,

est alors un produit scalaire hermitien

i 1
f f()dt = f F(t)dt. Montrons que (-, -) est bien définie positive. Soit P € C,[X], on a
0 0
1
(P,P) = f |P(t)|?dt = 0 (I'intégrale sur le segment [0; 1] de la fonction & valeurs réelles
0

1
R — R ; t + |P(t)|? continue positive est positive). De plus, si (P, P) = f |P(t)]2dt = 0,
comme la fonction & valeurs réelles R — R ; t — |P(t)|? est continue eto positive, on a,
pour tout t € [0,1], |P(¢)|?> = 0 ('intégrale d'une fonction réelle continue et positive sur
un segment est nulle si et seulement si la fonction est identiquement nulle sur ce segment)
et donc, pour tout t € [0,1], P(t) = 0, donc le polynéme P est nul (un polynéme ayant
une infinité de racines est nécessairement le polynéme nul).

Remarque 3.2.3. Soit n € N\{0}. La forme bilinéaire symétrique
b, C" x C™ - C
’ ' ((3317"-,5511)7(ylw'-ayn)) i 22:1 LYk
n’est

e ni sesquilinéaire, car, par exemple,

b((1,0,...,0),4-(1,0,...,0)) = b((1,0,...,0),(i,0,...,0)) =4 et b((1,0,...,0),(1,0,...

e ni symétrique hermitienne, car, par exemple,

b((3,0,...,0),(1,0,...,0)) =4 et b((1,0,...,0),(i,0,...,0)) = —i,
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e ni positive, car, par exemple, b((1+4,0,...,0),(1+1i,0,...,0)) = (1 +i)? = 24,
e ni définie si n = 2, car, par exemple, b((l,i,()7 ...,0),(1,4,0,... ,O)) = 0.

Définition 3.2.4. Si E est un espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit scalaire
hermitien {-,-), le couple (E,{-,-)) est appelé espace hermitien.

La plupart des propriétés que nous avons montrées pour les espaces euclidiens vont avoir
leurs analogues pour les espaces hermitiens.

Dans la suite de cette section, on suppose que E est un C-espace vectoriel de dimension
finie muni d’un produit scalaire hermitien (-, -). En premier lieu, si ’on note, pour tout vecteur
v de E, |v]| := 4/{v,v) ({(v,v) est un nombre réel positif), I'inégalité de Cauchy-Schwarz est
E — [0,+00]

o]

vérifiée et I'application || - | : est une norme sur F :

v —>
Lemme 3.2.5 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Pour tous vecteurs v et w de E, on a l’inégalité
[<v, w)l < ol |wl],
et |[{v,wy| = |v||w| si et seulement si les vecteurs v et w sont liés.

Démonstration. Soient v,w € E. Si {v,w) = 0, I'inégalité de Cauchy-Schwarz est vérifiée (car
on a toujours |vl|||w] = 0). Supposons donc que {(v,w) # 0 (en particulier, v # Og et w # Op).
On pose ensuite « := ﬁ et ¥ := aw. Alors (v,w) = (v, w) = alv,w) = 1 et on a, pour tout
AeR,

0< [0+ | = @+ o, ¥+ \w)
= @0+ A@,w) + M w, ¥y + \2w,w) (A e R donc X = \)
= [3* + 22X + Xw|? (w,0) = @wy =T =1).

La fonction polynomiale du second degré

) R — R
Pron o w2 + 20 + 7]

étant positive sur tout R, le discriminant associé 4—4|w||? |7]? est négatif ou nuli.e. 1 < 7] ||w|.

Or !
10 |w] = lev][w] = |al[v]|w] = T—<[vll]w]-

[<v; w)l]

Ainsi, on a bien |{v, w)| < |jv||w]|.

Traitons maintenant le cas d’égalité de I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Supposons donc que
<o, wyl = [[ol|w]. Alors,

o si (v,w) = 0:onalv,w = |vfjw] < 0=]vf|w] < o] =0ou|w| =0<v=
0p ou w = 0p, et les vecteurs v et w sont en particulier liés,
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e sidv,w)#0:ona |[(v,wd = |v]||w] < 1= |w|?|7]* et le polynéme associé¢ & la fonction
polynomiale du second degré p (avec les mémes notations que ci-dessus) possede une
racine (double) \g € R et donc | + Aw|? = 0 i.e. av + Aow = Op : les vecteurs v et w
sont donc liés (a est non nul).

O
Corollaire 3.2.6. Le couple (E, | - |) est un espace vectoriel normé.

Démonstration. La preuve est analogue a la preuve du corollaire 2270 : sive Fet A€ C,on a

Aol = v/Ow, Ao

= /AN, v)
VIARA/ v, 0)

= [l

et |v]| = 4/{v,v) =0 ssi (v,v) =0ssi v=_0g.

Enfin, si v,w e E,

v 4 w|? v+ w, v+ w)

= (v,v)+ {v,w) +{w,v) + {(w,w)

(v, v) + (v, w) + (v, w) + (w, w)

= Jvl® + 2Re((v, w)) + |w]?

[0]* + 2[Cv, w)| + [w]? (si z € C, Re(2) < |z])

[v]? + 2|jv|?|w]? + |w|?4(par 'inégalité de Cauchy-Schwarz)
(lofl + fw])?.

NN

O]

La norme | - | est appelée norme hermitienne associée au produit scalaire hermitien (-, -).

Ezemple 3.2.7. Soit n € N\{0}. Sur C", la norme hermitienne associée a au produit scalaire
hermitien canonique vérifie, pour tout v = (z1,...,x,) € C",

n n
0] = N/, Oean = 4| D 0 = | 3 okl
k=1 k=1

L’analogue hermitien de I’expression du produit scalaire a 1’aide de la norme euclidienne
(identité dite de polarisation, énoncée dans la remarque ZZ2R) est l'identité suivante :

Lemme 3.2.8. Pour tous v,w e F,

<U7w> =

(lo +wl® + o+ iw]* = (1 + D) ol* — 1 + ) |w]?) .

N
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Démonstration. Soient v,w € E. D’apres les derniéres égalités de la preuve du corollaire BZXM4,
on a

Re((v,w)) = = (v + wl? —[v]® - HU’HQ) :

N | =

On a donc également

. , 1 .
(v + iw]* = ol* = Jiw]?) = 5 (lo +aw]* = Jol* = |w]?).

Or Re((v,iw)) = Re(i{v, w)) = Re(—i(v,w)) = Im({v,w)) donc

Re((v, iw) — %
1 - 2 2 2
Im({v,w)) = 3 (v + iw]* = Jo]* = Jw|) .

Au total,

(v, w)

Re({v,w)) + i Im({v, w))

? ;
(o -+ wl? = oI = Jwl?) + 5 (Jo + il = o] - ]?)

N =N =

(lo +wl® + o+ iw]* — (1 + D) ol* = (1 + ) |w]?) -

3.3 Orthogonalité dans les espaces hermitiens

Soit (E,{-,-)) un espace hermitien.
A Tinstar du produit scalaire euclidien, le produit scalaire hermitien nous permet de définir
une notion d’orthogonalité :

Définition 3.3.1. Soient v et w deux vecteurs de E. On dit que v et w sont orthogonauz si
{v,wy = 0. Dans ce cas, on dira aussi que v est orthogonal ¢ w et que w est orthogonal a v
({v,wy =0 si et seulement si (w,v) =0 car (w,v)y = (v, w)).

Ezemple 3.3.2. Dans C2 muni du produit scalaire hermitien canonique, les vecteurs (i,1) et
(i, —1) sont orthogonaux : {(i,1), (i, —1))ean =i x i+ 1 x (=1) =1 -1 = 0.

La version du théoreme de Pythagore adaptée au cadre hermitien est I’énoncé suivant :

Lemme 3.3.3 (Théoreme de Pythagore). Soient v et w deux vecteurs de E. Si v et w sont
orthogonauz, alors ||v + w|? = ||v]? + |w]|?.

Démonstration. On a ||v +w|? = |v]|? + 2 Re((v, w)) + |w|?. Ainsi, si v et w sont orthogonaux
i.e. (v,w) =0, on a bien |v+ w|? = |v|? + |w]|?. O

Remarque 3.3.4. Dans le cadre hermitien, la réciproque du théoréme de Pythagore n’est plus
vraie en général. Par exemple, si on considére les vecteurs v := (1,0) et w := (i,0) de C? muni
du produit scalaire hermitien canonique, on a |[v]|? =1, |w|? = 1 et ||v + w|? = ||(1 +4,0)|? =
2 = |[v|? + |w|?, alors que les v et w ne sont pas orthogonaux.
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Une équivalence vraie est la suivante : avec les notations du lemme BZ33, v et w sont
orthogonaux si et seulement |v + w|? = |[v]|? + [|w]? et v + iw|? = |v]?* + |w|?. En effet, si
ces deux dernieres égalités sont satisfaites alors, d’apres les relations établies dans la preuve du
lemme B2R, Re({v,w)) = 0 et Im({v, w)) = 0 i.e. (v,w) = 0.

Les notions de base orthogonale et de base orthonormale pour un espace hermitien sont
exactement les mémes que dans le cadre euclidien :

Définition 3.3.5. Soit B = {e1,...,e,} une base de E. On dit que B est

e une base orthogonale de E si pour tous k,l € {1,...,n} tels que k # 1, {ex,e;y =0,

e une base orthonormale de E si pour tous k,l € {1,...,n}, {ex,e;) = k.

Exemple 3.3.6. e Sin e N\{0}, la base canonique de C" est une base orthonormale pour le
produit scalaire hermitien canonique sur C" (exemple B2272 1.).

e Une base B de F est une base orthonormale pour le produit scalaire hermitien associé
(-, (exemple B272 2.).

De fagon analogue au cadre euclidien (cf. remarque ZZ38), si B = {eq, ..., e, } est une base or-
n n n
thonormale pour (-, Yet v,w € F,onav = Z<’U, epyeret{v,wy = 2 (v, epXw, ey = Z (v, e e, w).
k=1 k=1 k=1

On définit également les notions de famille orthogonale de E et de famille orthonormale
de F (de telles familles sont des familles libres de E) et le procédé d’orthonormalisation de
Gram-Schmidt reste valable dans le cadre hermitien :

Théoréme 3.3.7 (Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt). aSoit {v1,...,v,} une
famille libre de E. On peut construire, de facon algorithmique, une famille orthonormale
{e1,...,ep} de E telle que, pour tout k € {1,...,p}, Vect{ei,..., e} = Vect{vi,...,vi} (en
particulier, {e1,..., ey} est une base orthonormale de Vect {vy, ..., vp}).

Démonstration. La preuve est identique a la preuve du théoréme 22377 O
Ezemple 3.3.8. On détermine une base orthonormale du sous-espace vectoriel
Fi={(z,y,2,t)eC* |z —y + iz — it = 0}

de C* par rapport au produit scalaire hermitien canonique. On commence par remarquer que les
vecteurs v := (1,1,0,0), vy := (1,0,4,0) et v3 := (0,0, 1, 1) forment une base (non orthogonale)
de F. On applique ensuite le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt : on pose

€1 = V1 = (1,1,0,0)
<’02,€1> 1 1 1 . 1 .
= ————fe1=v9—=-€61=|=-,——=,1,0) = =(1,—-1,2¢,0
€2 V2 lei? € =12 56 5 "t 2( i,0)
ey = (1,—1,24,0)
(vs3,€1) (v, €3) , 2, o1l L. .
= - - = + — = 77_777)1 =3 )_7173
G T T g 2T e T 3Tyt T3

eh = (i,—i,1,3).
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La famille {€1, €}, €5} est alors une base orthogonale de F et la famille

1 1 , 1
{ﬂ(l, 1,0,0), %(1, —1,2i,0), ﬁ(z, —i, 1,3)}

est une base orthonormale de F'.

En particulier, le théoreme BZ3dapermet de montrer 'existence d’une base orthonormale
pour 'espace hermitien (E,{-,-). Il permet également de montrer que toute famille orthonor-
male de E peut étre complétée en une base orthonormale de E.

Si maintenant A est un sous-ensemble de F, on définit aussi I'orthogonal
At :={ve E|Ywe A, (v,w) =0}

de A, qui est un sous-espace vectoriel de F.

Exemple 3.3.9. Dans C? muni du produit scalaire hermitien canonique, on a
{(—2,3 +2i, i)} = {(2,y,2) € C* | {(x,9,2), (—2,3 + 20, —i))ppn = —22 + (3 — 20)y + iz = 0}.

Si F' est un sous-espace vectoriel de E, on retrouve, par des arguments identiques au cadre
euclidien (cf. proposition 2273 et sa preuve), les propriétés suivantes :

Proposition 3.3.10. On a :
1. E=F@F,
2. (FH)' = F.

On peut ainsi définir la projection orthogonale sur F', i.e. la projection sur F' parallélement

a FL, notée pp, et la symétrie orthogonale par rapport & F, i.e. la symétrie par rapport & F

parallelement & F1, notée sp.
Exactement comme dans le cadre euclidien, si v € E, on peut calculer la distance hermitienne de v a F
d(v, F) := ing [w —v| & laide de la projection orthogonale sur F' : on a
we

)

d(v, F) = v = pr(v)| =

p
v = Z <Uu ek> €k
k=1

si {e1,...,ep} est une base orthonormale de F.

3.4 Représentation matricielle du produit scalaire hermitien

Soit (E,{:,-)) un espace hermitien et notons n := dim(FE). Si B = {ey, ..., e,} est une base
T Y1
de E et si v et w sont deux vecteurs de X de coordonnées respectives | : [et | : | dans la

In Yn
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base B, alors

n n
wowy = (D] wher, ), yl6l>
f=1 =1
PESRC Y

1<k,l<n

Z i, {exs €1 YI

1<k,l<n

= tMatB(v)(<ek,eﬁ)lsk’KHMa‘cB(w),

et on note Mat%Sh ({5 )) == (e, €) <y <, la matrice représentative du produit scalaire

hermitien ¢-,-) dans la base B.

Ezemple 3.4.1. On reprend les notations de I'exemple BZ38 : on note B la base {(1, 1,0,0), (1,0,4,0),(0,0,1,1)}
du sous-espace vectoriel F' := {(x,y, 2,t)eCt |z —y+iz—it= O} de C*. Alors, en notant

(-, la restriction du produit scalaire hermitien canonique sur C* & F, on a

2 1 0
Math™ (¢, ) =1 2 i
0 —i 2

A T'instar du cas euclidien, Matf;h ((+,+)) = I, si et seulement si B est une base orthonormale
de E.

Remarquons de plus que, comme la forme (-,-) est symétrique hermitienne, la matrice
Matl™ ((-,-)) est hermitienne : une matrice A de M,,(C) est dite hermitienne si *A = A.

Par ailleurs, si B’ est une autre de base de E :

Proposition 3.4.2. On a
Matl" (¢, ) = "Pgp Maty" (¢, ) Ps_p

Démonstration. Soient v,w € E. Notons X := Matp(v), Y := Matg(w) et A := Mat%Sh (-, ),
ainsi que X’ := Matp (v), Y’ := Matg (w) et A’ := Matgs,h (¢, ).

Ona X' = PB/*)BX = PBHBI_IX = X = PB*)B/X/ et Y = PB’—)BY = PBHB/_IY <Y =
PB_,B/Y,. Ainsi,

(v,wy = 'XAY
"(Pp—pX') A(Pa—pY’)
= X' ("Ps_pAPs_p)Y"

En particulier, si I'on note B’ = {e},...,¢€}}, on a, pour tous k,l € {1,...,n}, <e§,69> =
X; (‘P A Pg_p) X; (avec les notations introduites dans la preuve de la proposition 254)

et donc A’ = ({e}, e])) =P 3 A Pg_p. O

1<k,l<n
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3.5 Endomorphismes unitaires et matrices unitaires

Soit (E, (-, -)) un espace hermitien de dimension n € N\{0} et soit f un endomorphisme de E.
De fagon analogue au cadre euclidien, on peut considérer les endomorphismes qui préservent le
produit scalaire hermitien :

Définition 3.5.1. On dit que f est un endomorphisme unitaire de E si pour tous v,w € F,

(), f(w)) = (v, w).

Cette derniére condition est équivalente a la préservation de la norme hermitienne || - ||
associée a (-, ) :

Proposition 3.5.2. f est un endomorphisme unitaire si et seulement si f conserve la norme

hermitienne || - | si et seulement si f conserve la distance associée a la norme || - |.
Démonstration. On montre que si f conserve la norme hermitienne | - |, alors f est unitaire.
Le reste de la démonstration est tout a fait identique a la preuve de la proposition 263.
Supposons donc que f conserve | - || et soient v, w € E, alors
1 . . . ,
G, f@) = 5 (IF@) + F@)* +ilf () +if @)* = 1+ )| f@)[* = (1 + )] f(w)]?) (lemme EZF)
= 5 (f+w)* +ilfo+aw)]* = 1+ D|f )] = (L +9)[f(w)]*) (f est C-linéaire)
1

= 3 (Jv + w|? + v + iw|* — (1 + i) [v|* = (1 + i) |w|*) (f préserve la norme hermitienne)

= (v,w) (lemme BZR).

A l'instar du cadre euclidien,

e ’endomorphisme f est unitaire si et seulement si f associe a toute base orthonormale de
E une base orthonormale de E (la preuve de ce fait est tout a fait analogue a la preuve
de la proposition Z63),

e si f est unitaire, alors f est bijectif et f~! est également unitaire (la démonstration est
identique a celle du corollaire 276-7),

e la composition de deux endomorphismes unitaires est unitaire (la preuve est la méme que
celle de la proposition Z618).

En particulier, I’ensemble des endomorphismes unitaires de £ muni de la composition forme
un groupe :

Définition 3.5.3. L’ensemble, noté U (E,{-,-)) ou simplement U(E) lorsque le contexte est
clair, des endomorphismes unitaires de l'espace hermitien (E,{-,-)) est un sous-groupe du
groupe linéaire (GL(E), o) des automorphismes linéaires de E. On appelle (U(E), o) le groupe unitaire

de (Ea <" >)
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On en vient maintenant a la caractérisation matricielle, dans une base orthonormale, du
caractére unitaire d’'un endomorphisme de F. Soit B une base orthonormale de E.

Proposition 3.5.4. Notons A := Matg(f) la matrice représentative de f dans la base B.
L’endomorphisme f de E est unitaire si et seulement si 'tAA = I,, si et seulement si 'AA = I,.

Démonstration. Notons B = {ey, ..., e,}. L’endomorphisme f est alors unitaire si et seulement
si, pour tous k,l € {1,...,n}, (f(er), f(er)) = {ex,er) = k. Or, pour tous k,l € {1,...,n},

(f(ex), f@)) = "(AXp)AX; = X}, ("AA) X,

et donc f est unitaire si et seulement ‘AA = I, si et seulement !AA = I, si et seulement
tAA = I,,. O

On dira qu'une matrice A de M,,(C) est unitaire si elle vérifie *tAA = I,,. Remarquons que

e une matrice de M,,(C) est unitaire si et seulement si les vecteurs colonnes qui la composent
forment une base orthonormale de C™ muni du produit scalaire hermitien canonique,

e une matrice unitaire A est inversible et son inverse, également unitaire, est sa “transcon-
juguée” tA,
e le produit de matrices unitaires est unitaire.

On note ainsi U, (C) le sous-groupe de (GL,(C), -) formé par les matrices unitaires de
M,,(C) : on appelle (U,(C), -) le groupe unitaire de M,,(C).

Ezemple 3.5.5. o La matrice

1 —1 -1+
1 1 1+
1+7 =141 0

de M3(C) est unitaire.
e Toute matrice de passage d’une base orthonormale de (E,{-,-)) a une base orthonormale
de (E,{:,-)) est unitaire.

Remarquons enfin que le déterminant d’une matrice unitaire, et donc d’un endomorphisme
unitaire, est un nombre complexe de module 1 :

Proposition 3.5.6. Soit A€ U, (C), alors |det(A)| = 1. Ainsi, si f e U(E), |det(f)] = 1.

Démonstration. On a YAA = I,, donc

1 = det(l,,) = det ("AA) = det ("A) det(A) = det (A) det(A) = det(A)det(A) = |det(A)|.
0

Remarque 3.5.7. Le sous-ensemble de U(E) des endomorphismes orthogonaux de déterminant
1 est un sous-groupe de (U(FE), o) appelé groupe spécial unitaire de E et noté SU(E).

Le sous-ensemble de U, (C) des matrices unitaires de déterminant 1 est un sous-groupe de
(Un(C), ) appelé groupe spécial unitaire de M,,(C) et noté SU,(C).
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3.6 Décomposition ()R d’une matrice a coefficients complexes
inversible

Soit n € N\{0}. Nous énongons dans cette section ’analogue de la décomposition QR pour
les matrices inversibles de GL,,(C) : toute matrice inversible de GL,,(C) peut s’écrire comme
le produit d’une matrice unitaire et d’une matrice triangulaire supérieure. Mais on peut étre
plus précis :

Théoréme 3.6.1 (Décomposition QR d’une matrice inversible). Soit n € N\{0} et soit A €
GL,(C). Il existe une unique matrice unitaire Q € U,(C) et une unique matrice R € GL,(C)
triangulaire supérieure d coefficients diagonaux réels strictement positifs telles que A = QR.
On appelle cette écriture la décomposition QR de A.

Démonstration. L’existence d’une décomposition QR pour A est donnée, comme dans le cadre
réel, par le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt (cf. théoreme BZ3) : si v1,...,v,
sont les vecteurs colonnes formant, dans 'ordre, les colonnes de la matrice A, on applique le
procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt a la base B := {v1,...,v,} de C" pour obtenir
une base orthonormale B’ = {ej,...,e,} de C" (par rapport au produit scalaire hermitien
canonique).
l
De plus, par construction, pour tout [ € {1,...,n}, ¢ = Z oLVE avee aq,...,aq—1 € C

k=1
et oy €]0; +oo[. Ainsi, la matrice de passage de la base B a la base B’ de E est triangulaire

supérieure et ses coefficients diagonaux sont réels strictement positifs. Il en est donc de méme
pour son inverse R := Pg _,5 et, si 'on note @ la matrice de passage de la base canonique
de C™ a la base B, @ est unitaire (les vecteurs colonnes qui composent ) forment une base
orthonormale pour le produit scalaire hermitien canonique sur C") et A = QR (A peut étre
considérée comme la matrice de passage de la base canonique de C™ & B).

La preuve de I'unicité de la décomposition QR de A est identique a celle présentée dans la
preuve du théoreme P71, O

Ezemple 3.6.2. Considérons la matrice

1 2 0
A=147 0 1
0 -3 1

de GL3(C) et notons vy := (1,4,0), vy := (2,0, —3i) et v3 := (0,1,1) € C3. On applique alors le
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procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt & la base {v1,v2,v3} de C3. On pose

e = v =(1,4,0)
(o, €1) 2 .
= —_ = —_ = = 1— —3
€2 U2 H€1HQ €1 = V2 261 (1, —1, 1)
(vs, €1) (vs, €2) i 4q 3t 3 1 1.
= - - = —e——e=|—,——— | ==—1(3,3,—-2
s BT T e 2T g () T2 3 Y
ey = (3i,3,-2)
1 1
ep = —e =—(1,4,0)
lex] V2
1 1 (1, i, —3i)
€y = ———€ = —F—I(1,—1,—91
lez] V11
L = (3i,3,—2)
e3 = €3 = — (3i,3,-2).
lesl ® V22
La matrice ,
[ 3i
V2 Vil V22
_ | = __z 3
R SR
7
0 =75 7%
est alors unitaire, et si ’on note
o [
. — _ _ 7
R=Q A="QA=1 0 11 ‘/1ﬁ ,
0 0 o7
I’égalité
1 1 3i i
oy ovm (V2 V2 %
7 1 1
7
0 -1 U= 0 7=

est la décomposition QR de A.

3.7 Endomorphismes hermitiens et matrices hermitiennes

Soit (E, {-,-)) un espace hermitien de dimension n € N\{0} et soit f un endomorphisme de E.
L’analogue hermitien de la notion d’endomorphisme symétrique est la notion d’endomorphisme
hermitien :

Définition 3.7.1. On dit que l’endomorphisme f de E est hermitien si pour tous v,w € F,
(), w) = v, f(w))-
Si A est une matrice de M,,(C), on dit que A est hermitienne si A est égale a sa “transcon-
juguée” ie. A = A < ‘A = Ai.e la transposée de A est égale a la conjuguée de A.
L’endomorphisme f est alors hermitien si et seulement sa matrice dans une base orthonor-
male de (F,{,-)) est hermitienne :
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Proposition 3.7.2. Soit B une base orthonormale de E et notons A := Matg(f) la matrice
représentative de f dans B. Alors f est hermitien si et seulement si la matrice A est hermi-
tienne.

Démonstration. Similairement au cadre euclidien (cf. preuve de la proposition Z832), si v,w € F
et si on note X := Matg(v) et Y := Matp(w), on a, comme B est une base orthonormale de E,

(f),w) ="AX)Y ='X'AY et (v, f(w))="XAY ='XAY.

Ainsi, pour tous v, w € E, {f(v),w) = (v, f(w)) si et seulement si ‘A = A i.e. A est hermitienne.
0

Remarque 3.7.3. Les coefficients diagonaux d’une matrice hermitienne de M,,(C) sont nécessai-
rement réels.

Nous allons & présent démontrer ’analogue hermitien du théoreme spectral 224 :

Théoréme 3.7.4 (Théoréme spectral). aOn suppose que l’endomorphisme f est hermitien.
Alors

e f est diagonalisable,
o les valeurs propres de f sont réelles,
o les sous-espaces propres de f sont orthogonauzx deux o deux.
En particulier, f est diagonalisable dans une base orthonormale de E.

Démonstration. On commence par montrer que les racines de x s (qui est un polynéme scindé

car le corps de base est C) sont toutes réelles. On reprend, en I'adaptant, ’argumentaire de la

preuve du théoreme PZXA : soit By une base orthonormale de E, notons A := Matg,(f), soit
T1

A€ Sp(A) = Sp(f) et soit X = | : | un vecteur propre de A associé & A\. On applique alors la
T,

conjugaison complexe & ’égalité AX = \X, de sorte que AX = X X.

On considére maintenant 'égalité {(AX)X = XA X (vérifiée car ‘A = A : A est la matrice
représentative de ’endomorphisme hermitien f dans la base orthonormale 5j) ou I’on remplace
AX par AX et AX par A X : on obtient ainsi

FAX)X ='XAX de. Azl =X |zi* ie. A=X ie. AeR
i=1 =1

n
(Z |a:z\2 # 0 car X, en tant que vecteur propre, n’est pas le vecteur nul).
i=1
Comme ’endomorphisme f est hermitien et ses valeurs propres sont réelles, la suite de la
preuve est identique & celle du théoréeme 22X O

La version matricielle du théoréme spectral BZZ2 est le résultat suivant :
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Corollaire 3.7.5. Soit A une matrice hermitienne de M, (C). Alors il existe une matrice
unitaire U € U, (R) et une matrice diagonale D € M,,(R) a coefficients réels telles que

D =U1AU = 'UAU.

Démonstration. La preuve est semblable a la preuve du corollaire 2874 : on utilise le fait
qu’une matrice hermitienne de M,,(C) est la matrice représentative dans la base canonique de
C™ d’un endomorphisme hermitien par rapport au produit scalaire hermitien canonique, et que

la matrice de passage d’une base orthonormale & une base orthornomale est unitaire. O
01 —i
Ezemple 3.7.6. On considere la matrice A:= [1 0 —i]e M3(C) : A est hermitienne et on a
i1 2
-X 1 —1
XA = 1 —X —1
i i 2—-X
-X-1 1 —i
= 1+X X —i
A ) i 2-X
1 1 —1

= (—1-X)|-1 —-X  —i
0 i 2-X
11 —i

- (-1-X)0 1-X -2
Li—L>+L1

0 i 2-X

- e

= (=1 =X)[(1 - X)(2-X) -2
(—1—-X) (X* - 3X)

= (-1-X)(-X)3 - X).

Ainsi, Sp(A) = {—1;0;3}. De plus, E_; = Vect{(1,-1,0)} = Vect{iz(l,—l,O)}, Ey =

f
Vect{(i,i,1)} = Vect {%(2 i, 1)} et s = Vect{(1,1,2i)} = Vect {%(1, 1, 2z')}.
Si I'on note alors L ; L
i
Ui=|-75 R e M3(C),
0 L 2=
V3 6
la matrice U est unitaire et on a
-1 0 0
vltau=[(0 0 0
0 0 3
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Remarque 3.7.7. La réciproque du théoreme B74 est également vraie, en ce sens que si l'en-
domorphisme f est diagonalisable dans une base orthonormale et si Sp(f) < R, alors f est
hermitien. En effet, supposons qu’il existe une base orthonormale B de E et une matrice dia-
gonale D de M, (R) < M,,(C) telle que Matp(f) = D, alors

‘D=D =D,

donc D est hermitienne, et en conséquence f est hermitien par la proposition B=72 (B est une
base orthonormale de E).

3.8 Diagonalisabilité des endomorphismes et matrices unitaires

Soit (E,{-,-)) un espace hermitien de dimension n € N\{0}. Nous allons montrer dans cette
section que tout endomorphisme unitaire de E est diagonalisable dans une base orthonormale
et que ses valeurs propres sont toutes de module 1.

Précisément, soit f un endomorphisme de E, on a le résultat suivant :

Théoréme 3.8.1. Si f est unitaire alors
o f est diagonalisable,
e les valeurs propres de f sont de module 1,
o les sous-espaces propres de f sont orthogonauxr deux d deux.
En particulier, f est diagonalisable dans une base orthonormale de E.

Démonstration. On adapte le début de la preuve du théoreme 22O du cadre euclidien.

Nous allons montrer par récurrence que pour tout n € N\{0}, tout espace hermitien (E, (-, -))
de dimension n et tout endomorphisme unitaire f de F, les valeurs propres de f sont de mo-
dule 1 et f est diagonalisable dans une base orthonormale de E (en particulier, les sous-espaces
propres de f sont orthogonaux 2 a 2).

Pour n = 1, soit F = Vect{v} un R-espace vectoriel de dimension 1 muni d’un produit
scalaire hermitien (-,-) et soit f un endomorphisme unitaire de E. Il existe a € C tel que
f(v) = av et alors | f(v)|| = |av| = |a||v|. De plus, comme f est unitaire, on a |f(v)]| = |v|
donc |al|jv| = ||v| et donc || =1 (|v|| # O car v # O car v engendre E). Enfin la matrice de f

dans la base {v}, ainsi que dans la base orthonormale II%\I}’ est («).

Supposons maintenant la propriété vérifiée pour tout entier naturel non nul strictement
plus petit que n avec n € N\{0} fixé et considérons I’endomorphisme unitaire f de 1’espace
hermitien £ de dimension n.

Soit A\ € Sp(f) et soit v un vecteur propre de f pour la valeur propre A\. On a d’une part
[f(0)| = M| = |A||v] et, d’autre part, | f(v)| = |v|| car f est unitaire. Ainsi |A||v| = |v|
et donc |A| = 1 (car v est un vecteur propre de f donc v # Op donc |v|| # 0). De plus,



3.8. DIAGONALISABILITE DES ENDOMORPHISMES ET MATRICES UNITAIRES 103

comme F := Vect{v} est stable par f (car v est un vecteur propre de f), 'orthogonal F*
de F est également stable par f par la version hermitienne du lemme 293 (la preuve est
identique) : comme dim (F l) =n — 1 < n, on peut alors appliquer 'hypothese de récurrence

a l'endomorphisme unitaire fjpo : F: : f};:) de F' et obtenir Pexistence d’une base
orthonormale By de F* telle que
A1 0
Matp, <f|FJ_> = _
0 An—1
ol les nombres complexes A1, . .., Ap_1 sont tous de module 1. Considérant 1’égalité F@F+ = F

(proposition B=310) et la base orthonormale B’ := {L} de F, la famille B := {B’, By} est une

[v]l
base orthonormale de E et on a

A 0
A
Matg(f) =
0 )\nfl
O
Remarque 3.8.2. e La réciproque du théoreme BX est également vraie : si I’endomor-

phisme f est diagonalisable dans une base orthonormale et si ses valeurs propres sont
toutes de module 1, alors f est unitaire.

En effet, supposons qu’il existe une base orthonormale B de E et des nombres complexes
AL, ..., Ap de module 1 tels que

A 0
Matg (f) = =:D.
0 An
Alors
A 0\ /M 0 |Ap|? 0 1 0
‘DD = _ _ =1,
0 A/ \ O An 0 |An|? 0 1

La matrice D = Matg (f) est ainsi unitaire, et donc, par la proposition B34, I’endomor-
phisme f est unitaire (la base B de E est orthonormale).

e Si A € M,,(C) est une matrice unitaire, alors il existe U € U,,(C) et des nombres complexes
A, ..., Ay tous de module 1 tels que

A\ 0
U AU = 'UAU =
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Ezemple 3.8.3. On considere la matrice unitaire

1+ 1—4 0
A::§ 1—i 144 0]eU;s(C).
0 0 2
Son polynéme caractéristique est
1 1—i
RN
0 0 1-X
1 2 /1 2
(R
2
= 1-X)i—X)(1-X)
= (1-X)*(i - X),
et on a
1—4 1—4 0 1 1 1
E,=Ker |1—7 1—1 0 = Vect —1 =Vect<{ — | —1
0 0 2-2% 0 2\ o
et
144 1—4 0 1 0 1 1 0
EFi=Ker | -1—¢ 1+1¢ 0] = Vect 11,10 = Vect 7 11,10
0 0 0 o/ \u 2\o/ \u

Ainsi, si 'on pose

1 1 9
V2 A2
U=|-+ L o
V2 V2 ’
0 0 1
U est unitaire et on a
i1 0 0
Utau=10 1 0
0 0 1



Chapitre 4

Espaces préhilbertiens et espaces
hilbertiens

4.1 Introduction

On considere dans ce chapitre les espaces vectoriels sur R, resp. sur C, munis d’un produit
scalaire, resp. d’un produit scalaire hermitien : les espaces préhilbertiens réels, resp. complexes.
Possiblement de dimension infinie, ces espaces préhilbertiens sont des généralisations des es-
paces euclidiens et hermitiens. Dans ce chapitre, on mettra en avant les propriétés des espaces
euclidiens et hermitiens qui restent vraies pour les espaces préhilbertiens de dimension infinie
et on soulignera celles qui ne se généralisent pas.

Dans la derniere partie de ce chapitre, on considerera la “véritable” généralisation de la
notion de base orthonormale, a savoir la notion de base hilbertienne. Les “véritables” généra-
lisations des espaces euclidiens et hermitiens sont quant a elles les espaces hilbertiens.

4.2 Espaces préhilbertiens réels et complexes

Définition 4.2.1. o Un espace préhilbertien réelaest un R-espace vectoriel muni d’un pro-
duit scalaire (définition Z2Z1).

e Un espace préhilbertien complexedest un C-espace vectoriel muni d’un produit scalaire
hermitien (définition B21).

Soit K =R ou C.

Exemple 4.2.2. 1. Tout espace euclidien est un espace préhilbertien réel. Tout espace her-
mitien est un espace préhilbertien complexe.

2. Pour tous polynémes P et Q de K[X], on définit
1 [

(PQ) = j P(O)QD)dr.

0
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K[X] x K[X] — K
(P,Q) - (PQ)
e un produit scalaire sur R[X] si K = R (voir exemple 222 4.) : (R[X],{:,-)) est alors
un espace préhilbertien réel (non euclidien)

e un produit scalaire sur C[X] si K = C (voir exemple B224.) : (C[X],{:,-)) est alors
un espace préhilbertien complexe (non hermitien).

L’application (-, -) : est alors

. Plus généralement, soient a,b € R, si f et g sont deux fonctions continues sur [a,b] &

valeurs dans K, on définit
b _
fr 9 ::J f(t)g(t)dt.

Si on note alors C%([a,b],K) le K-espace vectoriel des fonctions continues sur [a,b] &
valeurs dans K, le couple (CO([a, b], K), (-, >) est un espace préhilbertien réel si K = R,
un espace préhilbertien complexe si K = C.

. On note [2(K) I'ensemble des suites (7,,)nen & termes dans K telles que la série Z |20

n
converge. Il s’agit d'un sous-espace vectoriel du K-espace vectoriel des suites a termes
dans K : si \, € K et (2)nen, (Yn)nen € 12(K), on a, pour tout n € N,

Ao+ pyal? < A |zl + ] [yn]?

et, comme la série & termes réels positifs Z <|)\| ESEEN |yn|2) converge, il en est de
neN

méme pour la série a termes réels positifs Z ATy + pyn
neN

| 2

Soient maintenant deux suites (2, )nen €t (Yn)nen de 12(K), alors, si (-, ean désigne le
p.s., resp. p.s.h, canonique sur R¥, resp. C*, on a, pour tout k € N,

k k
n=0 n=0
= <(|x1|7"'7’xk‘)7(|y1|7"'7‘yk|)>can
< H(|JI1‘ 1t ’xk‘)Hcan H(|y1‘ FAI) |yk|)Hcan
= H(‘rh""xk)ucan H(y17"'?yk)Hcan
k k
= Z ‘xn‘Q Z |yn|2
\n=0 \n=0
+00 +00
SINDNESADN Tk
\n=0 n=0

et cette derniére quantité est finie puisque les suites (2, )nen €t (Yn )nen sont des éléments
k

de I?(K). Ainsi, la suite & termes réels positifs (Z |3:nyn|> , étant bornée, converge,
keN

n=0
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autrement dit la série de terme général x,y,, n € N, converge absolument. En consé-
quence, la série de terme général x,,7,, n € N, converge et on définit alors

400

<($n)neNa (yn)neN> = Z TnYn-

n=0

Montrons a présent que le couple (ZQ(K), -, >) forme un espace préhilbertien. Par les regles
usuelles sur les séries, application (-, ) : [?(K) x [?(K) — K est bien bilinéaire, resp. ses-
quilinéaire, ainsi que symétrique, resp. symétrique hermitienne, et enfin, si (2, )nen € 12(K),

on a
+00

<(xn)neN> (n)nen) = Z ‘$n’2 =0

n=0

+00
et Z |2,|* = 0 ssi pour tout n € N, |z,|* = 0 ssi pour tout n € N, z,, = 0.
n=0
Exposons ci-dessous les propriétés des espaces euclidiens et hermitiens qui se généralisent
aux espaces préhilbertiens.
Soit donc (E,{:,-)) un espace préhilbertien, réel ou complexe. On note, pour tout vecteur

vde E, |v]| := +/{v,v).

Lemme 4.2.3 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Pour tous vecteurs v et w de E, on a l’inégalité
Ko, wy| < lvlwl],

et [v,wy| = |[v||w]| si et seulement si les vecteurs v et w sont liés.

Démonstration. La preuve du lemme B3 (ou l'on n’utilise jamais le fait que la dimension de
Pespace ambiant soit finie) peut parfaitement étre appliquée dans le cadre préhilbertien général
(complexe ou réel). ]

Ezemple 4.2.4. En appliquant le lemme B=21 aux exemples B2272, on obtient les inégalités

b L b b
. ff(t)g(t)dt‘g\/f ]f(t)|2dt\/f lg®)|?dt sia,beR, f,geCa,b],K),

+00

+00
< Z |$n|2 2 !yn|2 si (xn)nENa (yn)neN € l2(K)
n=0

n=0

+00
o |zt
n=0

En conséquence de I'inégalité de Cauchy-Schwarz (voir preuves des corollaires 2277 et BZ4),
le couple (E, || - |) forme un espace vectoriel normé.

Remarque 4.2.5. Les identités “de polarisation” en dimension finie (remarque 2228 et lemme
B™ZR) restent également valables dans les cadres préhilbertiens réel respectivement complexe :

e si (E,{-,-)) est un espace préhilbertien réel et v,w € FE,

w,wy =5 (o +wl? = Jol? = Jul?).
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e si (E,{-,-)) est un espace préhilbertien complexe et v, w € E,

(v,wy =

(lo +wl® + o+ iw]* — (1 + D) v)* = (1 + ) |w]?) .

N |

Par ailleurs, dans tout espace préhilbertien (qu’il soit réel ou complexe), on a 'identité dite
“du parallélogramme” :

Lemme 4.2.6. Pour tous v,w e F, on a
[o +wl? + o —w]? = 2 (Jo]* + |w]?) .
Démonstration. Soient v,w € E, on a

[o+wl|? + o —w|* = Jv|* +2Re({v,w)) + |w]|* + [v]* — 2Re((v, w)) + |w]
= 2([ol* + Jwl?)

4.3 Orthogonalité dans les espaces préhilbertiens

Soit (E, (-, -)) un espace préhilbertien. Comme en dimension finie, on peut définir une notion
d’orthogonalité par rapport a (-, -).

Définition 4.3.1. Soient v et w deux vecteurs de E. On dit que v et w sont orthogonaux si
(v,w) = 0. Dans ce cas, on dira aussi que v est orthogonal d w et que w est orthogonal a v.

On appellera également famille orthogonale toute famille de vecteurs non nuls de E deux
a deux orthogonauz, et famille orthonormale toute famille orthogonale {v;,i € I} (ot I est un
ensemble) de E telle que, pour tout i€ I, |v;| = 1.

Remarque 4.3.2. Comme en dimension finie (cf. remarque EZ384a3.), toute famille orthogonale
de F est libre. En effet, soit {v;,7 € I'} une famille orthogonale de E, alors toute sous-famille
finie {v;,7 € J} (avec J un sous-ensemble fini de I) est une famille orthogonale finie de E et est
donc libre par les mémes arguments que dans la remarque P2Z38a3.

Ezemple 4.3.3. Considérons le C-espace vectoriel C°([0,27], C) muni du produit scalaire her-
mitien défini dans I'exemple 2272 3. Pour tout n € Z, posons

[0,27r] — C

Pn 1= + —  eint

La famille {¢, | n € Z} est alors une famille orthogonale pour (-, -). En effet, si n, m sont deux
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entiers relatifs distincts, on a

27 ) .
{fn, Pm) = f eMteimtdt

I
= fo% in=mtqy
= fo% (cos ( m)t) +isin ((n —m)t)) dt
2 2
= . cos m)t )dt—i—zfo sin ((n—m)t)dt
— {n msm n—m)t)]zwjL {—n_lmcos ((n—m)t)]z7r
=0

Remarquons enfin que la famille {\/%cpn |ne Z} est une famille orthonormale pour (-, -)

21 2
lonl? = L e |* dt = J 1dt = 2.

0

car, sin € Z,

Le théoreme de Pythagore, par une démonstration identique a la preuve du lemme B33,
est également vrai dans tout espace préhilbertien :

Lemme 4.3.4 (Théoréme de Pythagore). Soient v et w deux vecteurs de E. Si v et w sont
orthogonauz, alors ||v + w|? = ||v]? + |w]|?.

Remarque 4.3.5. Si E est un espace préhilbertien réel, la réciproque du théoreme de Pythagore
est vraie : la preuve est identique a celle du lemme P2Z373.

On peut définir les notions de base orthogonale et de base orthonormale (une base qui est
également une famille orthogonale, resp. orthonormale) pour les espaces préhilbertiens géné-
raux mais on en vient & une premiere différence essentielle entre les espaces préhilbertiens de
dimension finie et les espaces préhilbertiens de dimension infinie : un espace préhilbertien de
dimension infinie peut ne pas posséder de base orthonormale.

Cependant, le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt reste valable en le sens sui-
vant :

Théoréme 4.3.6 (Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt). Soit {v1,...,v,} une fa-
mille libre finie de . On peut construire, de facon algorithmique, une famille orthonormale
{e1,...,ep} de E telle que, pour tout k € {1,...,p}, Vect{ey,...,ex} = Vect{vy,...,vx} (en
particulier, {e1,...,ep} est une base orthonormale de Vect {vy,...,vp}).

Démonstration. Le procédé est identique au procédé décrit dans la preuve du théoreme 22374
O
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Remarque 4.3.7. Le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt est appliqué a des familles
libres finies. En particulier, tout sous-espace vectoriel de E de dimension finie posséde une base
orthonormale.

On définit enfin I’orthogonal d’un sous-ensemble quelconque de E : si A est un sous-ensemble
de E, on note
At :={ve F|Ywe A, (v,w) = 0}

lorthogonal de A, qui est un sous-espace vectoriel de E (la démonstration est la méme que
celle du lemme 2Z273). Avec des justifications identiques au cadre euclidien (cf. remarque 242),
on a alors {0p}+ = E et B+ = {0g}.

Si maintenant F' est un sous-espace vectoriel de ’espace préhilbertien E, on a les propriétés

suivantes :
Proposition 4.3.8. On a :
1. Fn Ft ={0g},

2. Fc (FY)*.

Démonstration. On montre la deuxieme assertion de la méme facon que dans le cadre de la
dimension finie (cf. proposition 2273 et sa preuve, proposition B=311).

Pour prouver la premiére assertion, considérons v € F n F- : on a alors (v,v) = 0 (comme
ve Fetve FL) et doncv = 0p. O

Remarque 4.3.9. Si E est de dimension infinie, les inclusions E ¢ F @ Ft et (F L)l c F ne
sont pas vraies en général.

Par contre, si F est de dimension finie, F'* est bien un supplémentaire de F dans E :

Proposition 4.3.10. On suppose que le sous-espace vectoriel F' de E est de dimension finie.
Alors

E=F®Ft

Démonstration. Notons p la dimension de I’espace vectoriel de dimension finie F' et soit {e1, ..., ep}
une base orthonormale de F' (une telle famille existe par le théoreme B=31).
Soient v € F et w e F. Alors

v—weFt ssi Vke{l,...,p},(v—w,ep) =0
ssi Vke {17"'7p}7<v76k> = <w76k>

P
ssi w= Z(v,ek>ek
k=1

p

(la famille {eq,...,ep} étant une base orthonormale de F', w = Z {w, eyer). Ces équivalences
k=1

montrent en particulier que si v € E, il existe un (unique) vecteur w de F, & savoir le vecteur

P
w = Z@,ek}ek, tel que v —w e F4, et alors v =w + (v —w) € F® F*. O
k=1
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Dans le cas ou F' est de dimension finie, on peut donc définir la projection sur F paralle-
lement & F*, notée pr et appelée projection orthogonale sur F. Si {ey,...,e,} est une base
orthonormale de F et si v € E, nous avons montré dans la preuve précédente que

p
pr(v) = Z (v, ex)ek.
k=1

De plus, de la méme fagon que dans les cadres euclidiens et hermitiens (cf. proposition 22710 et
sa preuve, remarque ZZ11), pour tout w € F, ||[v —w| < |v — pr(v)| et |[v —w| = v — pr(v)|
ssi w = pp(v). En particulier, on a d(v, F) := ing |w—v| = ||lv—pr)]|.

we

Corollaire 4.3.11. Si F' est de dimension finie, (Fi)l =F.

Démonstration. On a déja montré dans la proposition 238 que F' est inclus dans (FL)L

Pour montrer I'inclusion réciproque, soit v € (FL)l et écrivons v = pp(v) + v — pr(v) (on a
E = F® F* comme F est de dimension finie). On a alors

0 = (v,v—pr)) (carv—pr(v)e FLetve (FL)l)
= (pr() +v—pr(v),v—pr(v))
= (r(),v = pr(v)) + (v = pr(v),v = pr(v))
= (v—pr(v),v—pr(v)) (car pr(v) et v —pr(v) € F1),
et donc v — pp(v) = 0 i.e. v = pp(v) € F. O

4.4 Familles totales et bases hilbertiennes

Soit (E, (-, -)) un espace préhilbertien. Si F est de dimension finie n € N\{0} et si {e1, ..., e}
est une base orthonormale de F/, on a, pour tout v e E,

n
v = Z (v, er) eg
k=1

et

n

2

[ol? = 3 K, el
k=1

Si maintenant E est de dimension infinie, F ne possede pas nécessairement de base ortho-
normale. Dans le cas ou E posséde une telle base orthonormale dénombrable, on peut énoncer
I’analogue suivant des égalités ci-dessus :

Proposition 4.4.1. Supposons que E posséde une base orthonormale dénombrable {ey, k € N}.
Alors, pour tout v e E,

400

e la série Z<U,€k> e converge et Z (v, exyer =,
k k=0
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0
e la série (a termes réels positifs) Z (v, ep)|? converge et Z v, en))® = |v]?.
k k=0
Pour démontrer ce résultat, nous allons montrer un résultat plus général mettant en jeu la
notion de famille totale de F :

Définition 4.4.2. Soit {v;,i € I} une famille de vecteurs non nuls de E. On dit que cette
famille est totale si ’espace vectoriel engendré par la famille {v;,i € I} est dense dans E par
rapport a la topologie induite par la norme associée a {-,-), i.e.

Vect {v;,ie I} = FE

i.e.
Vv e E,Ye > 0,3w e Vect {v;,i € I}, v — w|| <e.

Remarque 4.4.3. Avec les notations ci-dessus, w € Vect {v;,i € I} signifie que w peut s’écrire
comme une combinaison linéaire finie de vecteurs de la famille {v;,i € I}.

Ezemple 4.4.4. Dans C°([0,1],R) muni du produit scalaire défini dans I'exemple E=22 3., la
famille de fonctions polynomiales f,, : t € [0,1] — t" € R, n € N est totale. En effet, soient
feC®(0,1],R) et € > 0, d’apres le théoréme de Weierstrass, il existe une fonction polynomiale
p : [0,1] — R telle que pour tout t € [0, 1], |f(t) — p(t)] < e. On a alors p € Vect {f,n € N}
(car p est une fonction polynomiale) et

! 2
If —pl* = L (f(t) —p(t)) dt < €.

Nous allons montrer le théoréme suivant :

Théoréeme 4.4.5. Supposons qu’il existe dans E une famille orthonormale, totale et dénom-
brable {ex, k € N}. Alors, pour tout v,w € F,

+00
e la série Z<U,€k> e converge et Z (v, exyer =,
k k=0
e la série (d termes complexes) Z<v,ek> (w, ey converge et Z (v, ey {w, ey = (v, w),
k k=0

0
e la série (a termes réels positifs) Z v, epd? converge et Z K, ed = v]?.

k k=0
Démonstration. Soit v € E et soit € > 0. Comme la famille {ex, k € N} de E est totale, il existe
N e N, w € Vect{eg,...,en} tels que |[v — w| < e. Soit maintenant n € N tel que n > N et
notons F' := Vect {eg, ..., ey} : la famille {eq, ..., ey} est une base orthonormale du sous-espace
vectoriel de dimension finie F' de E et on a donc

= v =pr)| < v—-w| <e

n
v = Z <’U, €k> €k
k=0
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car w € Vect {eq,...,en} < Vect{ep,...,en} = F

On a ainsi montré que pour tout € > 0, il existe un entier naturel N tel que pour tout
n

v— 2@ eryer| <

k=0

entier naturel n au moins égal a N, 'inégalité € est vérifiée, autrement dit

n
que la suite des sommes partielles (Z@, ek ek> converge vers v i.e. la série Z@, ek ek
k=0 neN k

+o0
converge et Z (v, exyer = v.
k=0

Soient maintenant v,w € F et n € N, on a

(v, wy — Z (w, €k>€k>‘

<v w — Z {w, ek>ek>‘

w — Z {w, exyeg

k=0

<U7 ’LU> - 2 <’U¢ ek> <U), ek>

k=0

N

Jv] (par l'inégalité de Cauchy-Schwarz).

n
w— Y (w,ex)ex
k=0
l'on a démontré plus haut : par le théoreme d’encadrement, la suite a termes réels positifs

( <U’ w> - Z <U’ €k> <’LU, 6k>

k=0
n
tielles <Z (v, ey {w, ek>> converge vers (v, w).
k=0

Or la suite a termes réels positifs <

) converge vers 0 par ce que
neN

) converge donc elle aussi vers 0 i.e. la suite des sommes par-
neN

neN
En particulier, la série Z(v, ey {w, ey = Z [(v, e)]? converge vers (v, v) = ||[v]2. O
k k

Remarque 4.4.6. Le théoréme B473 implique la proposition 271 : une famille génératrice de F
est en particulier une famille totale de F.

Définition 4.4.7. On appelle base hilbertienne de E toute famille orthonormale et totale de
E.

Ezemple 4.4.8. 1. Dans C%([0, 1], R) muni du produit scalaire défini dans ’exemple B22 3.
(voir aussi I'exemple B24), on peut montrer que la famille de fonctions polynomiales

[0;1] — R
Ln: t N mﬁ(tQ_l)n,neN,
2n4/2n! dt™

est une base hilbertienne (dénombrable).
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2. Dans [?(K) muni du produit scalaire, resp. produit scalaire hermitien, défini dans I’exemple
022 4., la famille de suites

N - K

neN
n — OpN ’

eN :

est une base hilbertienne (dénombrable) : il s’agit d’une famille orthonormale de I?(K),
ainsi que d’une famille totale. En effet, soit (2,,)nen € 12(K), notons, pour N € Net n e N,

N T, asin< N,
" 0 sin> N.

X

Alors, si € > 0, il existe Ny € N tel que pour tout entier naturel N supérieur ou égal a

NOv
[@aluen = (@) el = 3 leul® <

n>N

- 2 : : 2
car la série Z |x,|° converge i.e. la suite des restes (Zn> N |Znl ) converge vers 0.
NeN

Enfin, pour tout N e N, (x)),en € Vect {eg, ..., en}.

Remarque 4.4.9. Toute base orthonormale d’un espace préhilbertien en est une base hilber-
tienne, mais la réciproque est fausse : une base hilbertienne {e;,i € I} de E peut ne pas en-
gendrer E (on peut avoir Vect {e;,i € I} = E mais Vect {e;,i € I} # E : c’est le cas des deux
exemples précédents).

Proposition 4.4.10. Soit {e;,i € I} une base hilbertienne de E et soit v € E. Si pour tout
iel,{v,e;y=0, alors v =0g.

Démonstration. Supposons que pour tout ¢ € I, (v,e;) = 0, et soit € > 0. Il existe alors une
v — 2 )\iei

combinaison linéaire finie Z Aie; telle que < € (la famille {e;,7 € I} est totale).

ieJ i€
De plus,
2 2
’U—Z)\Z‘ei = H’U”2 — U,Z)\iei> — Z)\iei,v> + Z)\iel-
e e e e
2
= [o]? - Z)\T’@y €i) — Z Aiei, v) + Z Ai€i
ieJ ieJ ieJ
= |v)*+ Z Nieil|  (car Vie I,{v,e;) =0)
e
= |v)®+ Z |\i|? &(par le théoréme de Pythagore).
€
Ainsi
2
[0 < ol® + YAl = o =D Nies| <€

= ieJ
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On a donc montré que, pour tout € > 0, |v| < e. En conséquence, |v| = 0 et donc
v=0g. L]

4.5 Espaces hilbertiens

On va considérer dans cette section les espaces de dimension infinie qui sont les “véritables”
généralisations des espaces euclidiens et hermitiens : les espaces hilbertiens.
Soit (E,{:,-)) un espace préhilbertien.

Définition 4.5.1. On dit que (E,{-,-)) est un espace hilbertien (ou espace de Hilbert) si l’es-
pace vectoriel normé (E, |-||) (ou ||-| est la norme associée au produit scalaire (-,-)) est complet.

Ezemple 4.5.2. 1. Tout espace préhilbertien de dimension finie est un espace hilbertien.

2. On peut montrer que le K-espace vectoriel /2(K) muni du produit scalaire, resp. produit
scalaire hermitien, défini dans I'exemple B=272 4., est un espace hilbertien.

3. On peut montrer que le R-espace vectoriel C%([0,1],R) muni du produit scalaire défini
dans 'exemple B272 3., n’est pas un espace hilbertien.

Nous allons voir que, sous une hypothése supplémentaire dite de “séparabilité”, un espace
hilbertien admet toujours une base hilbertienne dénombrable.

Définition 4.5.3. On dit qu’un espace topologique est séparable s’il posséde un sous-ensemble
dense au plus dénombrable.

Ezemple 4.5.4. Le K-espace vectoriel [?(K) muni de la norme associée au produit scalaire, resp.
produit scalaire hermitien, défini dans ’exemple 22 4., est un espace topologique séparable.

On peut alors montrer le fait suivant :

Théoréme 4.5.5. On suppose que l’espace préhilbertien (E,{-,-)) est hilbertien et séparable,
alors E posséde une base hilbertienne au plus dénombrable, et toute base hilbertienne de E est
au plus dénombrable.

Remarque 4.5.6. Un espace hilbertien séparable de dimension infinie ne possede pas de base
orthonormale. En effet, une base orthonormale est en particulier une base hilbertienne, et un
espace vectoriel complet ne posseéde pas de base dénombrable.
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Chapitre 5

Formes bilinéaires et formes
quadratiques

5.1 Introduction

On étudie les propriétés algébriques et géométriques des formes bilinéaires, plus particulie-
rement des formes bilinéaires symétriques et des formes quadratiques associées. Plus générales
que les produits scalaires euclidiens, les formes bilinéaires symétriques donnent lieu a une notion
plus générale d’orthogonalité, non associée a une notion de distance. Néanmoins, une base or-
thogonale existe toujours dans le cadre de la dimension finie, et on pourra déterminer une telle
base orthogonale a ’aide de la méthode de réduction, dite de Gauss, d’une forme quadratique
en somme de carrés de formes linéaires.

La fin de ce chapitre sera consacrée aux formes bilinéaires symétriques réelles pour lesquelles
la relation d’ordre sur les nombres réels permet de définir un invariant (complet) : la signature.

5.2 Formes bilinéaires et formes bilinéaires symétriques

Soit K un corps commutatif de caractéristique différente de 2 (par exemple, K = R ou C)
et soit F un K-espace vectoriel.

On considere les formes bilinéaires sur E i.e. les applications ¢ : ' x E — K telles que,
pour tous v, w, vy, ve, w1, ws € E et tous A\, p € K,

© (Avg + pve, w) = A (v1,w) + pp (va,w) et ¢ (v, \wy + pws) = Ap (v, w1) + pe (v, w2) .
Soit ¢ : E x E — K une telle forme bilinéaire sur E.
Définition 5.2.1. On dit que ¢ est symétrique si pour tous v,w € E, p(w,v) = ¢(v,w).

Ezemple 5.2.2. 1. Un produit scalaire sur un R-espace vectoriel est, par définition, une forme
bilinéaire symétrique sur ce dernier.

117



118

CHAPITRE 5. FORMES BILINEAIRES ET FORMES QUADRATIQUES

. L’application

R2 x R2 — R

¢: ((z,y), (@, y) — xy+a'y

n’est pas une forme bilinéaire (par exemple qﬁ((O, 0), (1, 1)) =1#0).

. L’application

R? x R? — R

P (@), (@ y) — oy —aly

est une forme bilinéaire non symétrique : pour tous (x,y), (/,y') € R?,

¢((33,a y/)7 (17, y)) = SL'/y - :L'y/ = —@((ZL‘, y)? (lj, y,))

(¢ est 'application déterminant dans la base canonique de R?).

. Pour tout n € N\{0}, I'application

K" x K" — K
¢ S
S (@) W) =Y Ta
k=1

est une forme bilinéaire symétrique sur K”.

. Sia,beR et aeRR, 'application

C%([a, b],R) x C°([a, b], R)

— R
. b
o (f.9) ~ o[ st

est une forme bilinéaire symétrique sur C%([a, b], R).

S f1, e fms 91y -y 9m € L(E,K), Aq, ..., A\ € K Papplication

EFExE — K
O ) = Y Aefe@)ge(w)
k=1

est une forme bilinéaire sur E' (non nécessairement symétrique).

On note B(F) l'ensemble des formes bilinéaires sur F et S(E) ’ensemble des formes bili-

néaires symétriques sur E (on a S(E) < B(FE)). Les ensembles B(E) et S(E) peuvent alors étre
chacun munis d’une structure de K-espace vectoriel :

Proposition 5.2.3. Les ensembles B(E) et S(E) sont des sous-espaces vectoriels de ’espace
vectoriel des applications de E x E dans K.
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Démonstration. L’application nulle F x E — K ; (v,w) — 0 est bilinéaire symétrique et est
donc un élément de S(E) < B(E).

Soient maintenant deux formes bilinéaires ¢ et 1) sur F et soient A, u € K. Alors 'application
Ao+ py o E x E — K est une forme bilinéaire sur E : pour tous v, w, vy, ve, w1, ws € E et tous
p,veK,

(M@ + p) (pv1 + vvg,w) = Ag(pv1 + vug, w) + pp(pv1 + vug, w)
= Alpd(vi,w) + vo(ve, w)] + plpy(vi, w) + vip(ve, w)]
= DA w) + (o, )]+ [AB (o2, 10) + (o2, w)]
= p(A + w) (vi,w) + v(Ad + pp) (v2, w)

et, de fagon analogue,
(Ap + pap) (v, pwr + vwa) = p(Ad + pp) (v, w1) + v(Ag + p)) (v, wa).

De plus, si ¢ et ¥ sont symétriques, il en est de méme pour A¢ + p : pour tous v, w € E,

(A + ) (w,v) = Ap(w,v) + pp(w,v)
Ap(v, w) + (v, w)
= Ao+ ) (v,w).

Ainsi, B(E) et S(F) sont bien des sous-espaces vectoriels de 1'espace vectoriel des applica-
tions de £ x E dans K. O

Remarque 5.2.4. S(E) est un sous-espace vectoriel de B(E).

On continue cette section avec une identité valable pour toutes les formes bilinéaires :
Lemme 5.2.5. Pour tous v,w € FE, on a
o(v +w,v+w) =@v,v) + p(v,w) + p(w,v) + p(w,w).
Ainsi, st la forme bilinéaire @ est symétrique, pour tous v,w € F,
v+ w,v+w) = p(v,v) + 20V, w) + e(w, w).
Démonstration. Soient v,w € E, on a, par bilinéarité de ¢,

ov+wv+w) = @,v+w)+ p(w,v+ w) (par linéarité & gauche de @)
= p(v,v) + pv,w) + p(w,v) + e(w,w) (par linéarité & droite de ¢).

O]

Si E est de dimension finie, on va pouvoir “représenter” la forme bilinéaire ¢ de fagon
matricielle. Précisément, supposons dans la fin de cette section que E est de dimension finie
n € N\{0} et soit B = {e1,...,e,} une base de E. Si v et w sont deux vecteurs de E de
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T1 Y1
coordonnées respectives X := | ! | = Matg(v) et Y := | @ | = Matg(w) dans la base B, on
Tn Yn

a alors, en notant A la matrice (cp(ek, el))1<kl<n,

n n
@ <Z Trek, ) yz@z)
k=1 =1
Dz eler, er)

1<k,l<n

= > applere)u

1<k,l<n

T, (i p(ex. 1) yz)
=1

— Y ai(4y),

k=1
= IXAY

p(v,w)

[l
El
:&M:

Cette écriture motive la définition suivante :

Définition 5.2.6. On appelle matrice représentative de la forme bilinéaire @ dans la base B la
matrice

pler,er) -+ (e, en)
fb . .
Matg (go) = (‘p(ek’el))1<k,l<n = : :
plen,e1) -+ len,en)
Ezxemple 5.2.7. 1. La matrice représentative dans la base canonique Bean de R? de la forme

bilinéaire ¢ de 'exemple B2 3. est
0 1

2. Pour tout n € N\{0}, la matrice représentative dans la base canonique Bc,, de K" de la
forme bilinéaire ¢ de 'exemple B222 4. est la matrice identité I,, de taille n.

Remarque 5.2.8. Attention a ne pas faire de confusions entre la matrice représentative d’une
forme bilinéaire et la matrice représentative d’une application linéaire.

Soit B’ une autre base de E, on a alors la relation de changement de base suivante pour la
matrice représentative de la forme bilinéaire ¢ :

Proposition 5.2.9. On a

Mat%b, (QD) = tPB_,B/ Mat%b (QO) PB—>B’
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Démonstration. La preuve est tout a fait identique a la preuve de la proposition 2254 pour un
produit scalaire. O

La symétrie d’une forme bilinéaire sur E est caractérisée par la symétrie de sa matrice
représentative dans n’importe quelle base de FE :

Proposition 5.2.10. La forme bilinéaire ¢ est symétrique si et seulement si la matrice A =
Matgb (np) est symétrique i.e. A = A.

Démonstration. Montrons que ¢ est symétrique ssi pour tous k,l € {1,...,n}, o(ex,e) =
(e, ex) ce qui montrera la proposition.

Si @ est symétrique i.e. pour tous v,w € E, p(v,w) = p(w,v), alors, en particulier, pour
tous k,l e {1,...,n}, v(ek, ) = p(er, ex).

Réciproquement, supposons que pour tous k,l € {1,...,n}, p(ex,e;) = (e, ex), et soient
n
v = Z Tpeg, W = Z ye; deux vecteurs de E. Alors
k=1 I=1
n n
¢ (v,w) = (Z Tjek, Z yl€l>
= ). (e )
1<k,l<n
= > muplener)
1<k,l<n
n n
= v (Z vier, ) :vkek>
=1 k=1
= 7 ’U
Ainsi, ¢ est symétrique. O
Notons Sy (K) := {M € M,,(K) | 'M = M} le sous-espace vectoriel de M, (K) des matrices

symétriques (I € S (K) et, si My, M € S,,(K) et A\, € K, {(AM; + pubs) = XMy + ptMy =
AM; + pbMy). La proposition précédente nous donne un isomorphisme linéaire entre S(E) et
Sn(K) :

Corollaire 5.2.11. L’application de S(E) dans S,,(K) qui d toute forme bilinéaire symétrique
sur E associe sa matrice représentative dans la base B de E est un isomorphisme linéaire (non
canonique).

Démonstration. Notons f 'application

S(E) —  Sp(K)
¢ — MatP(¢)

Alors
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e festlinéaire:si g1, P2 € S(E), A\, € K, alors, pour tous k,l € {1,...,n}, (A1 + ugp2) (ex, ;) =
A1 (e, er) + pga(ex, er),

e f est injective : Mat%b(d)) = 0, ssi pour tous k,l € {1,...,n}, ¢(ex,e;) = 0 ssi ¢ est
I’application nulle de ¥ x E dans K,

e f est surjective : si M € S, (K), 'application ¢ définie par, pour tous vecteurs v,w € E
T Y1
de coordonnées respectives X := | @ |et Y := [ : | dans la base B, ¢(v,w) := X AY,

Tn Yn
est une forme bilinéaire symétrique sur F,

donc f est bien un isomorphisme linéaire. O

Remarque 5.2.12. Une matrice M de M, (K) est dans S, (K) si et seulement si elle est de la
forme

a1l a12 - Glgp
a12 G22

M = ’ ’
al’n PR PR an’n

avec a; € K, 1 < k <! < n. En particulier,

= 1
dim (Su(K) =n+(n—1) 4 +1= > k= ”(”;)
k=1
et donc, en vertu du résultat précédent, dim (S(FE)) = n(n;l)

5.3 Formes quadratiques

Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2 et E un espace vectoriel
sur K.

Définition 5.3.1. On dit qu’une application q : E — K est une forme quadratique sur E si

1. pour tout v € E, pour tout A € K, ¢ (\v) = A\2q(v),

2. DUapplication
ExE — K
p: 1
(v,w) = S(gv +w) —q(v) —g(w))
est une forme bilinéaire symétrique sur F,

et, dans ce cas, Uapplication ¢ ci-dessus est appelée forme bilinéaire symétrique associée a q ou
encore forme polaire de q.
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Remarque 5.3.2. 1. Si g est une application de F dans K, 'application ¢ ci-dessus définie
est toujours symétrique : si v,w € F,

plv,w) = 3 (alv +w) — gv) — g(w)) = 5 (alw +v) ~ a(w) — g(v)) = (w,0)

En particulier, de par cette symétrie, 'application ¢ est linéaire a gauche ssi elle est
linéaire & droite ssi elle est bilinéaire.

2. Avec les mémes notations, si I’on suppose maintenant que Yv € E, VA € K, q (Av) = A%q(v),
alors, pour tout v € F,
(44(v) = 29(v)) = gq(v).

o(v,v) = 5 (q(2v) — q(v) — q(v)) =

N
N | =

3. Si g est une forme quadratique sur £ de forme polaire ¢, on a, pour tous v,w € F,
qv+w)=pv+wv+w) =)+ 20 w)+ pww)=qv)+ 2p(v,w) + q(w)
et
(v —w) = q(v+ (—w)) = q(v) + 2p(v, —w) + g(~w) = g(v) = 2p(v,w) + q(w).
Remarquons que si ¢ est une forme bilinéaire symétrique sur F, I'application

E - K
BT )
est une forme quadratique dont la forme polaire est ¢ (on appelle g la forme quadratique de ¢).
En effet,

1. pour tout v € E, pour tout A € K,
g (M) = p(Xv, o) = Np(v,v) = Nq(v)
(par la bilinéarité de ),

2. pour tous v,w € F,

S (a0 +w) ~ a0) ~ a(w)) = 3 (el + w0+ w) — plv,0) ~ plw, w)
= S (p(.) + 2000, w) + plw,w) — p(v,v) — p(w,w))
= p(v,w).

Ainsi,
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Ezemple 5.3.3. 1. L’application

K" — K
n

(X1, ) — in
k=1

est la forme quadratique associée a la forme bilinéaire symétrique de 'exemple 6522 4.

Plus généralement, toute fonction polynomiale homogene de degré 2

K™ — K
q: (5131, vee 73771) — 2 Ak | TET],
1<k,l<n
avec, pour tous k,l € {1,...,n}, ar; € K, est une forme quadratique :

e pour tout (z1,...,2,) € K" et tout A € K|

q()\(:nl, e ,xn)) =q(A\r1,..., A1) = ag(Axg)(Azy) = )\Qq(:zl, ceey Tp),
1<k,l<n
e pour tous v = (1,...,Zn),w = (Y1,...,Yn) € K",
qlv+w) = arg (x4 yr) (21 +u1)
1<k,i<n

= a1 TET] + Z ak YKy + Z akg (Tryr + T1yk)

1<k,l<n 1<k,I<n 1<k,l<n
= q(v) +q(w) + ar (TRy + T1Yk)
1<k,l<n
ainsi 1 ]
5((1(” +w) —q(v) — (J(w)) =5 ag (Tryr + T1yk)
1<k,l<n
et application
FExFE — K
. 1
P (@1, zn) (Y1, Y0)) 3 ap (xryr + T1yk)
1<k,l<n

est une forme bilinéaire (symétrique).
2. Plus généralement encore, toute application de la forme

E — K
T s Y a(ln(v)?
k=1

ou, pour tout k € {1,...,m}, Iy € L(E,K) et oy € K, est une forme quadratique sur E :
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e pour tout v € E et tout A € K,

m

Z k(W)™ =

k=1 k

RgE

1 k=

[y

e pour tous v,w € F,

ap (lk(v + w))2

NgE

qv+w) =

x>
Il
—

2

I
NgE

g (lk(v) + lk (w))

b
Il
—

I
M]3

[ (1(®)* + 2Ae@)lu(w) + (hew))’]

= q(v) +q(w) + i 208l (V) g (w)
k=1

x>
Il
—

et I'application

ExE — K
7 waw) e aple(0)lk(w)
k=1

est une forme bilinéaire symétrique sur F.
3. Sily et [y sont deux formes linéaires de £(E,K), alors I'application

) EF — K
5y - 1 (w)la(w)

est également une forme quadratique sur F :
e pour tout v € E et tout A € K,
q(Av) = 11 (M0)l2 (M) = X211 (v)la(v) = Aq(v),
e pour tous v,w € F,

gqv+w) = h(v+w)l(v+w)
ll(U) ( ) + ll(v)lg(w) + ll
q(v) + q(w) + hi(v)la(w) + h(w)la(v)

et application
ExE — K

P ) e S w) + b))

est une forme bilinéaire symétrique sur F.

ak(Alk(v))2 = \2 i ak(lk(v))2 =

(w)la(v) + b1 (w)ly(w)

125
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4. L’application
C°([a,b],R)

— R
b
£ af s
a
est la forme quadratique associée a la forme bilinéaire symétrique de I'exemple 5222 5.

Proposition 5.3.4. Soit ¢ une forme quadratique sur E, de forme polaire . Pour tous v, w €
E, ona

o q(v+w)+q(v—w) =2(qv) + q(w)),

o p(v,w) = %(q(v +w) — q(v — w))
Démonstration. Soient v,w € E, on a
qv+w)+qlv—w) = qv)+2p(v,w)+ qg(w) + q(v) — 2¢(v,w) + q(w) (par la remarque B=32)
= 2(q(v) + q(w))
et

q(v+w) —qv—w) = qv)+2p(v,w) + qw) — (9(v) — 2¢(v,w) + q(w))
= 490(’[},10)

On note Q(FE) I'ensemble des formes quadratiques sur E. Alors :

Proposition 5.3.5. L’ensemble Q(E) est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel des
applications de E dans K.

Démonstration. L’application nulle £ — K ; v — 0 est une forme quadratique sur E et, si q1,
g2 sont deux formes quadratiques sur E et u,v € K, alors puq; + v¢o est une forme quadratique
sur F :

1. pour tout v € E, pour tout A € K,
(nqr + vaz) (M) = pgi(Av) + vga(Av)
= pX2q(v) + vA2q(v)
= N (nq1 + vgz) (v),

2. si @1 et o désignent les formes polaires respectives de g1 et qo, alors, pour tous v,w € F,

%((N‘]l +vg2) (v + w) — (pq1 + va2)(v) — (ugr + vg2)(w)) = u% (@1 (v+w) — 1 (v) — qu(w))

+v%(q2(v +w) — qa(v) — Q2(U’))
= (MSOI + V(pg)(v,’w)

et application ) + vps est une forme bilinéaire symétrique sur E car B(E) et S(E)
sont des espaces vectoriels sur K.
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O]

A toute forme quadratique sur E est associée, par définition, une forme bilinéaire symétrique
sur . Réciproquement, on a vu qu’a toute forme bilinéaire symétrique ¢ sur E pouvait étre
associée une forme quadratique sur £ dont la forme polaire est ¢.

Précisément :

Théoréme 5.3.6. L’application qui a toute forme quadratique sur E associe sa forme polaire
est un isomorphisme linéaire (canonique) entre Q(E) et S(E).

Démonstration. On note f l'application de Q(E) dans S(F) qui a une forme quadratique g
associe sa forme polaire, et g lapplication de S(E) dans Q(E) qui a une forme bilinéaire ¢
associe sa forme quadratique.

On a montré dans la preuve de la proposition 62333 que si g1, q2 € Q(F) et u,v € K| et si ¢
et o désignaient les formes polaires respectives de q; et g, alors ppi +v o était la forme polaire
de pq1+vqe, autrement dit f (ug1 + vq2) = uf(q1)+vf(g2). Ainsi, f est une application linéaire.

On montre ensuite que f et g sont des applications réciproques 'une de 'autre i.e. go f =
IdQ(E) et f og = IdS(E)-

Soit tout d’abord ¢ € Q(E) et notons ¢ := f(q) la forme polaire de ¢. Alors la forme
quadratique g(p) de ¢ est ¢ car il s’agit de lapplication de E dans K qui a tout v € E associe
o(v,v) = q(v) (cf. remarque 5332 1.). Ainsi go f(q) = q.

Soit ensuite ¢ € S(E) et notons ¢ := g(¢) la forme quadratique de ¢, alors la forme polaire

f(q) de q est ¢ car, pour tous v, w € E, %(q(v + w) — q(v) — g(w)) = p(v,w). Ainsi fog(p) = .

En conséquence, f: Q(E) — S(FE) est une application linéaire bijective et donc un isomor-
phisme linéaire. O

Remarque 5.3.7. Supposons que E soit de dimension finie n € N\{0}.
1. On a alors dim (Q(E)) = dim (S(E)) = M=t

2. Soit B = {ey,...,e,} une base de E et soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur E de

forme polaire ¢q. Notons, pour k € {1,...,n}, ax := p(ek, ex) et, pour k,l € {1,...,n} tels
n n

que k <1, ap := p(ex, 1) = ple, ex). Siv= Z Trep, W = Z yrer € B, on a
k=1 k=1

n n
plo,w) = ¢ (Z Trer, yzez)
k=1

=1
= D weyp(er )

1<k,l<n

= Darzryk+ Y, an (@ry + Tiyk)

k=1 1<k<i<n
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et "
q(v) = Z ar, Ty + 2 Z ag, T
k=1

1<k<l<n

5.4 Orthogonalité et isotropie

Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2, F un K-espace vectoriel et
 une forme bilinéaire symétrique sur E de forme quadratique q.
On définit une relation d’orthogonalité relativement a ¢ :

Définition 5.4.1. Soient v,w € E. Comme ¢ est symétrique, p(v,w) = 0 ssi p(w,v) =
0, et on dit que les vecteurs v et w sont orthogonaux relativement d ¢ (ou p-orthogonauz)
st p(v,w) = 0.

Ezemple 5.4.2. 1. Si ’on considére la forme bilinéaire symétrique

qb . R2 X ]R2 — R
(@), (@)~ a’ —yy

sur R?, les vecteurs (1,2) et (2, 1) sont orthogonaux relativement a ¢.
2. Si l'on considere la forme bilinéaire symétrique

C2><C2 — R

¢ ((z,y), (@y)) — za’+yy

sur C2, le vecteur (4, 1) est orthogonal & lui-méme.
Soit A un sous-ensemble de F, on note

Ate = {ve E |Ywe A, o(v,w) =0}

et on appelle orthogonal de A relativement & ¢ cet ensemble.

Ezxemple 5.4.3. Si 'on considére la forme bilinéaire symétrique

R3 x R3 - R
((‘Ta Y, Z)a (x/, y', Z,)) — 2zx’ — 3yy/ —x7 — 2z

¢ :
sur R3,
{(1,0,-1),(2,-1,0)}"¢ = {(z,y,2) e R® | 3z — 2 = 4z + 3y — 22 = 0}.
On a les propriétés suivantes :
Proposition 5.4.4. 1. Ate est un sous-espace vectoriel de E,

2. Soit B un sous-ensemble de E tel que A c B, alors Bt c Ate,

3. Ate = (Vect(A))*te.
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Démonstration. 1. Le vecteur nul O appartient & AL¢ car, pour tout w € A, ©(0g,w) =0,
et, si vy, v0 € Al¢ et A, p € K, alors, pour tout w € A,

oAy + pwg, w) = Ap(vy, w) + pe(ve, w) =0
(car vy, vy € A%).
2. Siwve B¢, on a, pour tout we A c B, ¢(v,w) =0, donc v e Ate.

3. Par la propriété précédente, on a (Vect(A))™¢ < At (car A = Vect(A)). Si maintenant
m

ve Ate et siw = Z AWy est une combinaison linéaire finie de vecteurs inclus dans A,
k=1

p(v,w) = ¢ <07 > )‘kwk> = > Awplv,wp) =0
k=1

k=1

alors

(car v € AL et, pour tout k € {1,...,m}, wy, € A), et donc v € (Vect(A))*:#.

On définit également une notion dite d’“isotropie” par rapport a ¢ :

Définition 5.4.5. Soit v e E. On dit que v est isotrope par rapport a ¢ si p(v,v) = q(v) = 0.
L’ensemble des vecteurs isotropes de E par rapport a ¢ est appelé cone isotrope de ¢ (ou de q)
et noté Co,.

Ezemple 5.4.6. Le cone isotrope de la forme bilinéaire symétrique

R3 x R3 — R

¢ ((fﬂ,y, z), (2", Y, Z’)) = xr +yy' — 2

est le cone de révolution d’équation z2 + y? = 22 dans R3.

Remarque 5.4.7. En général, le cone isotrope d’une forme quadratique n’est pas un sous-espace
vectoriel de E. En reprenant les notations de I'exemple ci-dessus, méme si les vecteurs (1,0, 1)
et (0,1, 1) appartiennent au cone Cy, de ¢, leur somme (1,0,1)+(0,1,1) = (1,1,2) n’appartient
pas a C,,.

On définit d’autre part une notion de “noyau” pour ¢ :

Définition 5.4.8. On appelle noyau de ¢ et on note Ker, l’orthogonal
Ete = {ve E |Ywe E, p(v,w) =0}

de E relativement d ¢ (en particulier, Ker, est un sous-espace vectoriel de E).
On dit que la forme bilinéaire symétrique ¢ est non dégénérée si Ker, = {Og}, dégénérée
Sinon.

Ezxemple 5.4.9. 1. Tout produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée.
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2. Le noyau de la forme bilinéaire symétrique

R? x R? — R

¢ ((z,y), (@",y)) — za'+zy +2'y+yy

sur R? est Vect{(1,—1)}. En effet, pour tout (z/,y’) € E, ¢((1,

1), () =2’ +y —
x' —y' =0, et, réciproquement, si (z,y) € Kery, pour tout (2',y') €

R2
0=0((z,y), (@,y)) =22’ + 2y + 2’y + yy' = (x + y) (2’ +¥),

donc, en particulier, pour ' =lety =0,z +y =0ie. y= —x.
La forme bilinéaire ¢ est donc dégénérée.

Remarque 5.4.10. Attention a ne pas faire de confusions entre les notions de noyau d’une forme
bilinéaire symétrique et de noyau d’une application linéaire !

Les notions de forme bilinéaire symétrique non dégénérée et de forme bilinéaire symétrique
définie sont également & ne pas confondre :

Définition 5.4.11. On dit que la forme bilinéaire symétrique ¢ est définie si, pour tout v € F,
o(v,v) =0 si et seulement si v = 0f.

Proposition 5.4.12. Si ¢ est définie, alors @ est non dégénérée.

Démonstration. Supposons que ¢ est définie et soit v € Ker,. En particulier, p(v,v) = 0 et
donc v = Op (car ¢ a été supposée définie). Ainsi Ker, = {Og} i.e. ¢ est non dégénérée. O

Remarque 5.4.13. La réciproque de la proposition b4 T2 est fausse : par exemple, la forme
bilinéaire symétrique
R? x R? — R

¢: ((%,y),(l’l,y,)) — .%'.%'/—yy/

sur R? est non dégénérée et non définie. En effet, si (z, y) € Ker,, alors en particulier (;5((3:, v), (1, O)) =
z =0 et ¢((z,y),(0,-1)) = y = 0 donc Kery, = {0g}. D’autre part, ¢((1,1),(1,1)) = 0 donc
¢ est non définie.

Supposons maintenant que E est de dimension finie n € N\{0}. On peut alors caracté-
riser matriciellement le caractére non dégénéré ou défini d’'une forme bilinéaire symétrique.
Introduisons tout d’abord la notion de rang d’une forme bilinéaire symétrique :

Définition 5.4.14. Le rang de la forme bilinéaire symétrique p est la quantité

dim(F) — dim (Ker,) = n — dim (Ker,,)
que l'on note rg,.

Ezemple 5.4.15. 1. Si ¢ est un produit scalaire sur E, alors la forme bilinéaire symétrique
¢ est non dégénérée et donc rg, = dim(E) = n.
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2. Le rang de la forme bilinéaire symétrique ¢ de 'exemple B2 2. est
dim (R?) — dim (Kerg) =2 —1 = 1.

Soit B = {ey,...,e,} une base de E. Le rang de la forme bilinéaire symétrique ¢ est le rang
de sa matrice représentative dans la base B :

Proposition 5.4.16. Notons A := Mat® (). Alors
e pour tout v e E, v e Kery, ssi Matp(v) € Ker A,
o g, = rg(A).

En particulier, ¢ est non dégénérée si et seulement si A est inversible.

Démonstration. e Soit v € E et notons X := Matp(v). Si X € Ker A, alors, pour tout
weFl,
0
o(v,w) = p(w,v) = "Matg(w)AX = ‘Matg(w) | : | = 0.
0
Réciproquement, si v € Ker,, alors, pour tout k € {1,...,n},

(AX) = ‘Matg(er)AX = @(ex,v) =0

et donc AX = | : |ie. X € Ker A.

e L’équivalence précédente donne un isomorphisme linéaire entre les espaces vectoriels Ker,,
et Ker A ('application qui & un vecteur de Ker,, associe le vecteur colonne de ses coor-
données dans la base B). En particulier dim (Ker,) = dim (Ker A) et donc

rg, = dim(E) — dim (Ker,) = n — dim (Ker A) = rg(4).

O]

Remarque 5.4.17. Avec les notations ci-dessus, la forme bilinéaire symétrique ¢ est définie si
et seulement si la matrice A = Mat(?(p) est définie i.e. pour tout X € M, 1(K), X AX = 0 ssi
0

X =
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5.5 Bases orthogonales

Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2, F un K-espace vectoriel
de dimension finie n € N\{0} et ¢ une forme bilinéaire symétrique sur E.
Soit B = {eq,...,en} une base de E.

Définition 5.5.1. On dit que B est une base orthogonale de E relativement a ¢ (on dira aussi
base p-orthogonale) si les vecteurs ey, k € {1,...,n}, sont deux d deuz p-orthogonauz i.e. pour
tous k,l e {1,...,n} tels que k # 1, p(eg,e;) = 0.

Ezemple 5.5.2. 1. La base canonique {(1,0), (0,1)} de R? est une base orthogonale relative-
ment a la forme bilinéaire symétrique

R? x R? — R

O ((@y), (o) oz — gy

2. La famille {(1,—1),(1,0)} de R? est une base orthogonale relativement & la forme bili-
néaire symétrique

b R? x R? — R
" ((zy), (@ y) - wd +ay +ay+ gy
Remarque 5.5.3. e Une famille de vecteurs deux a deux g-orthogonaux peut ne pas étre

libre : avec les notations de I’exemple 5552 2. ci-dessus, <z5((1, -1),(2, —2)) = 0. Cepen-
dant, si la forme bilinéaire symétrique ¢ est définie, alors toute famille orthogonale par
rapport a ¢ est libre (cf. remarque 2230 3.).

e La notation de “base orthonormale” n’a pas de sens pour une forme bilinéaire symétrique
générale : une forme bilinéaire symétrique non définie positive ne peut donner lieu a une
norme.

On peut caractériser 'orthogonalité de la base B relativement a ¢ a l'aide de la matrice
représentative de ¢ dans la base B :

Proposition 5.5.4. La base B est une base p-orthogonale si et seulement si la matrice Mat%b(go)
est diagonale.

Démonstration. La matrice Mat%b(gp) est diagonale ssi pour tous k,l € {1,...,n} tels que k # [,
©(ek, e;) = 0 ssi la base B est orthogonale relativement a . O

Remarque 5.5.5. Notons ¢ la forme quadratique de .

al 0

e Si B est une base orthogonale pour ¢, si Mat%b(cp) = avec af,...,an € K,

n n
et siv = Zxkek, w = ZykekeE,ona
k=1 k=1

@(U’w) =a1T1y1 + -+ anTplYn €t Q(U) = alx% e+ CLnSU?L.
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n
e Réciproquement, supposons qu’il existe aq, . . ., a,, € K tels que, pour tout v = Z rrpeg € B,
k=1
q(v) = a1z? + - + a2, alors la base B = {e1,...,e,} est orthogonale pour . En effet,
dans ce cas, pour tous k,l € {1,...,n} tels que k # [,

(ak—i-al—ak—al) = 0.

N =

plek,er) = %(Q(ek +er) —qler) —qler) =

Proposition 5.5.6. On suppose que B = {e1,...,e,} est une base p-orthogonale. Alors la sous-
famille {e}, | q(ex) = 0} est une base de Ker,, et le cardinal de la sous-famille {ey, | q(er) = 0}
(i.e. le nombre de coefficients diagonauz non nuls dans la matrice diagonale Mat®(¢)) est le
rang 1g, de p.

Démonstration. Soit k € {1,...,n}, alors, pour tout [ € {1,...,n} tel que I # k, p(ex,e;) =0
(car {e1,...,e,} est une base p-orthogonale). Si de plus g(ex) = @(eg,ex) = 0 alors ey est
@-orthogonal & tous les vecteurs de E (par bilinéarité de ¢) donc ej, € E+e = Ker,. Ainsi, la
famille {ej, | g(ex) = 0} est une famille libre de Ker,.

n

Montrons maintenant qu’elle engendre Ker,, : soit v € Ker,, et écrivons v = TreL avec
® e

k=1
Z1,...,2Tn € K (B est une base de E). Pour tout € {1,...,n}, on a
0 = ¢(v,e) (car v e Kery)
n
= ¢ (Z xkelmel)
k=1
n
= Y mrplen. )
k=1

= xq(e;) (car {eq,...,e,} est une famille orthogonale).

Ainsi, pour tout [ € {1,...,n} tel que g(e;) # 0, z; = 0 et v est donc une combinaison linéaire

des vecteurs ey, tels que g(ex) = 0.
Au total, la famille des vecteurs ej, tels que g(ex) = 0 est bien une base (¢-orthogonale) de
Ker,,. O

Un résultat important de la théorie des formes bilinéaires symétriques sur un espace vectoriel
de dimension finie est qu’il existe toujours des bases orthogonales :

Théoréme 5.5.7. [l existe une base de E orthogonale relativement a .

Démonstration. On montre le résultat par récurrence sur la dimension n de F : précisément,
on montre que pour tout n € N\{0}, pour tout espace vectoriel E de dimension finie n, pour
toute forme bilinéaire symétrique ¢ sur F, il existe une base de E orthogonale relativement a .

Si n = 1, la matrice de toute forme bilinéaire (symétrique) sur un espace vectoriel de
dimension 1, étant de taille 1, est diagonale.
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Supposons maintenant la propriété vérifiée au rang n—1 pour n € N\{0; 1} fixé et considérons
notre forme bilinéaire symétrique ¢ sur notre K-espace vectoriel £ de dimension n. Si ¢ est la
forme linéaire nulle, alors la matrice représentative de ¢ dans toute base est la matrice nulle de
taille n et est en particulier diagonale. Supposons donc que ¢ n’est pas la forme bilinéaire nulle
et soit v € E tel que g(v) # 0 : par l'isomorphisme linéaire entre Q(F) et S(E) (cf. théoréme
630), ¢ est la forme bilinéaire symétrique nulle ssi ¢ est la forme quadratique nulle.

On considere alors 'orthogonal

F:={v}t* ={we E| pv,w) =0}
de {v} par rapport & ¢ : il s’agit du noyau de l’application linéaire

EF — K

POy o)

Comme @(v,v) = g(v) # 0, 'application linéaire ¢(v, ) est surjective et donc
dim(F) = dim (Ker ¢(v,)) = dim(E) — dimK = n — 1.

De plus, les sous-espaces vectoriels Vect{v} et F' de E sont en somme directe (car v ¢ dim Ker ¢(v, -))
donc E = Vect{v} @ F'.

On applique ensuite I’hypothese de récurrence a ’espace vectoriel F' de dimension n — 1 et
a la forme bilinéaire symétrique restreinte pjp p @ F' x F' — K (v,w) = p(v,w) : il existe
une base {vs,...,v,} de F orthogonale relativement a ¢|Fxp- Si l'on note enfin vy := v, la
famille {v1,v2,...,v,} est une base de E (car E = Vect{v} @ F'), orthogonale relativement,
a ¢ (car pour tous k,l € {2,...,n} tels que k # I, o(vg,v;) = @rxr(vg,v;) = 0, et, pour tout
ke{2,...,n}, o(vi,vg) = p(v,v) =0). O

Remarque 5.5.8. 1. On ne peut pas toujours compléter une famille libre de vecteurs deux a
deux p-orthogonaux en une base p-orthogonale. Par exemple, si £ = R? et ¢ = R? —

R%; ((z,9), (,9)) = 3 (xy + 2'y), alors
{1,000} = {(z,9) eR? | I xy+a x 0=y =0} = Vect{(1,0)} :
il est donc impossible de compléter la famille libre {(1,0)} en une base orthogonale rela-

tivement & ¢ : tout vecteur p-orthogonal & (1,0) est dans la droite vectorielle engendrée
par (1,0).

2. L’existence d’une base orthogonale pour toute forme bilinéaire symétrique permet de
montrer qu'une forme bilinéaire symétrique sur un C-espace vectoriel de dimension finie
au moins égale a 2 n’est jamais définie.

5.6 Reéduction d’une forme quadratique en somme de carrés et
méthode de Gauss

Dans cette section, soit K = R ou C et considérons un K-espace vectoriel de dimension finie
E et une forme bilinéaire symétrique ¢ sur E de forme quadratique ¢. Nous allons décrire une
démarche systématique pour déterminer une base @-orthogonale.
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Le point de départ de cette démarche est la réduction d’une forme quadratique sur K en
“somme de carrés” dite méthode de Gauss.
Notons n := dim(E) et commencgons par considérer une base {ei,...,e,} de E. Notons,
pour k € {1,...,n}, ap := @(ex, ex) et, pour k,l € {1,...,n} tels que k <1, ar; := ¢(ex, e) =
n

e, er). Siv = Z Tre, € E, on a alors
k=1

n
qlv) = Z ay xz +2 Z Q| TH]
k=1

1<k<l<sn
(cf. remarque 62377 2.).

Théoréme 5.6.1. [l existe n formes linéaires ly,. .., 1, € L(E,K) linéairement indépendantes
(en tant que vecteurs de L(E,K)) et ay,...,a, € K tels que, pour tout v € E,

q(v) = Z Qg (lk(v))2.
k=1

Démonstration. On montre le résultat par récurrence sur n.

Sin = 1, toute base d'un espace vectoriel de dimension 1 est une base orthogonale relati-
vement a toute forme bilinéaire (symétrique) sur cet espace et la forme quadratique correspon-
dante s’exprime alors comme un scalaire fois le carré d’une forme linéaire.

Supposons maintenant la propriété vérifiée pour tout rang inférieur ou égal & n — 1 pour
n € N\{0; 1} fixé et considérons notre forme quadratique ¢ sur notre R-espace vectoriel E de
dimension n. On suppose ¢ non identiquement nulle (la forme quadratique nulle sur E peut
s’écrire comme la combinaison linéaire nulle de n’importe quelle amille linéairement indépen-
dante de formes linéaires sur E).

Reprenons, avec les notations ci-dessus, 1’expression

n
qv) = Z ay xi +2 Z aj| THT|
k=1

1<k<i<n

n
pour v = Z Trer € K.
k=1
On différencie deux cas :
e S’il existe k € {1,...,n} tel que ap = p(ex,ex) # 0 : On commence par permuter le vec-
teur e et le vecteur e; de la base B de fagon a ce que a1 # 0, et on a alors

n
qv) = aix?+ Z ar 3 + 2 2 A Ty
k=2 1<k<l<n
n
= alx% + 221 2 a1 x; + Z ag a:% + 2 Z af ] TpT)
2<i<n k=2 2<k<l<n

alx% + 2z f (2 :ckek) +Q (Z azkek>
k=2

k=2
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ou, si l'on note F':= Vect{es,...,e,}, [ est la forme linéaire
F — K
n
Dluker — >, @ik
k=2 2<k<n
sur F', et @ est la forme quadratique
F — K
n n
Dluker = D aryr+2 Y. Ak kY
k=2 k=2 2<k<l<n

n

sur F. On écrit ensuite, en notant w := Z TLek,

k=2
qv) = aaf+ 2z f(w) + Q(w)
2 2
w
= a [ml + f(w)] — 7(](( ) + Q(w).
aq aq
Or l'application
E — K
n
I " f (Z $k€k>
= — _\k=2 /.
v = Z TEEL T + ar
k=1
est une forme linéaire sur F, et I’application
F — K
(rw)’
w o> =+ Qw)

est une forme quadratique sur F' : comme dim(F) = n — 1, par hypothése de récurrence,
il existe n — 1 formes linéaires po, ..., p, € L(F,K) sur F et des scalaires ag,...,a, € K
tels que, pour tout w € F,

_M + Q(w) = Zn: o (pk(w))Q.

a1 k=2
Si, pour tout k € {2,...,n}, on note alors

E — K

l . n n
b U:2$k€k = Pk ZfEk@k ’
k=1 k=2
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on obtient finalement 1’égalité

qv) = a1 (ll(v))2 + Z Qg (lk(w))Q.
k=2

De plus, la famille {l1,ls,...,1,} de L(F,K) est une famille libre car la famille {lo, ..., [,}
est libre et I’expression de la forme linéaire I; dépend de la coordonnée x1 ce qui n’est
pas le cas pour ls,...,1[,.

e Si pour tout k€ {1,...,n}, ar =0 : Alors on a
gw) =2 > apizem.
1<k<I<n
Comme ¢ n’est pas la forme quadratique nulle par hypothese, il existe k,l € {1,...,n}

avec k < [ tels que ay; # 0. On permute alors les vecteurs de la base B de facon a ce que
a2 # 0 et on écrit

n n
q(v) = 2a2z172 + 279 Z ai i Ty + 272 Z as i Ty + 2 Z Qg TLT]
k=3 k=3 3<k<i<n
n n n
= QCLLQ r1x9 + 21’1f1 (Z $k€k> + 2$2f2 <Z xk€k> + Q (Z mkek>
k=3 k=3 k=3
ou, si I'on note G := Vect{es,...,e,} et sil € {1,2}, f; est la forme linéaire

G — K
n n
Z YkCr — Z alk Yk
k=3 k=3

sur G, et @ est la forme quadratique
G — K

n
Z?/kek - 2 Z Ak, YrYi
k=3

3<k<I<n
n
sur G. Notant w := 2 TRer, on écrit ensuite
k=3

q(v) = 2a12z122 + 221 f1 (W) + 222 f2 (W) + Q (w)

= 2a12 [mll‘z + £f1 (w) + 2fQ (w)} +Q (w)
a a2

) )

- [(ml . fz(w)) <x2 L6 <w>> - f1<w>2f2<w>] + O W)

ai,2 ai,2 aio
_ 2@1’2 <$1 + f2 (w)> <.’IJ2 + fl ('LU) B 2f1(w>f2(w) + Q(U))
ai2 a1,2 a1,2

- a;ﬂ [(:1:1 +x2 + Si(w) + fa (w )2 — <:U1 — T2 + fo (w) _fl(w))2] _24f1(UI)f2(w) +Q (w)

ai,2 ai,2 ai,2
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ol l'on a utilisé le fait que, pour tous a,b € K, ab = %((a—i— b)? — (a— b)2). Or les
applications

FE — K
fiw) + f2 (w)

n

l1:

1 U=Zxkek — 1+ X9+
k=1 1,2

et

ly: f2 (w)_fl(w)

(o4
I
M= o

Tper +— T1— T+

x>
Il
—

sont des formes linéaires sur F, et 'application

G — K
W _2f1(w)f2(w)+Q(w)

ai,2

est une forme quadratique sur G : comme dim(G) = n — 2, par hypothése de récurrence,
il existe n — 2 formes linéaires ps, ..., p, € L(G,K) sur G et des scalaires ag,...,a, € K
tels que, pour tout w € G,

LA oo

a1,2
Si, pour tout k € {3,...,n}, on note

FE — K

l . n n
e UZZwkek = Pk Zl‘kek ’
k=1 k=3

on obtient alors I’égalité

a

;’2 (l2(v))* + ’;}ak (I (w))*.

De plus, la famille {l;,ls,...,l,} de L(E,K) est une famille libre : contrairement a I et
l2, les expressions des formes linéaires de la famille libre {I3,...,I3} ne dépendent pas des
coordonnées x1 et xo, et les formes linéaires [1 et lo sont linéairement indépendantes.

Ezemple 5.6.2. 1. On considere la forme quadratique

R3 — R

q: (,y,2) +— 222+ y? — 2%+ 30y — bz + 6yz
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sur R3. Pour tout (x,y,2) € R, on a

q(x,y, 2)

222 + 3xy — dxrz + y2 - 22 4 6yz

3y—>5
2<m2+$y z>+y2—22+6yz

2. On considere la forme quadratique

3y —52\> (3y — 5z)?

2<:E+ J Z) *M+y2*z2+6yz

4 8

3y—5z\7 1

2<:c+ y4 Z) + 5 (-y7 8327 4 T8y2)
3y—5z\7 1

2<a:+ y4 Z) +§[—(y2—78y2)—3322]
3y—5z\% 1

2<:c+ y4 Z) +§[—(y—39z)2+1521z2—3322]
3y—5z\° 1

2(:1: y4 z) — 5 (v —392)° +1862°
cd - C

e (x,y,2) — zy+izz—(1—1i)yz

sur C3. Pour tout (x,y,2) € C3, on a

q(z,y, 2)

xy +izz — (1 —i)yz
(z — (L=14)z)(y +iz) + (1 —i)iz®

[(az +y+(—1+ 2i)z)2 —(z—y-— z)Q] +(1+1)22

(x+y+(—1+2i)z)2— (z—y—2)2+(1+i)22

e N
>~ =

Remarque 5.6.3. Siq = Z o (lp)? avec a1, ..., a, e Ketly,..., 1, € L(F,K), alors, pour tout

k=1

v,we K,

(cf. exemple B33 2.)

oo w) = 3 aly(o)ly(w)
k=1

Nous allons utiliser la méthode de réduction de Gauss précédente pour déterminer une base
orthogonale relativement a ¢ :

Théoréme 5.6.4. Soient aq, ..

an € K et soient ly,... 1, € L(E,K) des formes linéaires li-
n

néairement indépendantes tels que q = 2 ar(ly)?. Il existe une base orthogonale B = {e1, ..., en}

k=1
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de E relativement d ¢ telle que pour tout k € {1,...,n}, q(ex) = ag. Ainst,
(65} 0
Matj3 (¢) =
0 Qy,

Démonstration. Pour construire une base orthogonale avec les propriétés ci-dessus, on utilise la
théorie de la dualité linéaire : on renvoie a I’annexe située a la fin de ce polycopié et consacrée
a ce sujet.

Notons B = {eq, ..., ey} 'unique base de E telle que, pour tous k,1 € {1,...,n}, lx(e;) = 6y
({e1,...,en} est la base dite antéduale de la base {l1,...,l,} de L(E,K) : cf. corollaire et
définition 6472). On a alors, pour tous 7,s € {1,...,n},

= M 0 sir#s,
QO(BT,ES) = Z aklk’(er)lk(es) = Z O‘k:(sk,rék:,s = {

ap sir=s.

k=1 k=1
O
Ezemple 5.6.5. 1. On considere la forme quadratique de I'exemple B2 1. On a, pour tout
(z,y,2) € R?,
2, .2 2 3y —52\° 1 2 2
q(x,y,2) =22° +y° —2°+3zy — bz +6yz =2 |z + 1 —é(y—39,z) + 1862°.

Notons 1 : R? — R ; (z,y,2) — = + 3y25z, lo : R - R; (2,9,2) — y — 392 et
I3 :R3 - R ; (z,y,2) — 2z : la famille C := {l1,ls,l3} est une base de £ (R3,R). Pour

déterminer la base antéduale B de C, on considere la matrice de passage

1 0 O
PB(’:’i’Ln"C: % 1 O
-2 -39 1

de la base duale de la base canonique Bean de R? & la base C, et la matrice de passage de
la base canonique de R? & la base B est alors

1 -2 -—28
P ="Pg _o={0 1 39
0 0 1

(cf. proposition B2 et corollaire et définition E472). La base antéduale de C est donc la
famille

B {(1,0,0), (—i,1,0> (—28,39, 1)},

qui, par la preuve du théoreme précédent, est une base orthogonale relativement a la
forme polaire ¢ de ¢, et on a

Matfg () =

S O N

O |
o=
[a)

186
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2. On considere la forme quadratique de 'exemple 562 2. On a, pour tout (z,y, z) € C3,
. . 1 . 2 1 2 N2
q(z,y,2) =2y +izz — (1 —i)yz = Z(x—i—y—i— (=1 +2i)z)" — E(x—y—z) + (1 +14)2%
Notons I : C3 - C; (z,y,2) = o +y+ (=1+2i)z,l5:C> > C; (v,9,2) »x—y—2

et I3: C3 — C; (v,y,2) = 2 : la famille C := {l1,1l2,l3} est une base de £ ((Cg,(C). On
considere alors la matrice de passage

1 1 0
PB:;kanHC - ]. —]. 0
-1+2¢ -1 1

de la base duale de la base canonique Bean de C? & la base C, et la matrice de passage de
la base canonique de C3 & la base antéduale B de C est alors

1 .
5 1—1

—1

0 1

B = {(;;0> : (;,—;,0> ,(1—@',—1’,1)}

est donc une base de C? orthogonale relativement & la forme polaire ¢ de ¢, et on a

tp—1
PBeon—B = P =

can—C

O NN
N[

La base

10 0
Matg(p) = (0 —F 0
0 0 1+

Remarque 5.6.6. Si, dans 'exemple E63 1., on considere la base

1 3 1
B ={-—=(1,0,0 ,\/§<—,1,0> ,——(—28,39,1 }
{ﬁ< ve (-2 — )
de R3, on a
1 0 0
Mat® (o) =0 -1 0].
0 0 1

Si, dans I'exemple b6 2., on considere la base
11 (1 1 4 i .
= e - = 1—i. —
B {2(2,2,0>,2z<2, 2,0),\/56 s(1—1, z,l)}
de C3, on a

100
Mat®(¢) = [0 1 0
001
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5.7 Signature d’une forme quadratique réelle

Dans cette section, on suppose que F un R-espace vectoriel de dimension finie n € N\{0}.
Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur £ de forme quadratique q.

Définition 5.7.1. On dit que ¢ (ou q) est positive, resp. négative, si pour tout v € E, q(v) =
o(v,v) =0, resp. q(v) = p(v,v) <0.

Ezemple 5.7.2. 1. La forme quadratique q; : R? x R? ; (x,y) — 22 + y? est positive.

2. La forme quadratique g : R? x R? ; (z,y) — —2% — 32 est négative.

3. La forme quadratique ¢z : R? x R? ; (z,y) — 22 — y? n’est ni positive ni négative

On avait vu a la proposition BZ2712 que si ¢ est définie, alors ¢ est non dégénérée. Sur R,
on peut compléter cette assertion :

Proposition 5.7.3. La forme bilinéaire symétrique p est définie ssi ¢ est non dégénérée et
est positive ou négative.

Démonstration. On montre le sens direct par contraposée :

e Si p n'est ni positive ni négative, il existe v,w € E tels que ¢(v) < 0 et ¢(w) > 0. On
applique alors le théoreme des valeurs intermédiaires a la fonction continue

01 — R
U t - qv+tv—w))

on a f(0) = gv) < 0 et f(1) = g(w) > 0 donc il existe ¢t € [0;1] tel que f(t) =
q(v +t(v—w)) = 0. De plus v + t(v —w) # O car la famille {v, w} est libre (si elle était
liée, les quantités q(v) et g(w) seraient de méme signe ou toutes deux nulles). La forme
bilinéaire symétrique ¢ est donc non définie.

e Si ¢ est dégénérée, alors elle est non définie par la proposition B2

Montrons maintenant la réciproque : supposons que ¢ est positive, resp. négative, et que
@ est non dégénérée. Comme ¢ est définie ssi —¢ est définie, on peut supposer sans perdre
de généralité que @ est positive. Pour montrer que ¢ est définie, soit v € E tel que p(v,v) =
q(v) = 0 et supposons par I'absurde que v # 0g. Soit w € E\{Og} tel que p(v,w) # 0 (¢ est
non dégénérée donc v, supposé non nul, ne peut étre orthogonal a tous les vecteurs de F) : en
multipliant éventuellement w par —1, on peut supposer que la quantité ¢(v, w) est strictement,
positive. Pour ¢ €]0; +o0[, on a alors

0 < q(v —tw) = q(v) — 2tp(v, w) + t2q(w) = —2tp(v, w) + t2q(w).

donc 0 < —2¢(v, w)+tq(w) (car t > 0). Or cette derniere quantité peut étre rendue strictement
inférieur & 0 pour ¢ suffisamment petit (car ¢(v,w) > 0 et g(w) > 0), d’ott une contradiction :
on en conclut que v = Og. O
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Pour montrer le théoreme qui suit, nous aurons besoin du fait suivant :

Lemme 5.7.4. Soient {vi,...,v,} une famille libre et p-orthogonale de E telle que pour tout
ke {1,...,p}, q(vg) > 0. Alors, pour tout v € Vect{vi,...,vp}, q(v) = 0, et, si v # O,
q(v) > 0.

Démonstration. On montre ce résultat par récurrence sur p. Sip = 1 et si v = A\jv1 avec \1 € K,
alors q(v) = q(A1v1) = A2q(v1) = 0, car g(v1) > 0, et g(v) > 0 si Ay # 0.

P
Supposons maintenant le résultat vérifié au rang p pour p € N\{0} fixé. Si v = Z ALV avec

k=1
Ay, €K, on a

p p—1
q (Z Ak%) = q <)\pvp + Z )\kUk)
k=1 k=1
P

-1 p—1
= Aaq(vy) + 200 <vp, 2 )\kvk> +q ( /\kvk>
k=1 k=1

p—1 p—1
= Apq(vp) +2X D M p(vp-1,vk) + ¢ (Z Ak%)
k=1

k=1

p—1
= Aalvy) +4q (Z Ak%) -
k=1

Cette derniere quantité est positive car ¢(v,) > 0 et ¢ (Zi;i )\kvk) > 0 par hypothese de
récurrence. Elle est de plus strictement positive si v # Op i.e. si les scalaires Aq,...,\, sont
non tous nuls (la famille {vy,...,vp} est libre), car

o si\, #0, A2q(vp) >0,

p—1 p—1
e si A=0, Z Av # 0 donce, par hypothése de récurrence, ¢ (Z )\kvk> > 0.
k=1 k=1

O]

Remarque 5.7.5. Si {v1,...,vp} est une famille libre et g-orthogonale de E telle que pour tout
ke{l,...,p}, q(vg) <0< (—q)(ex) > 0, alors pour tout v € Vect{vy,...,vp}, (—q)(v) = 0 <
q(v) <0, et,siv+#0pg, (—¢)(v)>0<q(v) <O0.

Le théoréme ci-dessous définit la notion de “signature” d’une forme bilinéaire symétrique
sur R :

Théoréme et Définition 5.7.6. Soit B = {ey,...,e,} une base p-orthogonale de E. On
note r, resp. s, le nombre de coefficients strictement positifs, resp. strictement négatifs, de la
matrice diagonale Matgb(ga). Les nombres r et s sont indépendants de la base orthogonale B
considérée et on appelle signature de ¢ (ou de q) le couple (r,s).
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Démonstration. Soit B’ = {€],...,e),} une autre base p-orthogonale de E et notons 1/, resp. ¢,
le nombre de coeflicients strictement positifs, resp. strictement négatifs, de la matrice diagonale
Matz ().

Quitte & permuter les vecteurs de la base B, resp. B/, on peut supposer que pour tout
ke {1,...,7}, qlex) > 0, resp. pour tout k € {1,...,7'}, g(e}) > 0, et que pour tout I €
{r+1,...,n}, q(e) <0, resp. pour tout l € {r' +1,...,n}, q(e}) <O0.

Notons ensuite F':= Vect{ey,...,e,} et G’ := Vect{el, {,...,e,}. Ona Fn G = {0g} : si
veF nG etwv#0p alors g(v) >0 et g(v) < 0 par le lemme 6274 et la remarque B-7H, ce qui
est impossible.

Ainsi, dim(F) + dim(G’) = dim(F@® G’) < n (car F ® G’ est un sous-espace vectoriel de F.
Or dim(F) = r et dim(G’) = n — 7’ donc r — 7’/ < 0. En échangeant les roles de B et B, on
obtient ensuite que ' — r < 0 et donc finalement r = 7’.

Enfin, comme r + s = rg,, = 7’ + s’ (par la proposition 550), on a également s = s'. [

Ezemple 5.7.7. La signature de la forme bilinéaire symétrique de 'exemple 563 1. est (2,1)

Notons (r, s) la signature de la forme bilinéaire symétrique .
Proposition 5.7.8. e © est positive ssi s = 0,

e o est négative ssir =0,

e © est non dégénérée ssir+ s =n.
Démonstration. Soit B = {eq,...,e,} une base g-orthogonale de E et écrivons

ai 0
Matg () =

0 an

e Si ¢ est positive alors, pour tout k € {1,...,n}, ax = q(ex) = 0 i.e. aucun des coefficients
diagonaux de Mat® () n’est strictement négatif i.e. s = 0.

Réciproquement, si s = 0, on a, pour tout k € {1,...,n}, ax = 0 et donc, pour tout v € E,
q(v) = 0.

e La signature de la forme bilinéaire symétrique —¢ est le couple (s,7), et ¢ est négative
ssi — est positive ssi 7 = 0.

e Enfin, ¢ est non dégénérée ssi n =rg, =1+ s.



Chapitre 6

Annexe : Dualité linéaire

6.1 Introduction

La dualité linéaire est la théorie des formes linéaires sur un espace vectoriel, c’est-a-dire,
pour K un corps commutatif quelconque, la théorie des applications linéaires £ — K ou F
est un espace vectoriel sur K. On peut également voir la dualité linéaire comme la théorie des
équations linéaires sur un espace vectoriel. En particulier, cette théorie nous donne une cor-
respondance explicite entre les sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E et les systémes
d’équations linéaires sur F. La dualité linéaire nous fournit également une interprétation vec-
torielle de I'opération de transposition sur les matrices.

Tout au long de ce chapitre, K désigne un corps commutatif quelconque.

6.2 Formes linéaires sur un espace vectoriel et espace dual
Soit E un espace vectoriel sur K.

Définition 6.2.1. On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de E dans K.
L’ensemble des formes linéaires sur I est appelé espace dual de E et noté E*.

3 —>
Ezemple 6.2.2 (exemple “fil rouge”). L’application ¢ : (ny D) > % +i_ 5s est une

forme linéaire sur R3.

Remarque 6.2.3. e F* = L(FE,K) est un espace vectoriel sur K.

e Si E est de dimension finie n € N\{0} et si B = {ey,...,e,} est une base de E, alors, pour
I

tout vecteur v de E de coordonnées | : | dans la base B et toute forme linéaire ¢ de
In

145
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E* on a
ov) = p(rier + -+ xpey)
= w1 pler) +- -+, plen)
S~—— ~——
ek ek
X1

Tn

Ezemple 6.2.4 (suite de 'exemple “fil rouge”). Pour tout vecteur (z,y,z) de R3, on a

cp(:v,y,z) = (2 3 _5)

SIS

Définition 6.2.5. Soit p € E* une forme linéaire sur E non identiquement nulle. On appelle
hyperplan de E déterminé par ¢ le sous-espace vectoriel Ker ¢ de E.

Exemple 6.2.6 (suite de 'exemple “fil rouge”). L’hyperplan de R? déterminé par ¢ est le sous-
espace vectoriel {(z,y,z) € R® | 2z + 3y — 5y = 0} de R.

L’appellation “hyperplan” est justifiée par le fait que, si E est de dimension finie n € N\{0},
I’hyperplan déterminée par une forme linéaire sur F non identiquement nulle est effectivement
un sous-espace vectoriel de E de dimension n — 1. Nous allons montrer ce fait ci-dessous, ainsi
que sa réciproque :

Proposition 6.2.7. Supposons que E est de dimension finie n € N\{0}.

Les hyperplans de E déterminés par les formes linéaires non nulles de E* sont exactement
les hyperplans linéaires de E i.e. (“id est” : c’est-a-dire) les sous-espaces vectoriels de E de
dimension n — 1.

Démonstration. Soit ¢ € E*\{0}. L’image Im ¢ de ¢ étant un sous-espace vectoriel de K, la
dimension de Im ¢ (sur K) est inférieure ou égale a 1 (la dimension de K sur K est 1). Comme
 est non identiquement nulle, la dimension de Im ¢ ne peut étre 0. La dimension de Im ¢ est
donc 1 et, par le théoreme du rang,

dim(Ker ¢) = dim(F) — dim(Im ¢) =n — 1,

i.e. 'hyperplan de E déterminé par ¢ est de dimension n — 1.

Réciproquement, soit H un sous-espace vectoriel de E de dimension n — 1. Soit vg un
vecteur de E n’appartenant pas & H. Alors les sous-espaces vectoriels H et Vect{vy} de E sont
en somme directe et, par un argument de dimension, £ = H @ Vect{vg}. Ainsi, tout vecteur v
de F se décompose de facon unique en une somme v = u, + \,vg avec u, € H et A\, € K. Si
— K
— )\U !

déterminé par la forme linéaire . O

 désigne alors la forme linéaire on a H = Ker ¢, i.e. H est 'hyperplan de FE
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Remarque 6.2.8. Reprenons les notations de la remarque 6223. Si ¢ € E*, 'hyperplan de F
déterminé par ¢ est le sous-espace vectoriel de E caractérisé par ’équation linéaire

pler) z1+--+ ¢(en) zn =0

—— ——
ek eK
I
en les coordonnées | : | dans la base B.
Tn

Réciproquement, a tout sous-espace vectoriel H de F caractérisé par une équation linéaire
a1y + -+ apTy =0
avec (ag,...,an) € K"™\{(0,...,0)}, on peut associer la forme linéaire

E — K

xrie1+ -+ xpep —  a1T1 4+ apty

et alors H = Ker .

On obtient ainsi une “correspondance” entre ’espace dual E* de FE et les équations linéaires
en les coordonnées dans la base B. A noter que 'espace des solutions d’un systéme d’équations
linéaires peut étre vu comme une intersection d’hyperplans.

6.3 Base duale

Soit E un espace vectoriel sur K de dimension finie n € N\{0}.

En utilisant le fait que dim (£(E,K)) = dim(F) x dim(K) = dim(E), on peut montrer
directement que dim(E*) = dim(E). On peut également le montrer en associant a toute base
de E une base de E* :

Théoréme et Définition 6.3.1. Soit B = {e1,...,e,} une base de E.
Pourie {l,...,n}, on note e la forme linéaire sur E définie par

1 asit=jy,
pour tout j € {1,...,n}, ef(ej) = 0;; = o j
0 asii#j.

La famille {e¥,... ek} de E* est une base de E*, appelée base duale de B. On la note B*.

Démonstration. Soit i € {1,...,n}. Commengons par remarquer que, par définition, si v est un
€1
vecteur de E de coordonnées | : | dans la base B,
In
* * * *
e (v) = e*(z1e1 + -+ + xpen) = z16j (€1) + ... + Tpef (€1) = T4,

autrement dit e} associe a tout vecteur v de E sa "¢ coordonnée dans la base B.
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A présent, montrons que la famille {e},... ,e*} de E* est libre : soient A1,..., A, € K tels
que A\jef +...+ Ayel soit la forme linéaire nulle, i.e., pour tout vecteur v de E, Ajef(v) + ...+
Anel(v) = 0. En particulier, pour tout j € {1,...,n}, 0 = Adief(e;) + ...+ Apeli(ej) = Aj et la
famille {ef,...,er} de E* est donc libre.

Montrons ensuite que la famille {ef,..., e’} engendre E*. Soit donc ¢ € E*, et soit v un
z1
vecteur de coordonnées | : | dans la base B. On a alors
Tn

p(v) = p(zier + -+ anen) = pler) x1+ -+ plen) Tn = pler)er (v) + -+ + ¢(en)ey, (v).

——
ek ek

Ainsi, ¢ = p(e1)ef + -+ - + p(en)el € Vect{e],...,ex} et la famille {e},...,er} est donc géné-
ratrice de E*. O
Remarque 6.3.2. e On aurait pu se contenter de montrer le caractére libre ou le carac-
tere générateur de la famille {e},...,e}} puis d’utiliser le fait, établi précédemment, que

dim (E*) = dim (E) = n pour montrer que la famille {e},...,eX} est une base de E*.

On a cependant fait le choix de la démonstration “compléte” ci-dessus pour son intérét

didactique.

e F et E* étant deux espaces vectoriels de méme dimension finie, ils sont isomorphes.
Cependant, en général, ils ne le sont pas de facon “canonique” : un isomorphisme entre
ces deux espaces vectoriels dépend, en général, d’un choix de bases pour E et E*.

Exemple 6.3.3. Si B = {ey,...,e,} est la base canonique de K", pour tout ¢ € {1,...,n}, e est
la forme linéaire
. Kn -~ K
e :
(T1,...,2n) —

Ezemple 6.3.4. On consideére la base B = {e1, €2, e3} de R3 formé par les vecteurs e; := (1,1,1),
eo :=(1,0,—1) et eg := (0,1,1). Déterminons la base duale B* de B : précisément, nous allons
déterminer les expressions des formes linéaires e¥, e et e sur R3.

On cherche a, b, c € R tels que, pour tout (x1,z2,73) € R3, e¥(z1, 72, 73) = ax1 + bxs + cx3.
Or

ef(er) =1 a+b+c=1 a=1
eflea) =0 ©qa —c=0 <=<{b=-1
ef(ez) =0 b+c=0 c=1
Ainsi, e} est 'application
R3 — R

(x1,22,23) — 1 —x2 + 23
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On cherche & présent a,b,c € R tels que, pour tout (z1,xa,23) € R3, ei(zy,m2,73) =
axri + brs + cxs. Or

es(er) =0 a+b+c=0 a=0
es(ea) =1 =1a —c=1 <<b=1
es(e3) =0 b+c=0 c=-—1

Ainsi, €5 est I'application
R3 — R

ex
2 (.ZE]_,,IQ,CL':}) = T2 — I3

Enfin, on cherche a,b,c € R tels que, pour tout (z1,z9,z3) € R3, ef(z1, 22, 23) = axy +
bxs 4+ cxsz. Or

eis(er) =0 a+b+c=0 a= -1
ej(e2) =0 =13a —c=0 <b=2
ej(ez) =1 b+c=1 c=-—1

Ainsi, e est I'application

. R3 — R
C(x1,m0,23) > —x1 + 200 — 23

Remarque 6.3.5. Attention : parler de “dual d’un vecteur” n’a pas de sens. Si By et By sont
deux bases de E et v est un vecteur de E appartenant & chacune de ces deux bases, les vecteurs
“v*” dans BY et “v*” dans Bj sont a priori différents (on devrait écrire v*P1, respectivement
v¥B2).

Reprenons les vecteurs e; = (1,1,1) et es = (1,0,—1) de R? de I’exemple précédent mais
posons cette fois v3 := (1,0,0). La famille B’ := {ey,ea,v3} est également une base de R3.
Déterminons les formes linéaires de la base duale B’* de B’ : on cherche a,b,c € R tels que,
pour tout (z1,2,73) € R3, e¥ (w1, 29, 23) = awy + bxs + cx3. Or

ef(er) =1 a+b+c=1 a=0
eflea) =0 =<3a —c=0 <1ib=1
ef(vg) =0 a =0 c=0

Ainsi, e} est 'application
R3 - R

e¥ .
VY (@1, 29,23) = @2

On cherche ensuite a, b, c € R tels que, pour tout (1,72, 73) € R3, e4(x1, x9, 23) = axy + bry +
cxs. Or
es(e1) =0 a+b+c=0 a=0

esea) =1 <= 1a —c=1 =<3b=1

*

*

e5(vg) =0 a =0 c=-1
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Ainsi, ej est 'application
R3 — R

es :
2 («T17x2,x3) — T2 — I3

Enfin, on cherche a, b, ¢ € R tels que, pour tout (z1, 2, v3) € R3, vi(z1, 72, v3) = azy +bwa+crs.

Or

vi(e1) =0 a+b+c=0 a=1
vi(e2) =0 <= 1a —c=0 <=<b=-2
vi(vz) =1 a =1 c=1
Ainsi, v3 est 'application
3 —>
ol R R

(z1,72,23) — x1— 272+ 73
. . * . * , N .
On remarque ainsi que e,? = e5% mais que e;7 # e;®. A noter également que, méme si v est le

R3 - R

FUIPEN . * . .
troisiéme vecteur de la base canonique de R3, v5% n’est pas I'application .
(wla €2, x3) — I3

Dans la suite, B = {eq,...,e,} désignera une base de E.

n
Proposition 6.3.6. 1. Pour toute forme linéaire p € E*, ¢ = Z ole;)es, autrement dit ¢

i=1
o(e1)
a pour coordonnées : dans la base duale B* de B.
p(en)
n et (v)
2. Pour tout vecteur v e F, v = Z e;‘ (v)ej, autrement dit v a pour coordonnées :
I=t e (v)
dans la base B.
Démonstration. 1. Soit ¢ € E*. Comme B* est une base de E*, il existe A1,..., A, € K
n n
(uniques) tels que ¢ = Z Nie; . Sije{l,...,n}, on aalors ¢(e;) = Z iej (ej) = Aj, et
. i=1 i=1
donc ¢ = Z o(ei)er.
i=1
2. Soit v € E. Comme B est une base de FE, il existe pu1,...,u, € K (uniques) tels que
n n n
v = 2 pjej.Siie {1,...,n},onaalorsef(v) = Z pjiesi(ej) = i, et doncv = Z ej(v)ej.
j=1 j=1 j=1
O

Remarque 6.3.7. Cela peut constituer un moyen “efficace” de déterminer les coordonnées d’une
forme linéaire dans une base duale donnée, resp. (“respectivement”) d’un vecteur dans une base
donnée.



6.4. ASPECTS MATRICIELS 151

< . R3 — R
Exemple 6.3.8. e dReprenons la forme linéaire ¢ : (21,29, 25) — 221+ 35 — by de
Iexemple fil rouge et déterminons ses coordonnées dans la base duale B* de 'exemple
633. On a ¢(e1) = 0, p(e2) = 7, p(e3) = —2 et donc ¢ = Tes — 2ei. Remarquons que
I’on n’a pas besoin de ’expression des formes linéaires de la base duale pour déterminer
les coordonnées de ¢ dans celle-ci (les expressions obtenues dans l'exemple B34 nous

permettent cependant de vérifier que la décomposition précédente est bien correcte).

e Si l'on considére le vecteur v = (3, —4,1) de R3, on obtient ses coordonnées dans la base
B de l'exemple 6334 en calculant e} (v) = 8, e5(v) = —5 et e5(v) = —12. On a donc
v = 861 - 562 - 1263.

La proposition 6238 nous permet également de montrer de 'opération qui a toute base de
FE associe sa base duale est injective. Nous montrerons sa surjectivité dans la section suivante.

Corollaire 6.3.9. dSoit B' = {f1,..., fu} une base de E. Si B* = B'*, alors B = B'.

Démonstration. Soit i € {1,...,n}. D’aprés la proposition 623,

Ainsi B = B'. O

Remarque 6.3.10. Comme, sur 'espace vectoriel de dimension finie E*, on a acceés & des bases,
on peut utiliser les outils matriciels pour étudier les formes linéaires de E*.

6.4 Aspects matriciels

Comme dans la section précédente, on considere un espace vectoriel £ de dimension finie
n € N\{0} et une base B = {e1,...,e,} de E.

Commengons par une premiére remarque : si ¢ est une forme linéaire de F* et v est un
vecteur de F, alors, d’apres la remarque 6223,

p(v) =" Matps (p)Matp(v).

A présent, nous allons nous intéresser au changement de base pour les bases duales : préci-
sément, soit B’ = {f1,..., fn} une autre base de E, on peut calculer la matrice de passage de
la base duale B* & la base duale B'* & partir de la matrice de passage de la base B a la base B'.

Proposition 6.4.1. On a
PB*HB/* = tPB_>B/_1 = tPB/_>B

(rappel : la transposition et l'inversion des matrices inversibles commutent).
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Démonstration. Pour simplifier les écritures, on note P = (pij)lsi,jgn = Pg_p et Q =
<Qij)1<i,j<n = Pgu«_p+. Ainsi, pour 4,5 € {1,...,n}, f¥ = Y qriep (il s'agit de la dé-
composition de f dans la base B*) et f; = >,/ pi e (il s’agit de la décomposition de f; dans
la base B). Nous allons montrer que I,, = !QP (et donc Q = 'P71).

Soient 4, j € {1,...,n}. Le coefficient situé sur la ligne ¢ et la colonne j de la matrice identité
I, est &; ; et, par définition de la base duale B™ = {ff,..., f*}, on a

bij = fi(f}) = (Z ka'e}:) ( ijez)
k=1 =1

n
> ariprjei(er)
=1

[l
NgE

e
Il

1

Qk iDL Okl

[
NgE
NgE

ey
I
—
~
I
—

Il
M=

gk iDk j

x>
Il
—

n
Or Z qk iPk ; est justement le coefficient situé sur la ligne 7 et la colonne j de la matrice produit
k=1
tQP. Ainsi, on a bien I, = 'QP i.e. Q ='P~'ie. Pgs_ g+ = ‘Pap ' O

A Taide de cette propriété, on peut également montrer la surjectivité, et donc la bijectivité
(voir corollaire B239 ci-dessus), de l'opération qui associe a toute base B de E sa base duale
B* de E* :

Corollaire et Définition 6.4.2. Pour toute base C de E*, il existe une et une seule base B
de E telle que C = B*. On appelle B la base antéduale de C.

Démonstration. Soit C une base de E*. Fixons maintenant By une base quelconque de FE et
considérons la matrice Q) := tPB(a;_)C_l. Comme il s’agit d’'une matrice inversible de taille n, Q
peut étre considérée comme la matrice de passage Pg,—.5 de la base By de E & une base B (les
coordonnées des vecteurs de B dans la base By sont données par les colonnes de @) et on a
alors, d’apres la proposition précédente,

t —1 ty—1
Ppgs_px = Py ='Q7 = Py _c,

de sorte que les coordonnées des vecteurs de la base C dans la base B sont les mémes que les
coordonnées des vecteurs de la base B* dans la base B et donc C = B*. O

R3 — R

Exemple 6.4.3. On considere les formes linéaires ¢ : (1, 2, 23) o1+
1,22,23) — X1 2+ 3

, P2 -

R3 — R . R3 -
€ 3
(x1,22,23) — —x1+ a3 7 (x1,22,23) — T2+ x3

est une base de (]RS)*. Pour le voir, on écrit les coordonnées de 1, @2 et @3 dans la base duale

sur R?. La famille C = {o1, 2, 03}
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Bt = {e¥,e4, ex} de la base canonique By = {e1,ea,e3} de R? : on a 1 = ef + eb + e,
o = —e] + e} et p3 = e5 + e, et la matrice

1 -1 0
P:={(1 0 1
1 1 1

dont les colonnes sont les coordonnées de 1, s et w3 dans la base B*, est inversible.

On cherche maintenant a déterminer la base antéduale B = {v1,v2,v3} de la base C. On
procede comme dans la démonstration précédente : la matrice P ci-dessus est la matrice de
passage de B a C et la matrice de passage de la base By a la base B est alors la matrice ‘P~1.
On obtient

1 0o -1
tpl— -1 -1 2
1 1 -1
etonadoncv; =e; —es+eg=(1,—1,1),v9=—ea+e3=(0,—1,1) et v3 = —e; +2e2 —e3 =

(~1,2,-1).

6.5 Annulateur d’un sous-espace vectoriel et correspondance
duale

Soit F un espace vectoriel de dimension finie n € N\{0}.

Dans cette section, on va définir des outils de la dualité qui vont nous donner une corres-
pondance explicite entre les sous-espaces vectoriels de E et les systemes d’équations linéaires
qui les caractérisent.

Soit F' un sous-espace vectoriel de E et soit W un sous-espace vectoriel de E*.

Définition 6.5.1. o L’ensemble, noté F°, des formes linéaires de E* qui s’annulent sur F
est appelé annulateur de F.

o L’ensemble, noté W9, des vecteurs de E qui sont annulés par toutes les formes linéaires
de W est appelé annulateur de W.

L’ensemble F° = {p € E* | pour tout v € F, p(v) = 0} est un sous-espace vectoriel de E* :
la forme linéaire identiquement nulle sur E appartient a FO et, si ¢, € E* et \, u € K, pour

tout v € E, (A\p + pp)(v) = Ap(v) + pp(v) = 0.
De fagon analogue, W° = {v e E | pour tout p € W, ¢(v) = 0} est un sous-espace vectoriel
de E : le vecteur nul de E appartient & W0 et, si v,w € E et \, u € K, pour tout ¢ € E*,

(A + pw) = Ap(v) + pp(w) = 0.

Proposition 6.5.2. 1. Si {vy,...,v,} est une base de F, alors F* = {¢ € E* | p(v1) =
0,...,¢(vp) = 0}.

2. Si{p1,...,pq} est une base de W, alors WO = {ve E | p1(v) = 0,...,¢4(v) = 0}.
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Démonstration. 1. Soit ¢ € F, alors, comme vy, ...,v, € F, p(v1) = 0,...,¢(vy) = 0. Réci-
proquement, soit maintenant ¢ une forme linéaire sur £ annulant les vecteurs vy, ..., v,
et soit v € F. Comme {v1,...,v,} est une base de F), il existe A1,..., A, € K (uniques)

tels que v = A1 + -+ + A\pu, et alors
p(v) = Ap(v1) + -+ + App(vy) = 0,
et ¢ appartient donc a F©.

2. Soit v € WY, alors, comme 1, ...,p, € W, p1(v) = 0,...,p,(v) = 0. Réciproquement,
soit maintenant v un vecteur de E annulé par les formes linéaires ¢1,...,p, et soit
@ € W. Comme {¢1,...,¢q} est une base de W, il existe p1,..., 1, € K (uniques) tels

que @ = p1p1 + -+ -+ pgpq et alors
P(v) = pp1(v) + - + pgpg(v) = 0,

et v appartient donc & WV,

O
Remarquons que, si {¢1,...,9q} est une base de W, wo = 7 Ker ¢; et que, si B =
{e1,...,en} est une base de E, W0 est le sous-espace vectoriel de E caractérisé par le systéme
linéaire
pi(en)zr + -+ pi(en)xn =0
wqler)zr + -+ @qlen)zn =0
z1
en les coordonnées | : | dans la base B.
Tp

La proposition suivante affirme notamment que si W = F?, alors F' peut étre décrit par le
systeme linéaire ci-dessus, autrement dit que les vecteurs de F' sont exactement les solutions
de ce systeme.

Proposition 6.5.3. On a
1. dim(E) = dim(F) + dim (F°) et dim (E*) = dim(W) + dim (W?),
2. (FO° = F et (WO)° =w.

Démonstration. 1. Montrons tout d’abord que dim(E) = dim(F)+dim (F°). Soit {vy, ..., v,}

une base de F' que I'on complete en une base B = {v1,...,vp, Vpt1,...,0n} de E. Considé-
* * * * * 3 * *
rons la base duale B* = {v},... s Up s Upy1s e - - , v} et montrons que la famille {vp+1, vk}

est une base de FY :

e Soitie {p+1,...,n}, alors vf € FO car, pour tout j € {1,...,p}, v} (v;) =0 (i # j)
et les vecteurs vy, ..., v, engendrent F'.
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e La famille {v*,,,...,v%} de E* est libre comme sous-famille de la base B*.

e De plus, elle engendre FO : en effet, soit ¢ € FO, alors, d’aprés la proposition 638

i,

v = po)of + -+ o(vp)vy + @(Ups1) vy + -+ p(un)vy
= @(vpr1)upyy + -+ p(vn)vy € Vect {vsyy, ... 05}
(p(v1) = -+ = p(vy) =0 car vy,...,v, € F et o€ FY).

En particulier, dim (F°) = n — p = dim(E) — dim(F).

L’égalité dim (E°) = dim(W) + dim (W?) se démontre de facon tout & fait similaire, &
l'aide de la notion de base antéduale (corollaire et définition BZ2) : soit {@1,...,¢q}
une base de W que 'on compléte en une base C = {¢1,...,9q, @g+1,---,¢n} de E* et
notons B = {v1,...,v0q,VUg+1,...,Vn} la base antéduale de C. On montre que la famille
{vg+1,- -+, 0n} est une base de W0 :

e Soit j € {g+1,...,n}, alors v; € WO car, pour tout i € {1,...,q}, ¢i(v;) = vi(vj) =0
(i # j) et les vecteurs ¢1,. .., p, engendrent W.
e La famille {vg11,...,v,} de E est libre comme sous-famille de la base B.

e De plus, elle engendre W0 : en effet, soit v € W9, alors, d’apres la proposition 638
i),
vo= vi(v)vr -+ g (V)vg +vg (V)vger + e A vp(V)vg
= p1()v1 + -+ @g(V)vg + g1 (V)Vg41 + -+ pn(V)Vy
= @g+1(V)vg41 + - + pn(v)vy € Vect {vg41, ..., v}

(p1(v) =+ = pg(v) =0 car ¢1,...,0,€ W et ve WP).
En particulier, dim (W?) = n — ¢ = dim (E*) — dim(W) = dim(E) — dim(W).

2. Des deux égalités démontrées précédemment, on déduit la double inclusion (FO)O =F:
ona F c (FO)O (car sive F et ¢ € FO alors p(v) = 0) et

dim ( (FO)O> — dim(E) — dim (F°) = dim(E) — (dim(E) — dim(F)) = dim(F).

De méme, (WO)O =W car W c (WO)O (si pe W et ve WY alors p(v) = 0) et
dim ((WO)O) — dim(E) — dim (W°) = dim(E) — (dim(E) — dim(W)) = dim(W).
O

Cette proposition et sa démonstration nous donnent en particulier une méthode pour, a
partir d’une base de F', obtenir un systeme d’équations linéaires “linéairement indépendantes”
(i.e. d’équations correspondant a des formes linéaires linéairement indépendantes) décrivant F' :
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Exemple 6.5.4. Soit F le sous-espace vectoriel de R? engendré par le vecteur v; = (1,1,1).
On note v le vecteur (1,0,—1) et vz le vecteur (0,1,1), puis on complete la famille libre
{v1} de R? en la base B = {v1,v2,v3} (voir également exemple E34). On considére ensuite
la base duale B* = {v],v3,vi} et, d’apres ce que I'on a vu dans la démonstration précédente,
R3 — R

et 'expression
(z1,22,23) — X2 — 23

FO = Vect {v},vi}. L’expression de v} sur R est v} :

3
de v3 sur R3 est vy R - R . Ainsi
(z1,72,73) — —x1 + 279 — T3
0
F= (FO) = {(ﬂzl,xg,x3) e R3 | v} (21,29, 23) = 0,03 (21, 29, 23) = 0}

{($1,$2,1‘3) S Rg | To — X3 = 0, —x1 + 219 —x3 = 0} .

Une méthode analogue permet d’obtenir, a partir d’une description de F' comme ensemble
des solutions d’un systeme d’équations linéaires linéairement indépendantes, une base de F' :

Ezemple 6.5.5. Notons By = {e1,e2,e3} la base canonique de R3 et considérons les formes
linéaires @1 = e} + e} + e} et o = —ei + e sur R3. On note W := Vect{y1, pa} = R3" et on
cherche & déterminer une base de W0 = {(azl,xg, 23) eR3 |y + w9+ 23 =0, 21 + 23 = 0}.

Tout d’abord, remarquons que les formes linéaires @1 et @9 sont linéairement indépendantes :
on peut par exemple constituer la matrice dont les colonnes sont les coordonnées de @1 et @2
dans la base Bj et montrer qu’elle est bien de rang 2. On note ensuite 3 := €5 + e} et on
complete la famille libre {¢1, @2} en la base C := {¢1, p2} de (R?’)*. D’apres I'exemple 62473,
la base préduale de C est la base B = {(1,—1,1),(0,—1,1),(—1,2, 1)} de R? et, d’apres la
démonstration de la proposition 6553, W0 = Vect{(—1,2, —1)}.

Remarque 6.5.6. On a {0g}° = E*, E® = {0}, {0g+}° = E et (E*)" = {0g}.

6.6 Application transposée

La dualité linéaire va également nous permettre de donner une interprétation vectorielle a
I'opération de transposition sur les matrices.
Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K.

Définition 6.6.1. Soit f € L(E,F). On appelle transposée de f lapplication linéaire

tf: F* - E*
p = pof
Remarque 6.6.2. e Sipe F* = L(F,K), on a bien po f e E* = L(E,K).

e L’application f est bien lindaire : si ¢, € F* et \, u € K,

TAe+mp) = (Ap+pp)of
= Apof+upof
= Xf(@) +n'f ()
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Les propriétés de base de la transposée d’une application linéaire sont réunies dans la
proposition suivante :

Proposition 6.6.3. 1. {(Idg) = Idgx.
2. Sif,ge LIE,F) et \,ue K, {(\f +png) = \f +ulg.
3. Si G est un espace vectoriel sur K, f e L(E,F) et ge L(F,G), Y(go f) =foly.

4. Si f est une application linéaire bijective de E dans F, alors 'f : F* — E* est également
.. . te\—1 t{p—1
bijective et (f) = (f )

Démonstration. 1. Pour tout ¢ € E* on a
(1dp) (p) = ¢ oldp = ¢ = Idpa()-
2. Pour tout ¢ € F* on a
" +ug)(p)=po(f+g)=pof+pog="f(p)+'9(p) = (f+9) (»)

3. Pour tout ¢ € G*, on a

Hgof)(p)=polgof)=(pog)of="gp) of="f(9(p) = (o9 ().

4. Ona'fol (f~1) =t(f~1of) =t(Idg) = Idgs et ' (f~1)olf =t(fo f~1) = {(Idr) = Idps.
O

On en vient & la justification matricielle de 'appellation “transposée” et, “réciproquement”,
a une interprétation vectorielle, via la dualité, de la transposition matricielle :

Proposition 6.6.4. On suppose que les espaces vectoriels E et F' sont tous deux de dimension
finie. Soient alors B = {e1,...,e,} une base de E et C = {vy,..., vy} une base de F, et soit

feL(EF). On a
Matc*’g* (tf) =1 MatB,C(f)a

autrement dit la matrice de la transposée tf de f dans les bases duales C* et B* est la transposée
de la matrice de f dans les bases B et C, ou encore, symétriqguement, la transposée de la matrice

de f dans les bases B et C est la matrice de la transposée 'f de f dans les bases duales C* et
B*.
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Démonstration. Soit j € {1,...,m} et notons A = (akl)lgkgm,lslsn := Matgc(f). Alors
n
b (vf) =viof = Z v; o f(e;)ejapar la proposition B3, 1.
€

Ainsi la matrice Mates g« (tf) est exactement la transposée de la matrice A = Matgc(f). O

Remarque 6.6.5. Ce résultat est également a mettre en lien avec la propriété 621 concernant la
matrice de passage d’une base duale a une autre : si B et B’ sont deux bases d’un espace vectoriel
de dimension finie F, la matrice de passage Pp_,p est la matrice Matg s (Idg) de I'identité
de FE dans les bases B’ et B, et la transposée de cette matrice est, d’apres les propositions
précédentes, la matrice Matgs ;3% (Idg+), i.e. la matrice de passage Pg+_,g«. Autrement dit,

-1

'Pg_,5r = Pg_ 5+ et donc, de fagon équivalente, Pgs g+ = Pgx_gs ' = Pp ' = Pp_p.

Ce point de vue “vectoriel” sur la transposition matricielle permet également, a partir
de la proposition B3 et de la correspondance entre produit de matrices et composition
d’applications linéaires, de montrer sans calcul les propriétés matricielles “'(AB) = 'B!A”
et (1)t = 1(a1)”

6.7 Bidual

Soit E un espace vectoriel sur K. Son dual E* est également un espace vectoriel sur K : on
peut donc aussi considérer son dual que ’on note E**. On a alors, par définition,

E* = (E*)* = L(E*,K) = (L(E,K))* = L(L(E,K),K).
Définition 6.7.1. On appelle E** le bidual de E.

On a vu qu’un espace vectoriel de dimension finie est isomorphe a son dual et donc, comme
le dual est isomorphe & son propre dual, a son bidual. Néanmoins, comme on I’a dit plus haut, on
ne dispose pas, en général, d’isomorphisme “canonique” entre un espace vectoriel de dimension
finie et son dual. Une propriété remarquable du bidual est que, en dimension finie, tout espace
vectoriel est canoniquement isomorphe & son bidual :
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Proposition 6.7.2. On suppose que E est de dimension finie. Alors E est canoniquement
isomorphe a son bidual E**, i.e. on peut construire un isomorphisme linéaire de E sur E**
sans faire appel d des choir de bases.

. E* K
Démonstration. Pour v € E, définissons tout d’abord 'application ®,, : - (v

(p —>
plication d’“évaluation” des formes linéaires sur E en le vecteur v). Pour tout v € E, I'applica-
tion @, est linéaire : si p,p € E* et A\, u € K,

Dy (A + 1) = (Ap + ) (v) = Ap(v) + pP(v) = A@y(p) + p®y(1).

Ainsi, pour tout v € E, &, € L (E*,K) = E**.
On considere alors 'application

) (I'ap-

E N E**

(I):v—><1>v

® est une application linéaire : si v,w € E et A\, 4 € K alors, pour tout ¢ € E*,

D (A +pw) (p) = Prvspw(p)

= ¢ (\v+ pw)

= Ap(v) + pp(w)

= ADy(p) + pnPu(p)

= A2(v)(p) + u®(w)(y)
= (A@(v) + pu®(w)) (¢)

ie. @ (A + pw) = A@(v) + p®(w).

On montre enfin que I'application linéaire ® : E — E** est bijective : comme dim (E**) =
dim (E*) = dim(E), on peut se contenter de montrer que ® est injective. Soit donc v € E tel
que ®(v) = &, = 0, i.e., pour tout ¢ € E* p(v) = 0. En particulier, si 'on considére une
base B = {e1,...,en} de E et sa base duale B* = {e,...,e’}, on a, pour tout j € {1,...,n},

n
ej(v) = 0 et donc v = Z ej(v)ej = 0 : @ est donc bien injective.
j=1

Ainsi, 'application ® est bien un isomorphisme linéaire de E sur E** (et sa définition ne
dépend pas d’un choix de bases). ]
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