
Chapitre 5 : Formes bilinéaires et formes
quadratiques

Formes bilinéaires



I. Introduction

Soit K un corps commutatif de caractéristique différente de 2, soit E un
K-ev. Soit ϕ : E × E → K.

Définition 1
On dit que ϕ est

bilinéaire si ∀v ,w , v1,w1, v2,w2 ∈ E , ∀λ, µ ∈ K,
ϕ (λv1 + µv2,w) = λϕ (v1,w) + µϕ (v2,w) et
ϕ (v , λw1 + µw2) = λϕ (v ,w1) + µϕ (v ,w2) ,

symétrique si ∀v ,w ∈ E , ϕ(v ,w) = ϕ(w , v)

On étudie les propriétés des formes bilinéaires et formes bilinéaires
symétriques (non nécessairement définies ou “positives”).
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II. Formes bilinéaires et f.b.s

On note B(E ) l’ensemble des f.b. sur E et S(E ) l’ensemble des f.b.s.
sur E .

Proposition 2

B(E ) et S(E ) sont des K-ev.

On suppose que ϕ ∈ B(E ). Alors

Lemme 3
Pour tous v ,w ∈ E ,

ϕ(v + w , v + w) = ϕ(v , v) + ϕ(v ,w) + ϕ(w , v) + ϕ(w ,w).

Si ϕ ∈ S(E ), ϕ(v + w , v + w) = ϕ(v , v) + 2ϕ(v ,w) + ϕ(w ,w).
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II. Formes bilinéaires et f.b.s

On suppose dans la suite que E est de dimension finie n ∈ N \ {0}.

Soient B = {e1, . . . , en} une base de E et v ,w ∈ E . Notons
X := MatB(v), Y := MatB(w), et A :=

(
ϕ(ek , el)

)
1≤k,l≤n.

Alors
ϕ(v ,w) = tXAY .

Définition 4
On appelle matrice représentative de la f.b. ϕ dans la base B et on note
MatfbB (ϕ) la matrice A.

Proposition 5

Si B′ est une autre base de E , on a

MatfbB′ (ϕ) = tPB→B′ MatfbB (ϕ)PB→B′ .
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II. Formes bilinéaires et f.b.s

Avec A := MatfbB (ϕ),

Proposition 5

ϕ ∈ S(E ) ssi tA = A.

On note Sn(K) := {M ∈ Mn(K) | tM = M}.

Corollaire 6

L’application
S(E ) → Sn(K)

φ 7→ MatfbB (φ)
est un isomorphisme linéaire.

Remarque : Ainsi, dimS(E ) = n(n+1)
2 .
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III. Formes quadratiques

Soit q : E → K une application.

Définition 7
On dit que q est une forme quadratique sur E si

1 ∀v ∈ E , ∀λ ∈ K, q(λv) = λ2q(v),

2 l’application ϕ :
E × E → K

(v ,w) 7→ 1
2
(
q(v + w)− q(v)− q(w)

) est

une f.b.s.
Dans ce cas, on appelle ϕ la forme polaire de q.

Exemple 8

Si ϕ est une f.b.s sur E , l’application q :
E → K
v 7→ ϕ(v , v)

est une

forme quadratique sur E (appelée forme quadratique de ϕ).
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III. Formes quadratiques

Si on note Q(E ) l’ensemble des formes quadratiques sur E , on a en fait :

Théorème 9

Q(E ) est un K-ev isomorphe à S(E ).

Remarque : Ainsi, dimQ(E ) = n(n+1)
2 .

Si q est une forme quadratique de forme polaire ϕ, on a les identités
suivantes :

Proposition 10

Pour tous v ,w ∈ E ,
q(v + w) = q(v) + 2ϕ(v ,w) + q(w),
q(v + w) + q(v − w) = 2

(
q(v) + q(w)

)
,

ϕ(v ,w) = 1
4

(
q(v + w)− q(v − w)

)
.
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III. Formes quadratiques

Remarque : Si

v =
∑n

k=1 xkek , w =
∑n

k=1 ykek ∈ E ,
pour k ∈ {1, . . . , n}, ak := ϕ(ek , ek),
pour k, l ∈ {1, . . . , n} tels que k < l , ak,l := ϕ(ek , el) = ϕ(el , ek),

on a

ϕ(v ,w) =
n∑

k=1

ak xkyk +
∑

1≤k<l≤n

ak,l
(
xkyl + xlyk

)
et

q(v) =
n∑

k=1

ak x
2
k + 2

∑
1≤k<l≤n

ak,l xkxl .
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IV. Orthogonalité

Soit ϕ une f.b.s. sur E de forme quadratique q. Soient v ,w ∈ E .

Définition 11

On dit que v et w sont orthogonaux relativement à ϕ si ϕ(v ,w) = 0.

Si A ⊂ E , on appelle orthogonal de A relativ. à ϕ le sev

A⊥ϕ := {v ∈ E | ∀w ∈ A, ϕ(v ,w) = 0}

de E .

Proposition 12

Si B ⊂ E tel que A ⊂ B, alors B⊥ϕ ⊂ A⊥ϕ ,
A⊥ϕ = (Vect(A))⊥ϕ .

On appelle E⊥ϕ le noyau de ϕ et on note Kerϕ := E⊥ϕ .
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IV. Orthogonalité

Définition 13
On dit que ϕ est

non dégénérée si Kerϕ = {0E},
définie si, pour tout v ∈ E , q(v) = ϕ(v , v) = 0 ssi v = 0E .

Proposition 14

Si ϕ est définie, alors ϕ est non dégénérée.

Remarque : La réciproque est fausse !
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IV. Orthogonalité

Définition 15
On appelle rang de ϕ la quantité

rgϕ := dim(E )− dim (Kerϕ) = n − dim (Kerϕ)

Soit B une base de E et notons A := MatfbB (ϕ). Alors :

Proposition 16

∀ ∈ E , v ∈ Kerϕ ssi MatB(v) ∈ KerA,
rgϕ = rg(A).
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V. Bases orthogonales

Soit ϕ ∈ S(E ) et soit B = {e1, . . . , en} une base de E .

Définition 17
On dit que B est une base orthogonale relativ. à ϕ si pour tous
k, l ∈ {1, . . . , n} tels que k 6= l , ϕ(ek , el) = 0.

Remarque : La notion de “base orthonormale” n’a pas de sens ici !

Proposition 18

B est une base orthogonale relativement à ϕ ssi MatfbB (ϕ) est diagonale.

Remarque : Si B est orthogonale et si MatfbB (ϕ) =

a1 0
. . .

0 an

 alors,

∀v =
∑n

k=1 xkek , w =
∑n

k=1 ykek ∈ E ,

ϕ(v ,w) = a1x1y1 + · · ·+ anxnyn

et
q(v) = a1x

2
1 + · · ·+ anx

2
n .
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V. Bases orthogonales

Proposition 19

Si B est orthogonale et si MatfbB (ϕ) =

a1 0
. . .

0 an

,

le rang de ϕ est

le nombre de coefficients diagonaux non nuls.

Théorème 20
E possède des bases orthogonales relativ. à ϕ.

Remarque : Une famille libre orthogonale relativ. à ϕ peut ne pas être
complétée en une base orthogonale relativ. à ϕ.
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VI. Réduction de Gauss d’une forme quadratique

Soit K = R ou C.

On présente ici une méthode pour déterminer une base
orthogonale de E relativ. à ϕ.

1ère étape : La réduction de Gauss

Théorème 21

Il existe n formes linéaires l1, . . . , ln ∈ L(E ,K) linéairement
indépendantes et α1, . . . , αn ∈ K tels que

∀v ∈ E , q(v) = α1
(
l1(v)

)2
+ · · ·+ αn

(
ln(v)

)2
.

Preuve : Par récurrence sur n.
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V. Bases orthogonales

Soit {v1, . . . , vn} une base (quelconque !) de E et soit
v =

∑
k=1 xkvk ∈ E .

On écrit

q(v) =
n∑

k=1

ak x
2
k + 2

∑
1≤k<l≤n

ak,l xkxl .

S’il existe k ∈ {1, . . . , n} tel que ak 6= 0 : On peut supposer que a1 6= 0
et on écrit

q(v) = a1x
2
1 + 2x1f (x2, . . . , xn) + Q (x2, . . . , xn)

= a1x
2
1 + 2x1f (w) + Q (w)

= a1

[
x1 +

f (w)

a1

]2

−
(
f (w)

)2
a1

+ Q(w)

puis on applique l’HR à − f 2

a1
+ Q.
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V. Bases orthogonales

Si pour tout k ∈ {1, . . . , n}, ak = 0 :

On suppose que q 6= 0Q(E) et on
peut supposer que a1,2 6= 0. On écrit alors
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V. Bases orthogonales

Ecrivons donc
q = α1

(
l1)

2 + · · ·+ αn

(
ln)

2

avec α1, . . . , αn ∈ K et l1, . . . , ln ∈ L(E ,K) linéairement indépendantes.

2ème étape : On considère la base “antéduale” B = {e1, . . . , en} de la
base {l1, . . . , ln} de L(E ,K), et on a :

Théorème 22

B est une base orthogonale de E relativ. à ϕ telle que ∀k ∈ {1, . . . , n},
q(ek) = αk , et ainsi

MatfbB (ϕ) =

α1 0
. . .

0 αn
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VI. Signature d’une forme quadratique réelle

On suppose que E est un R-ev de dimension finie n ∈ N \ {0}. Soit
ϕ ∈ S(E ).

Définition 23

On dit que ϕ (ou q) est positive, resp. négative, si ∀v ∈ E , q(v) ≥ 0,
resp. q(v) ≤ 0.

Proposition 24

ϕ est définie ssi ϕ est non dégénérée et ϕ est positive ou négative.
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VI. Signature d’une forme quadratique réelle

Soit B une base de E orthogonale relativ. à ϕ.

On note
r le nombre de coef. > 0 de MatfbB (ϕ),
s le nombre de coef. < 0 de MatfbB (ϕ).

On a r + s = rgϕ et

Théorème 25

Les nombres r et s sont indépendants de B, et le couple (r , s) est appelé
la signature de ϕ (ou de q).

Proposition 26
ϕ est

est positive ssi s = 0,
est négative ssi r = 0,
est non dégénérée si r + s = n.
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