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Partie VI
Tests d’'Hypotheses Statistiques



Tests d’hypothéses statistiques

Dans le cadre d’'études statistiques, on sou-
haite souvent tester des hypothéses sur la
valeur des parametres inconnus d’'un modéele
probabiliste.

On désigne une hypothése par la lettre H.
L'objectif est de vérifier si I'hypothése H
n'est pas contredite par les données empi-
riques.

Ces dernieres prennent la forme d'un échan-
tillon i.i.d. associé a une variable aléatoire X.
On le note X1,...,Xn.

La confrontation de I'"hypothése émise avec
les données empiriques est faite a I'aide d'un
test d'hypothéese statistique.



Tests d’hypotheses statistiques

Le résultat de cette confrontation peut étre :

— négatif : les données empiriques contre-
disent I'hypothése avancée et il faut alors
y renoncer

— positif les données empiriques
confirment |'hypothése avancée et
celle-ci peut étre retenue comme base
d'autres développements

Notons que si le résultat est positif, cela
ne signifie pas que notre hypothéese est la
meilleure et la seule possible,; tout ce qu’on
peut affirmer, c’est qu’elle n'est pas contre-
dite par le données empiriques. Il peut tres
bien exister d’'autres hypotheses ayant cette
propriété.



Tests d’hypothéses statistiques

Une hypothése statistique, méme statistique-
ment confirmée, n'est pas un fait absolu ac-
quis une fois pour toute, mais seulement
une proposition vraisemblable ne contredi-
sant pas les données de l'expérience.

Examinons a présent quelques tests d’'hypo-
theses utilisés en pratique.



Tests d’hypotheses statistiques

Tout d’abord, quand on analyse un échan-
tillon i.i.d. X4,..., X, associé a une v.a. X, Il
est important de sélectionner et de justifier
un modele probabiliste pour X.

Celui-ci prend usuellement la forme d'une
fonction de répartition Fiyoq(x) ou d'une den-
sité de probabilité fmoq(x).



Tests d’hypothéses statistiques

On doit donc s’intéresser a des hypotheses
du type :

H:FXEFmOd

ou la fonction modéle hypothétique peut étre
définie :
1. de facon unique , auquel cas Fmpnoq =

Fp, ou Fp est une fonction entierement
connue

2. comme une fonction appartenant a une
famille paramétrique, auquel cas Fqoq =
Fy, ou 6 est un parametre inconnu mais
susceptible d'étre estimé a partir des don-
nées..

LLa vérification d’hypothéses du type précé-
dent est faite a I'aide de tests d’ajustement,
dont les plus connus sont le test du Khi-deux
et le test de Kolmogorov-Smirnov.



Tests d’hypothéses statistiques

Supposons a présent que les observations
X1,...,Xn sont les valeurs d'une caractéris-
tique d'une unité statistique, obtenues par
des mesures effectuées sur n produits tirés
au hasard dans la production d’'une machine
par exemple.

Notons ag la valeur nominale (la spécifica-
tion) de cette caractéristique.

Chaque observation X, peut naturellement
différer de la valeur nominale ag.

Pour s’assurer que la machine est correcte-
ment réglée, il faut s’assurer que la valeur
moyenne de |la caractéristique sur la produc-
tion entiére correspond a la valeur nominale.



Tests d’hypotheses statistiques

Autrement dit, on doit tester une hypothese
du type :

HZE(X)ZCLO

Dans le cas général, les hypothése de cette
nature sont de la forme :

H:0 € ©Og

ou ©g est un domaine de valeurs hypothé-
tiques, qui peut trés bien étre réduit a un
point.



Principe général d’un test statistique

lLes test statistiques different beaucoup
quant a leur finalité mais ils sont tous
construits selon le méme principe logique,
que |I'on va décrire dans la suite.



Principe général d’un test statistique

Etape 1. On avance une hypothéese Hg

Etape 2. On définit le seuil de signification
ou niveau « du test.

Toute décision statistique, c'est-a-dire toute
décision prise sur la base d'un nombre fini
d’'observations aléatoires, est prise avec un
certain risque d'erreur dans un sens comme
dans l'autre.

Avec une probabilité «a, I'hypothese Hg peut
étre rejetée alors qu’elle est vraie (risque
de premiére espéce) et, inversement, avec
une probabilité 8, I'hypothése Hg peut éEtre
acceptée alors qu’elle est fausse (risque de
deuxiéme espéce).
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Principe géneéral d’'un test statistique

A taille d'échantillon n fixée, on peut choi-
Sir @ notre convenance la probabilité de I'un
seulement de ces risques.

Si I'on peut faire croitre n autant que l'on
veut, on peut rendre arbitrairement petites
les probabilités o et 3, pour toute hypothese
alternative Hq, retenue lorsque Hg est reje-
tée.

Si la taille de I'échantillon est fixée, on se
donne en général la probabilité o de rejet a
tort de I'hypothése Hgy. Cette derniere est
souvent appelée dans ce contexte hypothese
nulle.

LLa probabilité o est appelée seuil de signifi-
cation ou niveau du test.
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Principe général d’un test statistique

LLa valeur du seuil de signification o la plus
répandue en pratique est o = 0.05.

Elle exprime que, si Hg est vraie, seulement
5% des échantillons d’observations suscep-
tibles d'étre obtenus conduisent a rejeter Hy.
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Principe général d’un test statistique

Etape 3. On se donne une fonction des ob-
servations

Tn — U(Xla"'axn)

appelée statistique critique.

La statistique critique n, est une variable
aléatoire qui, si ‘Hg est vraie, suit une loi de
probabilité bien déterminée, de densité fr(x).

La statistique critique sert a mesurer |'écart
entre les caractéristiques empiriques de
I'échantillon et leurs valeurs théoriques sous
Ho-
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Principe général d’un test statistique

Etape 4. Dans les tables de la |loi de densité
frn(x) (ou a I'aide d'un logiciel statistique ou
d'un tableur), on détermine le quantile

Max
Moy /2

de niveau 1 — /2 et le quantile

min
Moy /2

de niveau a/2.
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Principe général d’un test statistique

Ces quantiles subdivisent le domaine des va-
leurs possibles de la variable aléatoire n, en
trois régions

1. La région des valeurs invraisemblable-
ment petites

2. La région des valeurs invraisemblable-
ment grandes

3. La région des valeurs vraisemblables sous
Ho.

On est la dans le cadre d'un test bilatere,
c'est-a-dire qu’on envisage que les valeurs
de la statistique critique puissent étre trop
grandes ou trops petites.
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Principe géneéral d’'un test statistique

Si on envisage seulement que les valeurs de
la statistique critique puissent étre trop pe-
tites ou seulement qu’elles puissent étre trop
grandes, on ne cherche qu’un seul quantile.

Dans le premier cas, on détermine le quantile
nN de niveau o qui partage le domaine des
valeurs possibles de n, en deux régions :

1. une région de valeurs invraisemblable-
ment petites,

2. une région de valeurs vraisemblables.
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Principe géneéral d’'un test statistique

Dans le deuxiéme cas, on détermine le quan-
tile n'¥* de niveau 1 — «, qui partage le do-
maine des valeurs possibles de n, en deux
régions :

1. une région de valeurs invraisemblable-
ment grandes,

2. une région de valeurs vraisemblables.

Dans les deux cas, on dit qu'on effectue un
test unilatere.
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Principe général d’un test statistique

Etape 5. Enfin, on injecte les données em-

piriques x1,...,xzn dans la fonction n, et on
calcule la valeur prise par n, sur I'échantillon
observé : np(x1,...,xn).

Si cette valeur appartient a la région de va-
leurs vraisemblables, les données empiriques
ne contredisent pas I'hypothéese Hy.

Dans le cas contraire, c’'est-a-dire si
nn(x1,...,zn) €st trop petite ou trop grande,
on conclut que n, ne suit pas la loi de den-
sité fn(x) postulée sous Hg, ce qui implique
que I'hypothese Hg est fausse et qu'il faut y
renoncer.
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Principe général d’un test statistique

LLa décision suggérée par un test statistique
peut étre fausse aussi bien dans le cas ou Hg
est rejetée a tort (ce qui arrive avec une pro-
babilité «) que dans le cas ou elle est accep-
tée a tort (ce qui arrive avec une probabilité

B3).

LLes probabilités d’'erreur o et 8 sont appelées
respectivement risque de premiere espece et
risque de deuxieme espece.

La quantité 1 — 5 est appelée puissance du
test. C'est la probabilité que Hg soit rejetée
avec raison.

Entre deux tests caractérisés par un méme

risque de premiere espece o, on préfere celui
dont la puissance est la plus grande.

19



Principe géneéral d’'un test statistique

Si Hp consiste a conjecturer que la valeur
d'un parametre 6 est trés exactement égale
a une valeur donnée 6p, on dit que Hp est
une hypothéese simple

Dans tous les autres cas, elle est dite mul-
tiple.
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Exemples

Exemple 1. Soit X4,..., X, un échantillon
i.i.d. associé a une v.a.r. X de loi N(0,52) ol
o est supposé connue.

On veut tester I'hypothése nulle :

Ho : 0 <60

contre I'hypothéese alternative :

Hq:0 >0
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Exemples

Sous H1, X aura tendance & étre plus grand
que sous Hp.

On décide donc d'effectuer un test unilatere
et de rejeter Hg si X > 0+ C.

Plus précisément, on adopte pour statistique
critique

X —6g
NG

~Ho N(0,1).

La suite des opérations s’ensuit aisément.
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Exemples

Exemple 2. Considérons le test d’ajuste-
ment d’'hypothése nulle :

HO X ~ Z/[[()?l]

c'est-a-dire fy(x) = ]1[0’1](:1:) , contre I'hypo-
these alternative :

M1 fx(z) = 32°I 1) (2)
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Exemples

On suppose qu'on dispose d’'une seule ob-
servation X1 (n = 1) et qu’on adopte pour
statistique critique :

n1(X1) = X71.

On décide d’effectuer un test unilatére.

Plus précisément, on décide de rejeter Hg Si
X1 >c,ou0<ce< 1.

24



Exemples

Alors, le risque de premiére espéece est donné
par :

a=Py,(X1>c)=1-c
et le risque de deuxiéme espece par :

€52 3
BZIP)Hl(Xlgc)z/O'S:B de = c”.

On voit donc que si on fixe le niveau du test
o a 0.05, on a nécessairement 8 = (0.95)3 ~
0.86.

Ainsi, le risque de deuxieéme espece est élevé
(la puissance est faible) mais on pouvait s'y
attendre car on n'a qu’'une seule observation.
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P-value

Remarque. Pour de nombreux tests, il est
possible de définir une quantité p, fonction
de l'échantillon observé et appelée p-value,
qui s'utilise de la facon suivante :

1. Si p < «a, on rejette Hp au niveau « : les
données empiriqgues contredisent I'hypo-
thése nulle.

2. Si p > «a, on ne rejette pas Hp au niveau
a . les données empiriques ne contre-
disent pas |'hypothése nulle.

3. Si p= «, cela dépend du test effectué.
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P-value

Exemple. Reprenons I'exemple 2 précédent.

On souhaite tester I'hypothése nulle

Ho @ fx(z) =g 1)(z)

contre I'hypothése alternative :

M1 fx(z) = 32°I 1)(2)

en se basant sur une seule observation Xj.
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P-value

On retient comme statistique critique :

n1(X1) = X1

et on effectue un test unilatéere.

Plus précisément, on rejette Hg si X1 > c
(0 < ec< 1) et on ne rejette pas Hg sinon.

Le risque de premiére espéce (niveau du test)
est donné par :

a=Py, (X1 >c)=1-c
d'ouc=1+4 .
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P-value

Notons x1 la réalisation observée de X;.
On définit la p-value par :

p="Py,(X1>2z1) =1-121

Sip=1—x1 <a, Cc'est-a-diresiz1 > 1+a =
c, on rejette Hp au niveau «a.

Sip=1—x1 > a, C'est-a-diresiz1 < 14+a =
c, on ne rejette pas Hp au niveau a.

Sip=1—-x1 = «, C'est-a-diresi 1 = 14«, On

ne rejette pas Hp au niveau « vu la définition
du test.
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Tests obtenus a partir d'IC

Soit Xq,..., Xy un échantillon i.i.d. associé a
une v.a.r. X de loi N(ug,o?).

Nous avons obtenu précédemment un inter-
valle de confiance pour ug lorsque o2 est in-
connue, en écrivant :

X — o
Pl—-b< <b|=2Fp(b)—1
( _S/\/nj_> 7(b)
ou
X — po
T = ~ St,_1.
S/v/n —1 n—1
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Tests obtenus a partir d'IC

Supposons que 2Fp(b) —1 = 0.95, ce qui im-
plique :

P(|T| > b) = 0.05.

Supposons. a présent que X ~ N (u, o2).

Si u = pg, on est dans la situation précédente
et {|T| > b} est un événement de probabilité
faible.
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Tests obtenus a partir d’'IC

Il est donc naturel de tester I'hypothése :

Ho : 1= o

contre

HipF Ko

en rejetant Hg Si

T'| > b,

c'est-a-dire si ug n’appartient pas a l'inter-
valle de confiance de niveau 1 — a pour pu.
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Tests obtenus a partir d'IC

La fonction puissance

K(u) = Pu(IT| > b)

est difficile a calculer si u # ug, car (X —
o)/ (o/+/m) n'est plus d'espérance nulle.

On a par conséquent recours a une loi de
Student supérieurement non centrée.
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Tests obtenus a partir d’'IC

Remarque (test unilatére). Si on souhaite
tester :

Ho t 1= o
contre

Hitp> po

on rejette Hg si

T > b.
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Test du Rapport de Vraisemblance

Dans le cas du test d'un hypothése simple
contre une hypothése simple, si on impose
que la probabilité d'erreur de type 1 soit au
plus égale a o et qu'on cherche a minimi-
ser |la probabilité d'erreur de type 2, le test
optimal s'avére étre un test du rapport de
vraisemblance.
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Test du Rapport de Vraisemblance

Soit A une constante et soit

f1(=x)

fo(x)

le rapport de vraisemblance, ou fg(x) est la
vraisemblance des données sous |I'hypothése
nulle et f1(x) leur vraisemblance sous I'"hypo-
theése alternative.

L(x) =

Un test du rapport de vraisemblance a la
forme suivante :

Si L(x) > X\ : rejeter Hg
Si L(x) < A : accepter Hg
Si L(x) = X\ : prendre une décision arbitraire
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Test du Rapport de Vraisemblance

Intuitivement, I'idée est que si ce qu'on ob-
serve est significativement plus vraisemblable
sous Hi, on rejette Hp.

Le résultat d'optimalité est I'objet du Théo-
reme de Neyman-Pearson qui sera vu dans la
suite.

Si Hog ou Hq est une hypothése composeée, il
n'y a plus de résultat d’optimalité.

Pour de nombreux modéles usuels (nor-
mal, Poisson, binomial, exponentiel), L(z) =
L(xq,...,zn) est une fonction de la somme
des observations ou, de facon équivalente, de
la moyenne arithmétique.

Cela justifie la construction de tests basés sur
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Théoreme de Neyman-Pearson

On teste I'hypotheése simple que la v.a.r. X
est de densité fp contre I'hypothese simple
que X est de densité fq.

Soit ¢, un test du rapport de vraisemblance
de paramétre X (une constante positive).

En d’autre termes, p,(x) est la probabilité
de rejeter Hp lorsque x est observée et, plus
précisément :

1 si L(x) > A
oy(x) =< 0 si L(z) < A
valeur quelconque si L(x) = A
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Théoreme de Neyman-Pearson

Notons a) la probabilité d’erreur de type 1
(rejet a tort de Hg) pour le test ¢y et By la
probabilité d'erreur de type 2 (acceptation a
tort de Hgp).

Théoreme de Neyman-Pearson. Avec les
notations précédentes, soit ¢ un test statis-
tique arbitraire de probabilités d’'erreur o et
B. Sia< ay, alors B > (.

Autrement dit, le test du rapport de vrai-
semblance est celui de puissance maximale a
niveau fixe.

Ce résultat sera admis. Pour des éléments
de preuve, voir Tassi 2004. Pour une preuve
détaillée, voir Monfort 1997.
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