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Ce sixieme TD est consacré a des exercices et compléments pour la Logique
Propositionnelle (LP0).
Les exercices sont de difficultés diverses et sont a traiter en se basant sur les notions
introduites en cours (chapitre 3) et en annexe de ce TD.
J’ai choisi de présenter deux méthodes d’analyse pour la LPO dans [’annexe du TD

pour ne pas surcharger le cours, déja riche en concepts.
Bon travail !
Rappelons qu’on appelle clause une disjonction de littérauz de la LPO.

Exercice 1 (clauses de Horn)
Les clauses de Horn sont particulierement importantes en programmation. Elles sont

définies de la facon suivante.

Si L, P, L; (A < i < n) sont des littéraux positifs, alors une clause de Horn ou
formule conditionnelle a une des formes suivantes :

1) L

2) Vi1 ~Li

3) PvV,_,—L;ouV\; (L= P)ou (A, L)=P



Questions :

a) Prouver le théoréme suivant : Si H est un ensemble satisfaisable de clauses de
Horn, alors ['intersection de tout ensemble non vide de modéles de H et aussi un
modele de H.

On dit que les clauses de Horn ont la propriété d’intersection de modéles.

b) Si l'on remplace clauses de Horn par clauses dans I’énoncé précédent, a-t-on

toujours un théoréme ? Justifier.

a) On suppose que les modeéles sont représentés par ’ensemble des symboles pro-
positionnels évalués a V' dans les modéles.
Evidemment, le théoréme ne dépend pas de la représentation des modéles adoptée.

On note :

H:{C’l,...,Cn}

Mod(H) : I'ensemble des modéles de H.
N C Mod(H) (N #0).
M~ = NM,;,, M, € N.

Preuve :

Par ’absurde. On suppose :

¥ . H donc pour au moins une clause C; € H : #y,, C}.

Deux cas sont a considérer ((correspondant aux différentes formes des clauses de
Horn).

i) C;: AV 2By V-aByV---V =B, m>0 (m =0 correspond & une clause positive
unitaire).

Pour évaluer & F' une clause, il faut évaluer & F' tous ses ittéraux, c’est-a-dire :
Ang et Bl,BQ,...,Bm EMQ
donc, par définition de l'intersection, il existe M € N tel que :

Ang et Bl,Bg,...,BmEMk



mais alors M), n’est pas un modéle de H (puisqu’il falsifie I'une de ses clauses : C}).
Contradiction.

it) Cj: =By V =By V.-V =B, m>0.

Pour évaluer C; a I :

By, Bs,.... B, € M,
donc, par définition de l'intersection, pour tout M; € N :

By, By, ..., B, € M

mais alors les M, ne sont pas des modéles de H (puisqu’ils falsifient I'une de leurs

clauses : C;). Contradiction.

b) Non. Prendre H = {AV B}, Mod(H) = {{A},{B},{A, B}} et N = {{A},{B}}.
Alors, M~ = (0, qui n’est pas un modéle de H.

Les exercices 2 et 8 portent sur la méthode de Davis et Putnam. Celle-ci est

présentée dans 'annexe 1 de ce TD.

Exercice 2

On considére le systéme formel sans axiomes logiques (A = 0) :
SD p =< E, R >

ou L est composé des ensembles de clauses et o R = {R-0, R-1, R-2, R-3, R-4}.

Prouver que la méthode de Davis et Putnam est correcte et compléte.

Ici, on peut traduire correcte par : si S Fg,, (S insatisfaisable) alors S est
insatisfaisable, autrement dit si on peut faire confiance a la méthode.
On peut traduire complete par : si S est insatisfaisable alors S Fgs,,

(S insatisfaisable), autrement dit si on peut détecter tous les ensembles de



clauses insatisfaisables par la méthode.

R-0)

Sans perte de généralité on suppose que S contient une seule clause tautologique 7T'.
Soit S = S\ {T}.

S insat si et seulement si Sy insat.

si)

On prouve la contraposée :

S sat.

Par définition, tout sous-ensemble d’un ensemble sat est sat, donc S; sat.

seulement si)

On prouve la contraposée :

S sat, avec pour modéle, disons, M.

Comme T est satisfaite par toute interprétation, elle 'est aussi par M, donc S sat .
R-1a) Triviale. Aucune interprétation ne peut rendre V' a la fois L et L°.

R-1b) (Pour simplifier la notation on suppose une seule clause unitaire {L} et une
seule clause de la forme L°U . Evidemment, le raisonnement peut étre répété).

S1 = (S\ILY\ ({E} U a)) U{al.

S insat si et seulement si Sy insat.

seulement si) On prouve la contraposeée.

Sy sat, soit M7 un modele de Sy. L¢ & M, (si L€ € My, on peut 'enlever sans que ceci
ait une quelconque conséquence). Il existe K € « tel que K € M (toutes les clauses
de S; doivent étre évaluées a V) .

M = {L} U M, est un modeéle de S. Donc S sat.

si) On prouve la contraposée : S sat, soit M un modéle de S. Nécéssairement L € M
(et donc L° & M). Il existe K € « tel que K € M, donc donc S; sat.

R-2)

On suppose, sans perte de généralité, qu’il a un seul littéral pur : L € C € S et L :

pur.



S =9\{C}

S insat si et seulement si Sy insat.

On prouve la contraposée.

Sy sat, soit M; un modéle de Sy, L¢ & M; (puisque L est pur).

M, U{L} est un modele de S. S est donc sat.

si)

On prouve la contraposée.

S sat et S7 € S. 51 ne peut pas étre insat, parce que tout modele de S est modeéle
de toutes les clauses de S. Donc 5] sat.

Cette régle est connue comme principe de pureté.

R-3)

S ={C\{L}|C € Set L°¢C(C}

Se ={C\{L}|IC € Set L &C}

S insat si et seulement si (Sy insat et Sy insat).

seulement si)

On prouve la contraposée.

S| sat ou S5 sat.

Sans perte de généralité, on suppose S; sat (on ne traite pas le cas S, sat, la preuve
étant la méme).

S1i sat, soit M un modele de S;. L & M et il existe K € My, K € C'\ {L}.

M = M; U{L"} est un modele de S. Donc S sat.

si)

On suppose sans perte de généralité qu’il y a une seule clause contenant L (disons la
clause L V «) et une seule clause contenant L¢ (disons L¢ V f3).

On prouve la contraposée.

S sat, soit M un modeéle de S. Supposons L € M, donc L¢ ¢ M. Comme M est un
modele de toutes les clauses de S, il existe K €  tel que K € M, donc S sat donc
S sat ou Sy sat. Méme raisonnement si L¢ € M.

Si L& Met L¢¢ M, il existe K1 € M, Ky € M tel que K; € a, Ky € . Donc Sy



sat et Sy sat.

R-4)

LVvaeS, LVvavpes
S1=S\{LVaVp}

S insat si et seulement si Sy insat.
si)

On prouve la contraposée.

S sat. Comme S; C S, alors S sat.
seulement si)

On prouve la contraposée.

S, sat, soit M, un modéle de S;. Evidemment M; est modéle de LV a, donc (définition

de clause) M est aussi modeéle de LV aV 5. Donc S est sat.

Exercice 3
Peut-on, pour 'ensemble de clauses S de I’exemple 2 de ’annexe 1, trouver d’autres

modéles en appliquant la méthode de Davis et Putnam avec une autre stratégie ?

La réponse est oui, comme le montre I'application de I'algorithme avec la stratégie
ci-dessous.

Dans 'exemple, on a implicitement appliqué la stratégie « trouver un(des) modeéle(s)
le plus tot possible ».

Nous appliquons maintenant la stratégie « essayer de trouver le plus de modéles

possible »(en fait dans ce cas particulier on les trouve tous).



Rv=-PvQ

-RvPvS
-Rv-Pv-Q
-Rv-PvQ
PvQv-S
M:{-!P} M={P}
-RvS RvQ
Qv-$§ -Rv-Q
-RvQ
M ={-P-S} M={-P S}
M ={P, -Q} M={P, Q}
-R Q
M = {~P,~R,~S} M ={-P,Q, S} R -~R
~R M= {P, Q,~R}

Nous avons donc trouvé les six modéles suivants :

M, = {=-P,Q,—-R,~S}
My = {=P,-Q,-R,~S}
Mz = {-P,Q,R,S}
My = {-P,Q,—R,S}
M; = {P,Q,—R,S}

Mg = {P,Q,~R,~S}

Les exercices 4 et 5 font appel a la notion d’arbre sémantique. Celle-ci est présentée

dans l'annezxe 2 de ce TD.

Exercice 4
a) Donner un arbre sémantique (il y en a plusieurs, dépendants de 1'ordre choisi pour

B(S)) pour I'ensemble de clauses :

S - {Cb C?a 037 C4a 057 CG}



avec

Ci : PVQ
Cy : 2QVS
Cy : Pv-=S
c, : =-PVR

Cs : "PV-RVT
06 RV T

b) Marquez tous les noeuds d’inférence. Quelle signification pouvez-vous donner a
ces noeuds ?

c¢) Donner un tableau sémantique pour S.

a) On prend lordre suivant (arbitraire) pour les formules de base

P<@Q<R<S<T.

(O :noeuds dinférence

b) L’interprétation que I'on peut donner des noeuds d’inférence est la suivante. Les

interprétations dénotées par les deux branches passant par un nceud d’inférence



falsifient les clauses C; : @ V L et C; : BV L° (ou o et B sont des disjonctions de
littéraux). Par définition de clause, I'interprétation dénotée par la branche finissant
dans le noeud d’inférence falsifie tous les littéraux de a et tous les littéraux de f.

Elle falsifie donc la résolvante de C; et C; (cf. TD 7).

c)

HPvQ
2)-QvS
3)Pv=S
4)-PvR
5)-Pv-RvT
6)-Rv T

P (1) Q1)

— T
-Q (2) S@2 -Q(@ S(2

X /\x /\x -R(6) -T(6)
P X

-R(6) -T(6) ~R(6) -T(6) -R(6) =T(6)
X X X X X X



Exercice 5

Donner un arbre sémantique pour I’ensemble de clauses ci-dessous :

Cl : _|P\/_|Q\/R

Cy; : PVR
Cg . Q\/R
04 R

10



ANNEXE 1 : METHODE DE DAVIS ET PUTNAM

L’'importance de cette méthode refléte celle du probléeme SAT (probléme de

satisfaisabilité d'un ensemble de clauses).

Elle s’applique & des ensembles de clauses S ou, ce qui est équivalent, a des

formules sous forme normale conjonctive (fnc).

Elle permet de décider si S est insatisfaisable ou satisfaisable et, dans ce dernier cas,

d’en fournir des modéles.

L’idée sous-jacente est assez simple. Si 'on veut détecter si un ensemble de clauses a
des modeles, on considére les littéraux un & un. Un littéral L peut étre évalué soit a
V soit a F.

S’il est évalué a V| la clause le contenant peut étre ignorée.

S’il est évalué a F, on peut effacer L de la clause le contenant.

Evidemment les mémes régles s’appliquent a L¢.

La méthode utilise les régles suivantes :

R-0 Eliminer les clauses contenant des tautologies (c’est-a-dire les clauses de la
forme LV =LV «).

R-1 a) Si S contient deux clauses unitaires complémentaires alors S est insatis-
faisable.
b) (régle de la clause unitaire) Si a) ne s’applique pas et si S contient une clause
unitaire L, éliminer toutes les clauses contenant L et toutes les occurrences de
L¢ dans les clauses.

R-2 (regle du littéral pur) Si L est présent mais L€ ne l'est pas, toutes les clauses

dans lesquelles L apparait peuvent étre éliminées.

11



R-3 (régle de la division) S’il y a dans S des clauses non unitaires contenant L
et L° remplacer S par S; et Sy :
S est 'ensemble de clauses ou toutes les occurrences de L ont été éliminées
ainsi que toutes les clauses contenant L°.
Sy est ’ensemble de clauses ol toutes les occurrences de L€ ont été éliminées
ainsi que toutes les clauses contenant L .

R-4 (regle de la subsomption) Si S contient une clause de la forme LV «, éliminer
toutes les clauses de la forme L V aV 8 («a et 5 étant des disjonctions de

littéraux).

L’algorithme DP ci-aprés applique les régles R-1 & R-4 et permet de détecter la

satisfaisabilité (ou insatisfaisabilité) d’un ensemble de clauses de la LPO.
Il est facile de vérifier que la régle R-0 peut étre appliquée comme un pré-

traitement puisque les autres régles ne peuvent pas engendrer de tautologies (elles

divisent les clauses ou en éliminent).
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Algorithme DP(S)
entrée : un ensemble fini de clauses de la LPO : S
sortie : insat ou sat
début
cas
e si S = () retourner sat
e si R-1 a) s’applique (c.a.d. L € S et L® € S) retourner insat
e si R-2 s’applique donnant S; alors
si DP(S1) = sat alors retourner sat sinon retourner insat
e si R-1 b) s’applique donnant S; alors
si DP(S;) = sat alors retourner sat sinon retourner insat
e si R-3 s’applique donnant Sy et Sy alors
si DP(S;) = sat ou DP(Sy) = sat alors retourner sat sinon
retourner nsat
fin-cas
fin

Exemple 1 : Soit ’ensemble de clauses
S={PVvVQ,-QVS,-SVP-PVR-RV-PVT -TV-R}
correspondant & la fbf sous fnc :
(PVQ)N(—QVIS)AN(=SVP)AN(=PVR)AN(-RV-PVT)N(-TV-R)

La déduction montrant que S est contradictoire est la suivante :

13



PVv@

-QVvS
-SVvP
-RV-PVT
-TV-R
v N (R=3)
Q -QVS
-QVS R
-5 -RvVvT
-TV-R -TV-R
1 (R-2) { (R-2)
Q R
-QVS -RVT
=S -TVvV-R
1) (R—1b) i) (R—1d)
S T
=S =T
X (R—1a) X (R—1a)

Dans la littérature cette méthode est souvent présentée dans le but de résoudre le
probléme SAT (probléme de satisfaisabilité).

Il est trés facile, en s’inspirant de la preuve de correction et complétude d’obtenir
I’algorithme pour la construction de modéles d’ensembles de clauses satisfaisables.
L’exemple suivant montre clairement les étapes de 'algorithme de construction de
modéles.

Les deux propriétés suivantes, dont la justification est immédiate, sont trés utiles
dans la conception de l'algorithme (la premiére n’est pas utilisée dans 'exemple).
Soit S ’ensemble de clauses & étudier, M est ’ensemble spécifiant le modéle possible
que 'on est en train de construire.

- 51 C € S et C unitaire (c’est-a-dire si C' contient un seul littéral L), alors
nécessairement L € M.

~-SiLeCeSetLpur, alors M < MU{L} (au début, M < {L}) est un modeéle
de C.
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Si une clause devient unitaire et/ou un littéral devient pur par application des réegles

et L€ M, alors le modele n’est pas viable.

Exemple 2 : Déterminer si 'ensemble de clauses £ ci-dessous est insatisfaisable ou

satisfaisable. Dans le dernier cas en donner des modéles.

Rv =PV Q
--Rv Pv S
-Rv =PV -Q
-Rv =PV Q
Pv QV =S
M — {-P} M~ {P}
-Rv § Rv Q
Qv =S -RvV -Q
M= MU {Q,~R) -RvV Q
M= {-P.Q.-R}
M — MU{-R} M — MU{R}
M = {P,~R} M= {P,R}
Q -Q
M—Mu{Q} Q
M={PQ-_'R} X

Nous avons donc construit quatre modeéles de & :
{_‘P7 Q? _‘R7 S}? {_‘P7 Q? _‘R7 _‘5}7 {P7 Q’ _‘R7 S}7 {P7 Q? _|R7 _‘S}'

On aurait pu arréter la recherche lors de 'obtention du premier modéle (par exemple

{=P.Q,~R,5}).
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ANNEXE 2 : ARBRES SEMANTIQUES

Avant tout, notons que la méthode des arbres sémantiques est différente de la
méthode des tableaur sémantiques :
— La méthode des tableaux sémantiques sert & énumérer les modéles (modéles partiels
dans la LP0) d’un ensemble de fbf.
— La méthode des arbres sémantiques sert a énumérer les interprétations (in-

terprétations partielles dans la LP0) d’un ensemble de clauses.

Définition 1. Soit S un ensemble de clauses. La base de S, notée B(S) est définie
par :

B(S) = {L|L littéral positif et [(L € C € S) ou (L € C € S)|}

Définition 2. Soit S un ensemble de clauses. Etant donnée une énumération des
éléments de B(S) :
B(S)=A{Ly,...,L,}

ou B(S)={Ly,Lo,...,Ly,...} siS estinfini, un arbre sémantique pour S est un

arbre binaire dont les branches sont étiquetées comme suit :
fonl) = Lisx fa(nl) = =Lia
ou L, € B(S) (0 < i <n-—1), f, désigne le fils gauche, f; le fils droit, i > 0 la

profondeur du noeud et j tel que 1 < j < 271 la place de gauche a droite.

Il est clair d’apres la définition que :
— une branche ne peut pas contenir L€ C € Set L€ D € S

— I’ensemble des branches correspond a I’ensemble des interprétations de S.
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Le noeud n; (pour le plus petit i) dont la branche (i.e. 'interprétation) qui passe par

n; est un contre-modéle d’'une clause de S est appelé un noeud d’échec (noté x).

Une branche contenant un noeud d’échec est dite fermée.

Une branche non fermée est dite ouverte et correspond a un modéle de S (quand S

est infini, une branche ouverte est nécessairement infinie).

Un arbre sémantique est dit fermé si et seulement si toutes ses branches sont fermées,

c’est-a-dire si toutes ses feuilles sont des noeuds d’échec. Autrement il est dit ouvert.

Un noeud est dit noeud d’inférence si et seulement si ses descendants immédiats sont

des noeuds d’échec.

Théoréme. Soit S un ensemble fini de clauses. Alors S est insatisfaisable si et

seulement s’il existe un arbre sémantique fermé T pour S.

Preuve.

Si)

Chaque branche fermée est un contre-modéle d’une clause de S, donc de S. Comme
I’arbre sémantique 17" énumeére toutes les interprétations et T est fermé, on en déduit

que S est insatisfaisable.

Seulement si)

Supposons S insatisfaisable. Alors, aucune interprétation ne peut étre un modéle de
S, donc il ne peut pas y avoir de branche ouverte By dans T. Autrement, By ne
falsifierait aucune clause de S et serait donc un modeéle de S : contradiction. T" est

donc fermé. B
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Exemple. Soit I’ensemble de clauses :

S - {Clu 027 037 04}

avec
C, : PVOQV-R
CQ : ﬁP\/Q
Cs : PV-QVR
C4 : _'Q\/_‘R
Alors,
B(S) ={P,Q, R}

et un arbre sémantique pour S est donné par :

XX X X
GG GG

On a donc trouvé parmi les huit interprétations possibles deux modéles :

{Q-R, P}, {-Q,-R,—P}

et six contre-modéles :

{QvRv P}7 {Q>Rv ﬁP} {Q> R, _‘P}’ {ﬁQaRa P}? {_'Q>Rv ﬁP}? {_'Q> R, P}
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