Université Bretagne Sud

L3 Informatique

Logique

Travaux Dirigés - Partie 5
Corrigés

Ce cinquieme TD est consacré aux systemes formels pour la Logique Proposition-
nelle (LPO).
Les exercices sont de difficultés diverses et sont a traiter en se basant sur les notions
introduites en cours (parties 3.4, 8.5).

Bon travail !
Exercice 1
Prouver la partie si du théoréme de la déduction (partie 3.5 du cours).

Il faut prouver :

Sil'kFsg, A= Balors['AFg B

Preuve :

Par définition, il existe une déduction de A = B & partir de I :

r

A= B

Si 'on ajoute A aux hypothéses, on obtient B par MP (modus ponens) sur A et
A = B, c’est-a-dire :
INAkg B.



Exercice 2

On a défini dans le cours (partie 3.5) le systéme formel S;.

Prouver que Sy est :

a) correct ;

La régle d’'inférence MP est correcte : en effet, tout modéle de A et A = B est
nécessairement un modeéle de B (sinon A = B serait F' par définition de =).

On peut vérifier facilement que tous les schémas d’axiomes sont des tautologies (fbf
valides). Donc, par définition de fbf valide et par récurrence sur le nombre de pas de

la preuve on conclut que tout théoréme de &7 est une fbf valide.

b) consistant ;

Supposons qu'il existe A € L tel que g, A et Fg, DA.

Comme le montre a) ci-dessus tout théoréme de Sy est une fbf valide. La négation
d’une fbf valide n’est pas une fbf valide, donc il s’agit d’un non-théoréme (contra-
posée).

Une telle fbf A ne peut donc pas exister.

c) décidable (on pourra supposer déja démontrée la complétude (adéquation) de

S).

Les tables de vérité (les tableaux sémantiques, la méthode de Davis et Putnam (cf.
TD 6), etc.) permettent de décider si une fbf est valide ou pas. Comme nous avons

admis que S est adéquat (complet), c’est-a-dire que toute fbf valide est un théoréme



de &7, nous avons une procédure de décision pour Sj.

Exercice 3

On a défini dans le cours (partie 3.5) le systéme formel S;.

Donner, dans Sy, les démonstrations (ou déductions) demandées :
a)F("A=A)= A

1. (_IA = _IA) = ((—lA = A) = A)
2A=>-A

Dans 1., on utilise (A3) avec B < A. Dans 2., on utilise 'exemple du cours
(Fs, A= A), en faisant A < —A.

On peut toujours utiliser un théoreme déja démontré. La justification en est tres
simple : on copie sa démonstration en téte de la démonstration qui l'utilise. La
démonstration ainsi obtenue respecte la définition de démonstration.

Pour conclure, on fait :

3.~A=A)=A 1.,2. et MP



b)A= (B=C),BFA=C

Nous donnons deux déductions, dont l'une utilise le (méta) théoréme de la

déduction (abrégé TD).

i) Sans utiliser le TD

1. A= (B=0) hyp.

2. B hyp.
3A=B)=(A=0) 1, (A2), MP

4 B= (A= B) (Al) A« B, B« A
5.A=B 2.,4.,MP

6. A= C 3.,5.,MP

ii) En utilisant le TD

1.L.A=>B=0) hyp.

2. B hyp.

3. A hyp. suppl.
4 B=C 1,3, MP
5 C 2.,4.,MP
6. A=C 3.,5,TD

¢)A=B,B=C,AFC

1. A= B hyp.
2.B=C hyp.

3 A hyp.

4. B 1,3, MP
5 C 2.,4.,MP



d) —\B=>—|A,A|—B

1. -B=-A hyp.
2. A hyp.

Attention : 4 la tentation d’utiliser la contraposée (elle n’a pas encore été démontrée
comme étant un théoréme de 5)).

3. (~B = —A) = ((~B = A) = B) (A3)
4.(-B= A) =B 1.,3., MP

5. A= (~B = A) (A1),B + -B
6. ~B= A 2.,5.,MP
7.B 4.,6.,MP



e) A=B,B=CFA=C

Nous donnons deux déductions, dont l'une utilise le (méta) théoréme de la

déduction (abrégé TD).

i) Sans utiliser le TD

1. B=C hyp.
2(B=C)= (A= (B=0) (Al), A« B=CB+A
3 A= (B=0C) 1,2, MP

4 (A=>(B=0)=>((A=B)=>(A=0C)) (A2

5. (A=B)=(A=0) 3,4, MP

6. A= B hyp.

7.A=C 5.,6.,MP

ii) En utilisant le TD

1.A hyp.suppl.
22A=B hyp.

3 B=C hyp.

4 B 1,2, MP
5.C 3,4, MP
6. A=C 1.,5,TD



f)l—ﬁﬁA:>A

Retrouver les arguments a titre d’exercice.

1.
2.
3.
4.
O.
6.
7
8

1.
2.
3.

00 OGN

(A=A = (A= -4) = A)
-A=-A

(CA=>--A)=> A

—A = (~A=> —A)

-—A

—A=--A

A
A=A

Autre démonstration :

LA

A= (RA= —l—lA)

.mA=> A

(CA=> —A) = (A= -A) = A)

(RA=>-A)=> A

A=A

A

A= A

Encore une :

(A= --A) = (A = -A) = A)
A= -A
(~A=>-A)= A

4. A = (A= A)

5.

(A= A)



g)|—A:>ﬁﬁA

L (A= -A)= (A= A) = A (A3), B+« A
2. A=A f), A« -A

3. (A= A)=> A 1,2, MP

4 A= (—A=> A) (A1), B« —-——A
5. (A= --A) 4.3.,¢)

hHF(A=B)= ((B=0)= (A=10))

1. A=B, B=C, A+C c) ci— dessus
2A=B B=C FA=C 1., TD
3A=B+-B=0)=((A=0) 2.,TD

4+FA=>B)=>(B=>0C)=>A=0)) 3, TD

Autre déduction :

1. A= B hyp.suppl.

2B=C hyp.suppl.

3. B=>C)=>A=(B=0)) (A1), A«~B=C B+ A
4 A= (B=0C) 2,3, MP
5.(A=(B=>0))= (A= B)=(A=C)) (A2
6.(A=>B)=>(A=0) 4.5, MP

7.A=C 1.,6.,, MP

8. A= B, B=CFA=C 1,2.,7.
9.A=BF(B=>C)=(A=0C) 8., TD

10.-(A=B)= (B=C)=(A=C)) 9., TD



). F(A=(B=C))=(B=(A=10))

1.A=> (B=C), BFA=C b) ci — dessus
2 A= (B=>C)FB=(A=0) 1., TD
3. F(A=>=(B=0)=>(B=(A=0)) 2, TD

Exercice 4
Montrer que dans &7 la consistance par rapport & la négation et ’absolue consistance
coincident, c’est-a-dire que S; est consistant pour la négation si et seulement si S;

est absolument consistant.

On doit montrer : S; consistant par rapport a la négation si et seulement si S;

absolument consistant.

Seulement si)

On prouve la contraposée : si §; n’est pas absolument consistant , alors S n’est

pas consistant par rapport a la négation.

On suppose donc 7 = L, c’est-a-dire que toute fbf est théoréme. En particulier :

l_Sl A et l_Sl -A

donc &7 non consistant par rapport a la négation.

Si)

On prouve la contraposée : si S; n’est pas consistant par rapport a la négation,

alors 81 n’est pas absolument consistant.



On suppose donc qu’il existe A € L tel que :
l_gl A et |_S1 -A

Montrons d’abord :

A, -Alks, B

1. A théo. supposé démontré
2.0 A théo. supposé démontré
3 A= (-B=A) (A1), B« -B, A< A
4 A= (-B=>-A) (Al), B« -B, A« -A
5.-B=A 1.,3.,, MP

6. - B=-A 2,4, MP

7.(-B= -A) = ((-B= A) = B) (A3)

8. (-B=A)=B 6.,7., MP

9 B 5,8, MP

Donc, comme B peut étre remplacée par n’importe quelle fbf, nous concluons que

toute fbf est théoréme.

Exercice 5

On définit un systéme formel S, =< L, R, A > pour la LP0 de la fagon suivante.

L est le langage de la LP0 utilisant ’ensemble de connectifs {—, A, V, =, <}
R est limité au modus ponens (MP).

A consiste en les quatre schémas d’axiomes ci-dessous :
(Ay)) PVP=P

(42) @ = (PV Q)

(43) (PV Q)= (QVP)

(A1) (Q = R) = ((PVQ) = (PVR))
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Les définitions suivantes peuvent étre utilisées :

(D) P= Q)T =PVQ

(Dy) PAQ ™ ~(~PV Q)

def
(D) P Q0 (P=Q)N(Q=P)
Donner les démonstrations dans S, de :
a) - Q= (P=Q)

1. Q= (-PVQ)
2Q=(P=Q)

b) F (P = —-P)= —P
1. (-PV-P)=-P
2.(P=-P)=-P
¢) - (P=-Q)=(Q=~P)

1. PV Q)= (-QV-P)
2.(P=-Q)=(Q=—P)

AF(@=R) = (P=Q)=(P=R)

1. (@=R)= ((-PVQ) = (-PVR))
2 @=>R)=(P=Q)=(P=R))

¢)FP= (PVP)

1. P= (PVP) (A2)

11

(A2)
1.,(D1)

(A1)
1., (D1)

(A4)
1., (D1)



fyFP =P

1. (PVP)=P)=((P=>(PVP)=>(P=>P) d), ci — dessus :
Q«PVP, R« P
2. (PVP)=P (A1)
3 P=>/PVP)=>P=>P 1.,2,MP
4 P= (PVP) e),ci — dessus
5.P= P 3.,4. MP
g)F PV P
1. P=>P f), ci — dessus
2.-PVP 1.,(D1)
3. (wPVP)= (PV-P) (A3)
4. PV -P 2.,3.,,MP
h) P = —=P
1L -PV--P g),ci —dessus: P« —P
2. P = ~—P 1.,(D1)

Exercice 6

Un autre systéme formel pour la LPO, que nous appellerons Ss, différe de Sy (cf.

cours, partie 3.5) seulement dans 1’ensemble de schémas d’axiomes.

L’ensemble de schémas d’axiomes de S3 (qui remplace I'ensemble A;, Ay et Az du
cours) est donné par :

(B,) "A= (A= B)

(By) B= (A= B)

(B;) (A= B) = ((nA= B) = B)
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(By) (A= (B=0C)=(A=B)=(A=10)
A, B, C dénotant (comme dans &) des fbf.

Questions :

a) Peut-on utiliser dans S; le (méta-)théoréme de la déduction ?

Oui, en vérifiant que :

(B3) est le méme schéma d’axiomes que (A4;) (de &1);

(By4) est le méme schéma d’axiomes que (As) (de Sy);

et en tenant compte de la remarque du cours (partie 3.5, p.13) : dans la preuve du

Théoréme de la Déduction, on n’utilise que les axiomes (A4;) et (As).

b) Donner la démonstration de :

}_33 A= -4

1.(CA= (A= A) = (A= (A= A) = (A= --A))
B3,A—-A B+~ A= --A

2. A= (A= -A)

B1,B « —-—A

3. (—1—|A = (A = —l—lA)) = (A = —'—-A)

1.,2,MP

4. —A=> (A= --A)

B2,B + -—-A

5. A= -—A

3,4, MP. R

Exercice 7

Les questions suivantes correspondent & des notions que vous avez manipulées.
Le but est de retrouver les définitions formelles de ces notions et voir a quoi elles
correspondent.

(a) Comment définiriez-vous I'équivalence de deux systémes formels ?
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On dira que deux systémes formels avec le méme langage (ou avec des langages qui
peuvent étre traduits formellement 1'un dans I’autre) sont équivalents si et seulement

s’ils ont le méme ensemble de théorémes.

(b) Comment définiriez-vous 'indépendance d’un ensemble de (schémas) d’ax-

iomes ?

Soient :

— le systéme formel S; :< L, R, A >

— un sous-ensemble d’axiomes X (X C A);
— le systéme formel S; :< LR, A\ X > .

On dira que X est indépendant si et seulement si :
¥s; x pour tout z € X,

Par exemple, le systéme S; :< L, R, A’ > (voir ¢) ci-dessous) qui différe de S; seule-

ment dans ’ensemble d’axiomes, n’est pas indépendant.

(¢) A partir de la définition donnée en (b) donner un ensemble de schémas

d’axiomes non indépendants pour la LPO.

A, = {(A1)7 (A2)7 (A3)7 (A = A)}

puisque g, A = A (exemple du cours).

(d) Comment définiriez-vous 'indépendance d’un ensemble de régles d’inférence ?

(analogue a b))

Soient :

— le systéme formel S; :< L, R, A >;

— un sous-ensemble de régles d’inférence ) (Y C R);

— le systéme formel S; :< LR\ Y, A> .

14



On dira que Y est indépendant si et seulement s’il existe A € L tel que s, A et
K, A.

(e) Quelle serait I'idée de la démonstration de ’équivalence de deux systémes
formels et de I'indépendance de deux ensembles d’axiomes ?

Ces techniques vous semblent-elles toujours applicables ?

Trouver (ce n’est pas garanti que ’on trouvera) une propriété P telle que :
1. les éléments de A\ X ont la propriété P;
2. les regles de ‘R préservent la propriété P

3. les éléments de X n’ont pas la propriété P.

Remarque. Cette technique a été utilisée pour prouver I'indépendance du célébre
« axiome des paralléles », ce qui a donné naissance aux géométries non-euclidiennes.
On a trouvé des interprétations qui sont des modeéles des autres axiomes de la géo-

métrie euclidienne et des contre-modeéles de 'axiome des paralléles.
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