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L3 Informatique

Logique

Travaux Dirigés - Partie 10
Corrigés

Dans ce dizieme et dernier TD, nous allons aborder la méthode des tableaux
sémantiques en LP1.

Les exercices sont de difficultés diverses et sont a traiter en se basant sur les notions
introduites en cours (partie 5.5).

Bon travail !

Exercice 1
Pour chacun des raisonnements (respectivement fbf) a) a k) pouvez-vous prouver qu’il

est correct (respectivement valide) en utilisant la méthode des tableaux sémantiques 7



a) Vz(P(x) A Q(x)) & Ve P(x) ANVrQ(x)

[ VX(P(x) A Q(X)) <= ¥xP(x) A¥XQ(X) ] v

1) Yx(P(x) a Q(x)) 6) = [Wx(P(x) » QG vV
2) [ VyP(y) AV2Q(2)] V 7) VyP(y) A¥zQ(z)
3) ~ VyP(y) v ~¥zQ(2) ) Vv 8) 3x ~(P(x) A Q(x)) (6) V
4) 3y ~P(y) v3z -Q(2)] (3) V 9) =~(P@@) A Q) (B)x+—aV

5) -P@) v ~Qb) @)y<«a,z<b

/\ -P(a) (9) -Q@) (9)
14) P(a) AQa)V (7) x = a15) P@Q) AQ@)V (7)) x —a

10) -P(a) (5) 11) -Q(b) (5) z<a Zea

11) P(a) AQ@) (1) x<av 12) P(a)aQ@) (1) x < a | I

i | P(a) (14) P@a) (15)
13) P(b) AQ(b) () x < b v Q(a) (14) Q@) (15)
P(a) (11) I X X
Q@) (11)
X P(b) (13)
Qb) (13)
X



b) Jz(P(x) vV Q(x)) < JzP(x) vV FzQ(x)

=[Ax(P(x) v Q(x)) = IxP(x) v IxQ(x)] v

1) Ix(P(x) v Q(x)) Vv 5) = [3x(P(x) v Q(x))]
2) ~[3yP(y) v 32Q(2)] 6) 3yP(y) v 3zQ(z) Vv
IPE@VQ@ () x+=—a Vv 7)Pb)vQlc) B) y«=b,zec Vv
4) vy -P(y) A Vz ~Q(2) (2) 8) ¥x ~(P(x) v Q()) (5)
Pa) (3) Qa) (3)

I | 9) -P(b) (8) x+b
10) -Q(b) (8) x«b

-P(a) (4) y=a, z+a -P(a) (4) y+a, z+a
-Q(a) (4) y+a, z+a -Q(a) (4) y*a, z+a |
X X 11) =P(c) (8) xec

12) =Q(c) (8) xe—c

N

P(b) (7) Qlc) (7)
X X



VadyP(y,x)
VaVy(P(z,y) = Q(x,y))
VaIyQ(y, x)

1) vx 3y P(y,x)
2) ¥x Yy (P(x,y) = Q(x,y))
3)~[¥x3yQlyx)] v

4)3Ix -3y Qly,x) 3) V

I
5)-3yQya) (4) x<—a Vv

6) Yy ~Q(y.a) (5)

7)3yPya) (1) x«—a Vv

8) P(ba) (7) y«<b

9) -Q(,a) 6) y<b

10) vy (P(b,y) = Q(by)) (2) x < Db

11) P(ba) = Q(b,a) (10) y«a

N

12) -P(b,a) (11) 13) Q(b,a) (11)
X (12)-(8) X (13)~(9)



d) prouver que : toute relation irréflexive et transitive est asymétrique.
Ve-P(z, )

VaVyVz(P(z,y) A Py, z) = P(z,2))
Vavy(P(z,y) = ~P(y, z))

1) ¥x=P(x,x)
2) Vx Yy Yz (P(x,y) A P(y,2) = P(x,2))
3) =V¥x Vy (P(x,y) = —P(y,x)) v

4) Ix Iy ~(P(x,y) = =P(y,x)) (3) v

5) —(P(a,b) = -P(b,a)) () x <~ a,y«b V

6) P(ab) (5)
7) ~=P(b,a) (5)

8) P(b,a) (7)

9) P(a,b) A P(ba) = P(aa) (2) X« a,y« b,z+—a Vv

|
10) -P(a,a) (1) x=—a

11) =(P(a,b) A P(ba)) (9) 12) P(a,a) (9)

/\ X (12)-(10)
13) =P(a,b) (11) 14) -P(b,a) (11)

X (13)-(6) X (14)-(8)



e) Vo (P(x) vV Q(x)) = Yz P(x) VVzQ(z)

=[Vx (P(x) v Q(x)) = ¥x P(x) v ¥x Q(x)]

1) Vx (P(x) v Q(x))
2)~(VyPlyyvVzQ2)) v

3) 3y -Ply) a3z Q) (2 Vv

4) —Pa)a—-Qb) B) y«az<b Vv

|
5) P@)vQ@ (M) x+a v

6) -P(a) (4)
7) -Qb) (4)
8) P@) (5) 9) Q(a) (5)
X 10) Pb)vQb) (1) x«<=b V

11) P(b) 12) Q(b)
. X

La méthode continue avec P(c) A Q(c), P(d) AQ(d), ... larbre ne se fermera pas

(ce qui n’est pas détecté par la méthode).



Vr(P(z) = Q(z))
Va(3y(P(y) A R(z,y)) = Fy(Q(y) A R(z,y)))

1) Vx (P(x) = Q(x))
2) = [ ¥x (3y (P(y) A R(x,y)) = 3y (Q(y) A R(x,y)) ] V

3) 3x -~ [ (3y (P(y) a R(x,y)) = 3y (Qy) A R(X,y)) 1 (2) V
4) -~ [(3y((Ply) AR@Y)=3y(Qly) AR@y)] @) x+=a Vv

5) 3y (P(y) A R@a,y)) (4) Vv
6) ~ 3z (Q(2) A R(a,2)) (4) v
|
7)P() AR(a,b) S)y«—b V
8) vz - (Q(z) A R(a,2)) (6)

9) P(b) (7)
10) R(a,b) (7)

I
11) ~(Q®) AR@b)) 8) z+b

T

12) -~ Q(b) (11) 13) - R(a,b) (11)
14)P(b) =Q(b) (1) x«—Db X (13)-(10)
15) -P(b) (14) 16) Q(b) (14)
X (15)-(9) X (16)-(12)



Va(F(x) = JyG(z,y))
dxF(x)
JrIyG(x,y)
VedyG(z,y)

1) ¥x (F(x) = 3y G(x,y))
2) Ix F(x)
3) Ix Iy G(x,y)
4) =vx 3y G(x,y) v

5)3Ix Vy = G(x,y) (4) Vv

6) Vy =G(a,y) (5) x < a

7) G(be) B) x«—b,y«c

8) F(d) (2 x<d

9) F(d) =3y G(d,y) (1) x «d

T T~

10) ~F(d) (9) (11) 3y G(d,y) (9)
X (10)-(8) I
(12) G(de) (11) y«—e



h) (Va3y(P(z) v Q(y)) ) & (VoP(z) vV IyQ(y) )

1) = [¥x 3y (P(x) v Q(Y)) <= Vx P(x) v 3y Q(y)]

/\

2) Vx 3y (PO) v Q) (1) 8) ¥x P(x) v3y Qly) (1)
3)3z -P(2) (1) V 9) 3u Vv -(P(u) vQ(v) (1) v
4) Yu ~Q(u) (1)

5) ~P@ B) z<« a 10) =P(c) (9) u<= ¢
11) ~Q(d) (9) v d

6)P@a) (2) x<a 77Q(b) @ y<b
X = Qb) 4) u<b
X

12) P(c) (8) x =< 13)Q(d) (8) y«d
X X

Remarque. Le remplacement y < d utilisé pour obtenir la formule 13) est correct
puisque la constante d n’a pas été utilisée pour remplacer une autre variable quantifiée

existentiellement.



i) (Va(P(z) v Q(f(x)) ) = (Vady(P(z) v Q(y)) )

1) =[Vx (P(x) v Q(f(x)) = Vx 3y (P(x) v Q(y))]

2) Vx (P(x) v Q(f(x)) (1)
3) =vx3y (P() vQly) (1) v

4) 3u Vv ~(Pu) vQv) 3) v
5) - (P@) v Qf@) (4) u«—a,ve fa) v
6) -P(a) (5)
7) -Q(f@@) (5)

N

8) P@@) (2) x < a 9)Q(f(a)) (2) x < a
X X

10



j) Déterminer, en utilisant la méthode des tableaux sémantiques si la formule ci-
dessous :
J1) n'est pas valide, dans ce cas extraire un contre-exemple du tableau.

Pour vérifier la validité de la formule nous la nions.

=[ 3% (PO) = QO] = [ VX PO) =3Ix Q(x)] ] v

1) Ix (P(x) = Q) Vv
2) = [ Vy P(y) =3y Q(y)]

3) P(@ =Q@) (1) x«<—a Vv

4) -P@@) B3) 5) Q) (3)

6) vy Py) (2) 8) Wy P(y) (2)

7) -3y Qy @ 9 -3yQy @ v
I I

12) Pa) (6) y«<a 11) Yy -~Q(y) (9) v

X (12)-(4) |

13) -Q@) (11) y<«a
X (13)=(5)

11



jo) est valide, dans ce cas donner un modéle obtenu au moyen de la méthode des

tableaux.
[Fz(P(z) = Q(z))] = [VzP(z) = J2Q(z)]

Pour essayer d’en construire un modéle on ne nie pas la formule.

[3x (P(x) = Q(x))] = [ ¥x P(x) = 3Ix Q(x)] Vv

/\

1) =3x (P(x) = QX)) v 3) vy P(y) = 3y Q(y) Vv
I
2) ¥x = (P(x) = Q(x)) (1)
| 4) Yy P(y) (3) v 5 3yQly) G Vv

8)P@) (2 x<«a |
9) ~Qa) (@ x<a

6) 3y -~P(y) (4) Vv 7)QE) S)y<c
| |

=P(b) (6) y— b

% instanciations de 2)

Des branches ouvertes finies, on peut extraire les modeéles :
Rt~ 1= =V]
{-P®)}~[ ]=[F=>

De la branche ouverte infinie, on peut extraire le modele :
{P(a),~Q(a)} ~» [V=F]=>[ ]

12



k) a,b, c,d, e dénotent des constantes.

1. P(a,b)
2. P(b,c)
3. P(c,d)
4. P(d,e)
5.VaVyVz.P(xz,y) AN Py, z) = P(z, 2)
6. P(a,e)

1. P(a, b)
2. Pb, c)
3. P(c, d)
4.P(d, e)
5. VxVyVz.P(x,y) A P(y, 2) = P(x, 2)
6. -P(a, e) (négation de la conclusion)

7.-P(a,b) 8 -Plb,c) 9.P(a,c) 5){x« a,y+ b,z « ¢}
X@)-(1) X(8)-(2

10.-P(a,¢) 11.-P(c,d) 12.P(a,d) 5){x+ a,y< ¢,z < d}
X(10)-(9 X(11)-()

13.-P(a,d) 14.-P(d, e) 15.P(a,e) 5){x< a y< d.z < e}
X(13)-(12) X(14)-(4) X(15)-(6)

13



Exercice 2
En utilisant la méthode des tableaux sémantiques, dire si le raisonnement suivant
est correct ou incorrect. S’il est incorrect, extraire du tableau un contre-exemple de

cardinalité minimale.

L 3x2(P(z) A Q(z))
2. 3z(R(z) A S(z))
3. 3z(-P(z) A ~R(z))

4. 32(5(z) A Q())

Le tableau correspondant au raisonnement donné :

1 3z(P(z) A Q(z))
2. Jy(R(y) A S(y))

3. 2:(~P(z) A ~R(2))
4 ~(3u(S (ui A Q(u)))

4" Vur(S(u) A Q(u))

N

l
P(a) l.z+—a
Q(a) l.z—a
R(b) 2. y— b
S(b) 2. y—b
=P(c) 3. ze—c¢
-R(c) 3. z+c
-S(a) 4" u—a ~Qa) 4" ue—a
X

— si la cardinalité du domaine du discours est 1, ¢’est-a-dire a = b = ¢, on obtient un
arbre fermé (P(a),—P(c));

— de méme si la cardinalité du domaine du discours est 2, c’est-a-dire a = b
(S(b),~S(a)) oua=c (P(a),~P(c)) oub=c (R(b),~R(c));

En revanche si la cardinalité du domaine du discours est 3, c’est-a-dire a # b et a # ¢

14



et b # ¢, on obtient le modéle suivant de ’ensemble de formules 1., 2, 3, 4". :
M ={P(a),Q(a), R(b),S(b),~P(c),~R(c),~S(a)}

(P(b),Q(b),Q(c), R(a) pouvant appartenir ou non a M)
Il est facile de vérifier que ceci est un contre-exemple du raisonnement sur un
domaine du discours de cardinalité 3.
Par construction M est un modéle des prémisses. Concernant la conclusion :
~siz=aonadans M S(a): F et Q(a): V;
—si = bona dans M S(b) : V et Q(b) : F';
~siz=conadans M S(c): Fet Q(c): F

c’est-a-dire que dans tous les cas la conclusion est évaluée a F' .

Exercice 3

Montrer que le raisonnement suivant est correct en appliquant la méthode des

tableaux avec variables libres (c’est-a-dire en utilisant 1'unification).

vz3y(P(z) = Q(y))
vz (P(z) = Q(y))

Le tableau correspondant au raisonnement donné :

15



1) Vz3y(P(z) = Q(v)) premise

2) =[FoVu(P(u) = Q(v))]  neg. conclusion and var. ren.
3) VoJu~(P(u) = Q(v)) 2
4) Ju~(P(u) = Q(V)) @)hv—V
5) ~(P(f(V)) = Q(V)) (4), Skolemization
6) P(f(V)) (5)
7) =Q(V) (5)
8) Iy(P(X) = Q) 1),z — X
9) P(X) = Q(g(X)) (7), Skolemization
/\
10) =P(X) 9. 11) Q(g(X)) 9.
x (6.-10.) {X « f(V)} (7-11) : {V < g(f(V))}

Unification
fails (cycle)

6') P(f(V1)) 5),V —W
7)) =Q(V1) 5),V—Wn
x (11.-7") {Vvi + g(F(V)}
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