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5. Logique du premier ordre (LP1)



5.7 Forme normale de Skolem



Skolemisati

La skolemisation (du nom du logicien nor-
vegien T. Skolem) permet d’éliminer les
quantificateurs existentiels tout en préser-
vant la satisfaisabilité (mais pas la validité)
des formules.

L’'idée est que :

(x) Vz3yP(x,y)

a un modéle si et seulement si :

() Vo P(z, f(x))

a un modele, ou f est un symbole fonc-
tionnel qui n'apparait pas dans la formule
traitée.

Cependant, (x) et (xx) ne sont pas équi-
valentes, c'est-a-dire évaluées a la méme
valeur de vérité dans les mémes interpréta-
tions.



Skolemisati

D’une facon plus générale, la formule :

VeiVeo . . VenIyVe, a1 ... Ve,ap
P(x1,22,...,Tm, Y, Tmt1,- - - Tmtp)

donne par skolemisation :

VriVao .. . VenVTpme1 ... VEyay
P(:U17 L2y .-y Lmy f(xh SR ,CUm),CUm+1, c . 7$m+p)

et, sim=20 :

VTm41- - VTmip Pl Tpq1, - Trgp)



Skolemisati

Nous montrerons, a l'aide la méthode des
tableaux sEmantiques que :

(x * x) VedyP(x,y) ¥ Ve P(x, f(x))

c'est-a-dire qu’il existe des modeles de
Va3dy P(x,y) qui sont des contre-modéles de

Vo P(x, f(x)).

On essaiera donc de construire des modéles
de :

S = {Va3y P(z,y), ~[Vz P(z, f(x))]}

et si I’'on réussit, on aura prouvé (x * x).



Skolemisation

1) Vz3yP(z,y)
2) 3z2-P(z, f(2))

d
—-P(alf(a)) 2), z+a

P(a,b) 1), y«b z+a

En se servant de ce tableau, il est facile de
construire le contre-exemple cherché (en

posant f(a) #b) :



Skolemisati

M =< D {1} {PM} >
avec .

D = {a,b}
P — PM ={(a,b),(b,a)}

fis M= {(a,a), (b,b)}

(f est une fonction totale).



Skolemisati

On doit aussi remarquer que le tableau
nous permet d’'assurer que I'on peut tou-
jours (si (a,b) € PM) transformer un
modéle de Vzdy P(x,y) en modéle de
Vo P(xz, f(x)) (en posant f(a) = b).

Cette non-équivalence (appelée parfois
équivalence faible) n'est pas vraiment un
probleme quand on essaie de montrer
qu’'une fbf n'a pas de modéle (c'est-a-dire
gque sa négation est valide) .



Skolemisati

Si I'on voulait préserver I'équivalence il fau-
drait remplacer :

Vady P(x,vy)
par

3fVz P(z, f(x))

...mais cette formule n’est pas une fbf de
la LP1.
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Skolemisati

Remarque. Une autre facon de prouver
que la skolemisation ne préserve pas |'équi-
valence (mais seulement la satisfaisabilité)
est de considérer le contre-exemple suivant.

La formule

(x)VzP(x) VvV P(a)

est valide, comme |'on peut Vvérifier tres fa-
cilement, par exemple par tableaux sEman-
tiques ou en remarquant que cette formule
est équivalente a VzP(x) = P(a).

11



Skolemisation
Si I'on transforme (x) on obtient d'abord :
Jx —=P(x) V P(a)

et en skolemisant :
=P(b) V P(a)

formule satisfaisable mais non valide
(puisque I'on peut évaluer P(a) a F et P(b)
av).
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Forme normale de Skolem

A partir d'une fbf de la logique du premier
ordre F', par transformation en forme pré-
nexe et skolemisation, on obtient la forme
de Skolem de F' (notée sk(F)) :

sk(F) : Va1 ...V F'

ol F’ ne contient pas de quantificateur et
Var(F") = {z1,...,zn}.

Donc, d'apres théoreme 1, et la propriété
de |la skolemisation :

F fbf de la LP1 est satisfaisable si et seule-
ment si sk(F') est satisfaisable.
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Interprétation de Herbrand

Etant donné un ensemble fini de formules
sous forme de Skolem S construit sur I'en-
semble des symboles de prédicats « et de
symboles fonctionnels F, l'univers de Her-
brand sur F (ou univers de Herbrand de S)
est définit de la facon suivante :

Ho = {ala € F}

si F ne contient pas de constante, alors
Hg = {a}, o0 a est une constante choisir
arbitrairement ;

Hipq = {f(n)(tl, . ,tn)\fj(n) € F; t € Hi}UH,
pour 1<k<n,t1>0,n>1.

Les termes dans H(S) sont des termes clos
ou termes fermés et sont appelés termes de
Herbrand.
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Interprétation de Herbrand

Exemple 1. Soit :

S ={P(a),Ve.-P(x) vV P(f(x))}

Alors
Ho =Aa, f(a)}
H1 = {a, f(a), f(f(a))}

Hoo =Aa, f(a), f(f(a)), f(f(f(a))), cooureennnnnn.
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Interprétation de Herbrand

Exemple 2. Soit :

S = {VzP(z),VxVy.R(z)VQ(y, ), Vy.=Q(y,y)}

Pas de constante on en choisit une arbi-
trairement : a et Hy = {a, }

H{ = {a} car il n'y a pas de fonction

Hoo = {a}
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Interprétation de Herbrand

La base de Herbrand de S, notée B(S) est
I'ensemble de littéraux positifs (c'est-a-dire
des formules atomiques) éléments de F A,
ou de la forme L[Z[ty(s)] avec L(T) € C € S
ou L(zZ)¢eCeS et %H(S) e H(S).

L[§|EH(S)] signifie que toutes les variables
dans L sont remplacées par des termes de
Herbrand.
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Interprétation de Herbrand

Ll[z|ty syl est une instance de Herbrand, ou
simplement instance constante ou instance
fermée ou instance close de L(x).

On parlera aussi de clause fermée ou clause
close.

FA. désigne I'ensemble des formules ato-
miques closes (fermées) dans S.

Notation : ici, en accord avec l|'usage, x
dénote un n-uplet de variables et {f(gy un
n-uplet de termes de Herbrand.
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Interprétation de Herbrand

Une interprétation de Herbrand d'un en-
semble de formules universellement quan-
tifiees S construit sur (7, F) est une inter-
prétation Zy gy telle que :

D = H(S)
Si aE]—“:a,fp(a)=a

Si f](n) S afp(fjgn)) — fjgn)H(S)(tL coostn)
avec t; € H(S) pour 1 <i<n.
Si P,gm) cm: afp(P,gm)) = Pém)H(S) avec

Une interprétation de Herbrand peut étre
représentée par IH(S) C B(S).

L’ensemble des interprétations de Herbrand
de S correspond donc a I'ensemble des par-
ties de B(S).
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Interprétation de Herbrand

Exemple 4. Soit I'ensemble de fbf :

ASZ:{CH,Cb,Cé}

avecC .

C1 :VxP(x)

Co 1 Vo.=P(z) VQ(f(z))
C3:=Q(f(a))

Alors,
H(S) ={a, f(a),...,f"(a),...}
B(S) = {P(a),Q(f(a)), P(f(a)),Q(f(f(a))),...}
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Interprétation de Herbrand

Une interprétation de Herbrand :

Ir(s)y = {P(a),R(f(a))}

c'est-a-dire : P(a) est évaluée a V et sur
tous les autres éléments de H(S), P est
évalué a F. Q(f(a)) est évaluée a V et Q
est évalué a F' sur tous les autres &léments
de H(S).

21



Interprétation de Herbrand

Autre interprétation de Herbrand :

Tics) = {P(a), P(f(a)), P(f(f(a))),.. .}

c'est-a-dire : P est évalué a V sur tous les
éléments de H(S), Q a F sur tous les élé-
ments de H(S).
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Interprétation de Herbrand

Remarque. Par construction, l'univers de
Herbrand (et la base de Herbrand) d’un en-
semble de formules S est soit fini (si aucun
symbole de fonction n'apparait dans S) soit
infini dénombrable.

Par conséquent, le nombre d’interpréta-
tions de Herbrand pour un ensemble de for-
mules S est respectivement fini ou infini
non dénombrable.

Etant donnée par exemple la formule
VedyP(x,y) on peut en donner un modéle
non dénombrable : par exemple (R, <), mais
on peut aussi en donner un modele dé-
nombrable : (N, <). Cet exemple est un cas
particulier du théoreme suivant.
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Théoréme 1 (de L6wenheim-Skolem).
Si F fbf de la LP1 a un modéle, alors F a
un modéle dénombrable.

Preuve. 1l suffit de s'intéresser a sk(F).

— On suppose que D est le domaine du
discours du modéle de sk(F").

— Si une fbf universellement quantifiée
(comme l'est sk(F')) est satisfaite sur un

domaine D elle I'est aussi sur tout domaine
D' CD.
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— On considére H(sk(F')) et a partir de
H(sk(F)) on construira D’ dénombrable.

— On commence par I|'ensemble de
constantes dans F' ou de la constante ajou-
tée (ensemble nécessairement fini) déno-
tant, dans le modele, des éléments de D.
Ces éléments de D sont aussi des éléments
de D’.

— Les termes fUHGKIE)) (41, ... t,) dé-
notent dans le modéele des éléments dans
D que nous ajoutons a D’ (D' est fermé
par cette opération, par définition d'univers
d'Herbrand).

— Par construction D’ est fini ou infini dé-
nombrable. Le théoréme est prouveé.
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Exemple. Soit une fbf :

F :VxayP(x,y)

dont l'interprétation voulue est : pour tout
réel il existe un réel plus grand;

apres skolémisation on obtient :

sk(F) : Ve P(x, f(x))

Un modéle peut étre donné sur la struc-
ture

M = & {f*1{<"D)
ot fR:R >R, fR(2z) =2+ 0.5.

fr fRet Ps<k

H(sk(F)) = {a, f"(a)[n = 1} = {f"(a)|n >
0}
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Si on fixe par exemple a — —5, on aura :
f(a) — —4.5

2(a) — —4

f3(a) — —3.5

D' ={-5,-45,-4,-35,-3,...}

Un modéle de Herbrand :

M = B(sk(F)) = {P(z, f(z))|x € H(sk(F))}

27



Un corollaire important du Théoréeme de
Lowenheim-Skolem est le suivant.

Corollaire 1 (Ldwenheim-Skolem pour
les ensembles finis de formules). Si un
ensemble fini de fbf de la LP1 S a un mo-
dele alors S a un modele dénombrable.

Preuve. Soit S = {Fy, Fo,..., Fy}. Par dé-
finition, S a un modéele si et seulement si
il existe un modele satisfaisant toutes les
formules de S, c'est-a-dire si et seulement
si F': Ay F; en a un. On prouve alors le
corollaire en appliguant le théoréeéme 1 a F.
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Remarques.

1. Le théoreme de Lowenheim-Skolem
s'appliqgue aussi a des ensembles infinis dé-
nombrables de fbf de la LP1 : Si un en-
semble dénombrable S de fbf de la LP1
a un modele alors S a un modele dénom-
brable.
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2. Une conséquence immédiate du théo-
reme de Lowenheim-Skolem est que la
signification (interprétation) voulue ou sou-
haitée (intended interpretation) d'une fbf
de la LP1 n’est pas unique : il y en a aussi
des inespérées ou inattendues (unintended
interpretations) .

Ainsi, les formules de la LP1 ne peuvent
pas caractériser un ensemble non dénom-
brable, parce que |I'on sait que en plus d'un
tel ensemble (interprétation voulue, en fait
modéle voulu) elles auront aussi un modéle
dénombrable (c'est-a-dire dénoteront aussi
un ensemble dénombrable).
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