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5. Logique du premier ordre (LP1)
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5.6 Forme normale prénexe
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Introduction

Il est impossible d’avoir une procédure de
décision pour la LP1.

En effet, en utilisant des formules de cette
logique on peut décrire le fonctionnement
d’une machine de Turing et pouvoir décider
de la validité d’une fbf quelconque de cette
logique équivaut à résoudre le problème de
l’arrêt (qui est lui, indécidable).
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Introduction

Mais rien n’empêche de chercher une pro-
cédure de semi-décision pour cette logique,
c’est-à-dire une procédure qui, pour toute
formule, si elle s’arrête donne la réponse
correcte, mais si elle ne s’est pas arrêtée à
un certain moment, on ne peut rien dire.

Pour tester si une formule est satisfai-
sable ou valide, on est (potentiellement)
amené à tester une infinité d’univers, ce
qui n’est évidemment pas envisageable. On
verra dans la suite qu’il suffira de s’intéres-
ser à un univers privilégié qui aura de «
bonnes propriétés ».

Le premier pas dans ce sens est de transfor-
mer les formules dans une forme normale.
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Forme normale prénexe

Étant donné un ensemble d’objets dont
la forme peut être très variée, une trans-
formation dans une forme normale est en
général souhaitable.

Elle permet, entre autres, d’étudier les pro-
priétés de ces objets d’une façon uniforme
et d’énoncer plus simplement lesdites pro-
priétés.
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Forme normale prénexe

Définition 1. Une fbf de la LP1 F est dite
en forme normale prénexe, ou simplement
en forme prénexe (abrégé pr(F )) si et seule-
ment si elle est de la forme :

Q1x1 . . . QnxnM (n ≥ 0)

(n = 0 signifie que la formule ne contient
pas de quantificateur)
où Qi : ∀ ou ∃
Q1x1 . . . Qnxn est appelé le préfixe
M : ne contient pas de quantificateur, est
appelé la matrice.

On sous-entend que si Qi 6= Qj alors xi 6=
xj (c’est-à-dire qu’on ne quantifie pas la
même variable avec des quantificateurs dif-
férents).
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Forme normale prénexe

Théorème 1 (existence de la forme nor-
male prénexe). Si F est une fbf de la LP1
alors il existe une pr(F ) équivalente.

Preuve (plan). Appliquer les équivalences
ci-dessous et raisonner par induction sur le
nombre de connectifs.

Les règles supposent x 6∈ V ar(G) (renom-
mer si nécessaire).
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Forme normale prénexe

En fait, 1., 2., 3., 4. suffisent (les autres
règles peuvent être obtenues par équiva-
lence).
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Forme normale prénexe

Exemple 1. Nous pouvons utiliser la mé-
thode des tableaux sémantiques pour prou-
ver la validité, ou la non-validité via un
contre exemple, des expressions dénotant
des fbf et que nous appellerons « formules
génériques », c’est-à-dire des ensembles de
formules avec une certaine structure, que
l’on peut caractériser en nommant leurs
sous-formules.

Nous prouvons ci-après la validité de la
règle 5. utilisée dans la preuve du théorème
1.
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Forme normale prénexe

Nous nous servons aussi des informa-
tions fournies par la méthode des tableaux
sémantiques pour construire un contre-
exemple d’une règle de transformation
(incorrecte) que l’on pourrait être tenté
d’utiliser : Comme la sous formule G ne
contient pas la variable quantifiée x, on
peut inclure G dans la portée de ∀x.

11



Forme normale prénexe
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Forme normale prénexe
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Forme normale prénexe

On peut extraire un modèle de la néga-
tion de la formule (c’est-à-dire un contre
exemple de la formule considérée) de la
branche ouverte (il ne reste plus de for-
mule quantifiée universellement : 2. a été
remplacée par 8. et 9.), en prenant par
exemple :

F [x]← P (x)

G← Q(y)

(Ce remplacement respecte les hypothèses
de départ)
et comme structure M =< D;R > avec :

D = {a, b}

et

R = {{a}, {b}}
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Forme normale prénexe

Le contre-exemple construit par l’arbre cor-
respond à :

P 7→ {a}

c’est-à-dire P (a) : V , P (b) : F , et

Q 7→ {b}

c’est-à-dire Q(b) : V , Q(a) : F .
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Forme normale prénexe

Il s’agit bien d’un contre-exemple, la véri-
fication en est immédiate :

(∗)(∀xP (x)⇒ Q(y))⇒ ∀x(P (x)⇒ Q(y))

Or, ∀xP (x) : F puisque P (b) : F , donc
∀xP (x)⇒ Q(y) : V et ∀x(P (x)⇒ Q(y)) : F

puisque P (a)⇒ Q(a) : F .

(∗) est donc évaluée à F dans l’interpréta-
tion proposée.
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Forme normale prénexe

La forme normale prénexe est-elle unique ?
L’exemple suivant montre que la réponse
est non.

Exemple 2 (non-unicité de la forme nor-
male prénexe). L’ordre d’application des
règles peut donner différentes formes pré-
nexe pour la même formule. Considérons la
formule :
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Forme normale prénexe

Le préfixe de la forme prénexe contient des
quantificateurs existentiels.

Pour établir des théorèmes fondamentaux
pour l’automatisation de la LP1, nous de-
vons introduire une opération permettant
de les éliminer. Il s’agira de la skolemisa-
tion.
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