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5. Logique du premier ordre (LP1)



5.4 Sémantique de la LP1 - Structures,
Modéles, Théories



Structures

Définition 1. Etant donné un langage du
premier ordre L1, une structure du premier
ordre ou structure M est un triplet :

M=<D;,F,R>

ou D est un ensemble non vide appelé do-
maine ou univers du discours

f:{f](_il),..., T(LG),}

est un ensemble de fonctions fj(zj) : DY —

D

. k.
est un ensemble de relations 7“§ 2

Les f]Qj) (en particulier les constantes)

k. :
et les 7~§ i) correspondant respectivement

aux symboles fonctionnels et aux prédicats
dans L;.

C D%

Deux cas particuliers :
M =< D,F > : algébre (abstraite).
M =< D, R > : systéme relationnel.



Structures

Exemples.

M1 =< Z;{+},{<} > : structure.
Mo =< Z;{<} > : systéme relationnel.
M3z =< R; {+,—, x} > : algébre.

En cherchant des interprétations pour des
fbf ou des ensembles de fbf, on remarque
souvent que différentes interprétations sont
« essentiellement » les mémes.

Plus précisément, a chaque élément du do-
maine de I'une correspond un élément du
domaine de I'autre avec les mémes proprié-
tés et réciproquement.

Cette particularité est formalisée dans la
définition suivante.



Structures

Définition 2. Etant données deux struc-
tures My et Mo

M1 =<Dq1;,F1,R1 >

Mo =< Do; Fo, Ro >
une bijection :
Z:Dq1— Do

est dite un isomorphisme de structure si
et seulement si : (les exposants My et
M identifient la structure a laquelle ap-
partiennent les objets)



Structures

— pour toute constante ¢ dans la signature
de Lq :

(M) = Mo

— pour tout n-uplet (dy,dp,...,dn) € DY et

tout symbole fonctionnel n-aire f(”) dans
la signature de L4 :

Z(fMMi(dy do, ... dn)) = FOIM(T(dr),Z(do),...,T(dn))

— pour tout n-uplet (dy,dp,...,dn) € DY et

tout symbole de prédicat n-aire P() dans
la signature de L1 :

POM(Gy dp, ... dy) = PMMA(T(dy), Z(d),. .., Z(dn))

M4 et M5 sont dites isomorphes.



Structures

L'idée derriere la définition suivante
est la méme que nous avons utilisée
informellement et intuitivement dans les
exemples.

Etant donné un langage (ou une fbf) du
premier ordre on se place dans un univers
D, a une constante dans la fbf on fait cor-
respondre un élément de D, aux symboles
fonctionnels d'arité n une fonction totale
(c'est-a-dire définie partout dans D) d'arité
n sur D et aux symboles de prédicats d'arité
k des relations d'arité k sur D.

AuXx variables on fait « parcourir » D et on
interprete V et 4 comme d’habitude, c'est-
a-dire « pour tous » et « il existe (au
moins un) » respectivement.

La sémantique (sens, signification) de la
fbf est ainsi donnée par celle des fonctions
et relations dans I'univers choisi, supposées
elles connues.



Structures

Définition 3. Soit £1 un langage de pre-
mier ordre et M =< D; F,R > une struc-
ture. Une fp-assignation (f pour fonction,
p pour prédicat) est une fonction af, satis-
faisant :

i) pour tout symbole de prédicat P,gk”),

afP(Png”)) est une relation PM C DFn de
R,

i1) pour tout symbole de fonction f](j”),
afp(fj(j")) est une fonction (totale)
f]/\/l . D)n — D

de F.

Pour les constantes :

afp(a) —a avec ac D.



Structures

Une v-assignation est une fonction :

ay .V — D

ou VY désigne l'ensemble des variables de
Lq.

Pour les termes, on définit la t-assignation
a; de la facon suivante :

iii) si t € V, alors ai(t) = ay(t)
iv) Si teC, alors a;(t) = afp(t)

v) sinon

ar(FI (b1, t,) = FMaty), - an(ty,))
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Structures

Une interprétation d'un langage L1 (ou
d'une fbf de £1) est une fp, v, t-assignation.

Une relation de satisfaction :

MIZIQO

lue « la formule ¢ est satisfaite dans Ia
structure M avec l'interprétation Z », est
définie comme suit :

1. ME7 P,Ek")(tl, ..., tg, ) si et seulement si
(t]_, ce 7tkn) c Pif/\/l

2. M Fz —p si et seulement si non M E7 ¢
(autrement dit, on a une logique a deux
valeurs de vérité)
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Structures

3. MEzx oAy si et seulement si M E7 ¢ et
M ET

4. M Er oV si et seulement si M E7 ¢ ou
M ET

5. M E7r ¢ = v si et seulement si (non
M =7 QO) ou M =7 Y

6. M Er ¢ & 1 si et seulement si M F7
p=>v et MEryY = ¢
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Structures

7. M Ezt; =t si et seulement si 41 = 41

8. M F7 dxyp si et seulement si il existe
a € D tel que M IZI[:L‘|CL] ©

9. M E7 Vzp si et seulement si pour tout
ac D onaM |=I[$|a] ©

Z[x|a] coincide avec Z sauf dans ay(x).
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Structures

Remarques.

1. Dans le cadre de la LPO, non (¢ E )
n’'est pas équivalent a ¢ F —p.

2. Dans la définition de |la sEémantique pour
la LP1, |a seule contrainte sur le domaine
du discours est qu'il soit non vide. On peut
donc prendre comme domaine du discours
un ensemble de termes fermés. Cette re-
margue sera utile dans |la suite.
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Structures

Exemple. La fbf :

VzIyIz(z +y = y A Jw(w + w = y))

dénote dans ce que |'on appelle arithmé-
tique de Presburger, c’'est-a-dire la théorie
de la structure :

N4 = (N; 0, succ, +, =, <)

£ il y a une infinité de nombres pairs ».
Cette théorie est décidable, mais la procé-

dure de décision est de complexité super-
exponentielle (22").
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Structures

Deéfinition 4.

On dit qu’'une fbf ¢ est valide si et seule-
ment si elle est satisfaite dans toutes les in-
terprétations sur toutes les structures. On
le note F .

Une structure M est un modéle d'un en-
semble de fbf S si et seulement si il existe
7 tel que M F7 ¢ pour tout o € S.
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Structures

Remarques.

1. Un modéle d’une théorie axiomatique est
un ensemble d’'objets choisis dans une autre
théorie, celle ou les objets assignés a ceux
de la premiere sont censés avoir une signi-
fication en « eux mémes » (par exemple
ensemble, fonction, relation, etc.) tout en
satisfaisant les axiomes.

2. (formules ouvertes et fermées)
— Une fbff (formule bien formée fermée)
dénote une valeur de vérité.

Par exemple Vx3dyP(xz,y) dénote vrai dans
N si P désigne <.
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Structures

- -Une fbfo (formule bien formée ouverte)
dénote un ensemble : |I'ensemble des va-
leurs qui la rendent vraie.

Par exemple Premier(z) dénote tous les
nombres premiers.
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Structures

— Les fbfo sont utilisées dans la définition
des classes (ensembles), par exemple |'en-
semble {xz|Premier(x)}.

— Les variables libres, donc les fbfo, in-
terviennent trés fréguemment en matheé-
matiques informelles dans les expressions
telles que :

i) Soit z un naturel ou :

i1) Soit x un naturel tel que . . .
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Structures

Dans i) on leur donne une interprétation de
généralité (c'est-a-dire pour tout z).

Dans ii) on leur donne une interprétation
conditionnelle (c'est-a-dire pour quelques x
particuliers).

Quand ces expressions (ou plutdt leurs
formalisations) interviennent dans des rai-
sonnements on les traitera, en accord
avec l'usage, comme des variables univer-
sellement quantifiées.

En effet, quand on ne pose pas de condi-
tions particulieres sur x, ceci revient a dire
pour n'importe quel x ou, ce qui est pareil,
pour tout x.
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Structures

Exemple (ensemble des nombres pre-
miers).

L'ensemble des nombres premiers dans N
peut étre défini par :

Premier(z) = {x # 1IAVyVz((x = yxz) = (y =1Vvz= 1))}

Dans le cas ou |I'on pose des conditions
sur x ceci revient a dire pour tout x avec
telle condition (condition qui sera traduite
dans la formule). Par exemple, on traduira
I'expression Soit x premier, par Vx(x €
N A Premier(x)).
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Structures

Pour les fbfo intervenant dans des raison-
nement on utilisera leur fermeture définie
comme ;

fbfo(F) :9¢/ si F : fbff alors F sinon Vz1Vzs ... Vo, F

ot VLb(F) = {x1,xp,...,zn} (variable
libres de F).
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Structures multisortes

On a dit précédemment qu'il n’était pas
nécessaire de spécifier dans une formule le
domaine dans lequel une variable prend ses
valeurs.

Cependant, en pratique on veut fréguem-
ment identifier ces domaines (ensembles
appelés sortes), en particulier quand les dif-
férentes variables peuvent prendre leurs va-
leurs dans des domaines des natures diffé-
rentes (par exemple scalaires et vecteurs
dans les espaces vectoriels).
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Structures multisortes

On peut se demander si l'utilisation des
sortes augmente le pouvoir d'expression de
la LP1, c'est-a-dire si I'on peut dire plus
de choses que celles que I'on peut dire sans
sortes ou s'il s'agit simplement d’'un confort
syntaxique.

La réponse est que le pouvoir d'expression
de la LP1 avec sortes est le méme que celui
de la LP1, ce qui est prouvé en utilisant
la technique dite de réduction des sortes,
qu’'on présente a présent.
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Structures multisortes
Sans perte de généralité on considére une

structure avec deux sortes :

M=<D,FE; F, R >

On élargit la signature avec les prédicats
PD et PE-

On considére la structure

M =<DUE; F,RU{Rp,RE} >

aveCc Rp = D, Rp = E (Rp et Rp sont
des relations unaires, c'est-a-dire des sous-
ensembles de D et E respectivement) et :

ar(Pp) =Rp et ay(Pp)=Rg
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Structures multisortes
Donc, si I'on a utilisé des sortes pour écrire
les formules, il suffit de remplacer de la fa-

con suivante, ou F'[z] signifie que la variable
c apparait dans la fbf F :

1. Vx € D.F[z] par Vx.Pp(z) = F(x)
2. Vx € E.Flz] par Vx.Pp(xz) = F(x)
3. 3dx € D.F[x] par 3z.Pp(x) N F(x)
4. dx € E.F[x] par 3z.Pp(x) A F(x)

Ceci montre que le pouvoir d'expression de
la LP1 avec sortes est le méme que celui
de la LP1.

26



Theéories

Une théorie (de premier ordre) est un en-
semble de fbff de L;.

Une fois introduite une notion de consé-
quence (elle peut étre syntaxique ou Ssé-
mantique), une théorie est dite fermée si
et seulement si elle est fermée par la re-
lation de conséquence (en accord avec le
théoréeéme de complétude de Godel, on peut
utiliser = ou F ).

Une théorie T est compléte (en L£q) si
et seulement si I'ensemble de ses conseé-
gquences est maximal consistant (c'est-a-
dire s'il est consistant et aucun de ses sur-
ensembles n’'est consistant).
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T heéories

Un ensemble d’axiomes d'une théorie T
est un ensemble de fbff avec le méme en-
semble des conséquences que T'.

T est un ensemble d'axiomes de T et () est
un ensemble d’axiomes de T' si et seulement
si T' est I'ensemble des fbff valides de L4
(point de vue sémantique).

T est finiment axiomatisable si et seule-
ment si elle axiomatisable a |'aide d'un
nombre fini d’'axiomes.
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T heéories

La maniére standard de spécifier une théo-
rie est d'en donner un ensemble d’'axiomes.

Une autre facon de faire . étant donnée une
structure M et une interprétation Z de L1,
la théorie de M est I'ensemble de toutes les
fbff F' de L1 telles que M E7 F'. La théorie
de M est complete.

Une théorie T est compléte si et seulement
Si pour toute fbff F soit T'E F soit T'E —F'.
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Theéories

Pour une théorie T, les assertions 1 a 4
Ci-dessous sont équivalentes :

1. 'ensemble des conséquences de T est
maximal consistant ;

2. T est compléte (c'est-a-dire que pour
toute fbff ' soit T'F F soit T E —F) ;

3. T a exactement un modéele;

4. il existe un modéele M tel que pour toute
foff ', T'= F si et seulement si M E F.
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Théori t Modél

Deux structures isomorphes ne difféerent en
rien d’'essentiel.

Le théoreme suivant confirme cette intui-
tion et montre que I'on ne peut pas a |'aide
de la LP1 distinguer deux structures iso-
morphes.

Théoréme 1 (discrimination de struc-
tures). Soient M et M» deux structures
isomorphes. Alors, pour toute fbf F' de la
LP1, on a My F F si et seulement si
Mo E F.
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Théori t Modél

Il semble |égitime de se demander si la ré-
Ciprogue n'est pas aussi un théoreme.

La réponse (négative) est donnée par le ré-
sultat suivant.

Théoréme 2 (modéle non standard). I/
existe un ensemble de formules de la LP1
S ayant pour modéles les structures

My =< N, {<V} >
et
Mo =< D, {<?} >

avec My, Mo non isomorphes.

S et D sont définis dans la preuve ci-apreés.
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Théori t Modél

Preuve.

Considérer I'ensemble S de formules sui-
vantes (nous indiquons entre parenthéses
I"'interprétation voulue du prédicat P) :

1. Va—=P(x,x) (irréflexif)
2. VaVy.P(x,y) = = P(y,x) (asymétrique)

3. VaVyVzP(z,y) AN P(y,z) = P(x,z) (tran-
Sitif)

4. Vavy.P(xz,y) V P(y,x) Vo = y (relation
totale)

5. dzVy.—P(y,z) (il y a un premier élément)

6. VzIy[P(z,y) A Vz(~(P(z,2) A P(z,9)))]
(tout élément a un successeur immédiat
unique)

7. Vz[Iy(P(z,y) = Vz2(P(z,z) = P(2,9)))]
(tout élément, sauf le premier, a un prédé-
cesseur unique)
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Théori t Modal
On peut vérifier que :

My =< N, {<V} >

otl <N dénote la relation d’ordre usuelle sur
N, est un modéele de S.

Considérons maintenant les ensembles sui-
vants :

Dlz{O}U{l—%MEN,n;&O}
1
D2={1—|—;|n€N,n7&O}

1
D3 = {3 - ~|n € N,n # 0}
n

D =D{UD>U D3
et la structure
Mo =< D, {<Q} >

ol <Q dénote la relation d’ordre usuelle sur

Q.

34



Theéori t Modél

On peut vérifier qu’elle est aussi un modéele
de S.

Mais M et M5 ne sont pas des structures
isomorphes comme on peut le vérifier en
prenant un élément de D, par exemple 3/2,
qui a une infinité de prédécesseurs, ce qui
n'est le cas pour aucun élément de N.

Mo est appelé modeéele non standard parce

qu'il n'est pas isomorphe au modele My,
dit standard.
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Théori t Modél

Remarques.

1. Si deux modéeles quelconques d'une théo-
rie sont isomorphes on dit que la théorie est
catégorique (categorical).

2. L'axiomatique de Peano n’est pas caté-
gorique dans la LP1, ainsi que le montre le
théoreme précédent, mais elle I'est dans la
LP2.
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Raisonnements ent P1.........

De facon similaire a ce qui a été fait pour
la LPO, on peut donner une approche syn-
taxique (avec un systéme formel), ou une
approche sémantique (basée sur la notion
d'interprétation) des raisonnements. Nous
privilégierons cette derniere.

En fait, les méthodes seront obtenues a
partir de notions sémantiques, mais a lI'ins-
tar de ce qui a été fait, par exemple pour la
résolution dans la LPO, le but est d'obtenir
un systéme déductif.

Nous verrons cela dans la suite.
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