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5. Logique du premier ordre (LP1)



5.3 Sémantique de la LP1 - Premiére
approche



Introduction ...~~~

Les concepts d’interprétation, modéle, sé-
mantique, que nous définirons sont, a I'ins-
tar des concepts de sens et signification
pour les langues naturelles, extrémement
subtils et méritent un peu de réflexion
avant d’'en donner une définition formelle
(dans le cadre de la LP1).

La notion de modéle est capitale en lo-
gique, informatique et science en général.

Dans son usage courant elle recouvre beau-
coup de notions différentes et I'on dit sou-
vent que le mot modéle est polysémique.



Noti | 1]

A u XVIéme siécle apparait le mot modéle
signifiant : mesure, mesure musicale, mélo-
die; mesure imposée aux choses; maniere
de se conduire.

Le terme est utilisé de facons bien diffé-
rentes aussi bien dans la langue courante
que dans son usage scientifique.

Une des rares définitions que |'on peut
trouver dans la bibliographie propose :

X est un modéle de Y seulement si X et
Y ont la méme structure ou une structure
similaire.

(On pourrait aussi parler d'existence d'un
morphisme entre X et Y)



Noti I &1

On peut distinguer deux usages différents
concernant beaucoup d'utilisations :

1. Représentation dont le but est de
rendre compte d’'une partie observée de
la réalité. En général, on se permet des hy-
pothéses simplificatrices, des idéalisations,
etc.

Un probléme qui se pose concerne les li-
mites de validité du modele, c'est-a dire :
comment peut-on étre sidr que toutes
les inférences faites sur le modele corres-
pondent a la réalité?

Un probleme-clé est celui de distinguer les
propriétés pertinentes de celles qui ne le
sont pas et peuvent étre négligées.



Noti | 1]

Ceci est de la plus grande importance
quand il s'agit de modéliser des systemes
complexes ou tous les parameétres ne sont
pas bien connus.

Un exemple informatique est celui de
modele de calcul . fonctions calculables,
machine de Turing, lambda-calcul, algo-
rithmes de Markov, ADN computing, calcul
quantique, etc.



Noti I 1]

2. L'usage en logique mathématique.
Etant donnée une formule logique, en don-
ner un modéle correspond a donner une
interprétation des symboles non logiques
(c’est-a-dire les symboles de constantes,
fonctions, prédicats) qui permettent de
rendre vraie la formule.

A noter que cette notion de modele peut
aussi étre appliquée aux axiomes d'une
théorie empirique : on peut tester des confi-
gurations « réelles » de |'axiomatique de
la théorie.

Cette vue peut étre utile (comme en ma-
thématiques) pour vérifier que les axiomes
de la théorie ne sont pas contradictoires :
un modele au sens logique est une réalisa-
tion possible.



Notion de modeéle

Remarques.

1. La conception d'un modele est a la
base de l'activité scientifique pour toutes
les sciences de la nature. Il s'agit d’essayer
de choisir tous (et seulement) les proprié-
tés, facteurs, parameétres, etc. prétendue-
ment pertinents pour les phénomeénes étu-
diés;

2. Souvent la distinction entre théorie et
modéle n’est pas claire. Généralement on
considére qu’un modeéle est une étape dans
le chemin qui méne a une théorie.



Noti | 1]

Les modeéles peuvent avoir des fonctions
différentes.

Par exemple en biologie, les modeles
peuvent avoir des fonctions normatives
pour organiser les données. Le rble capital
est ici de classifier les inférences valides.

Elle peut étre aussi explicative (en phy-
sique, médecine, etc.) ou encore péda-
gogique (cf. émissions TV de vulgarisa-
tion scientifique), prospective (sciences so-
Ciales, écologie, etc.), heuristique (informa-
tique, sciences de la vie, etc.), descriptive
(simulation), etc.
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erité Isf. on

La notion de sémantique (entendue comme
étude d'un langage c’est-a-dire ses mots et
ses énoncés du point de vue des significa-
tions) est trés difficile a préciser et notre
intuition semble l|'associer a celle de tra-
duction.

Etroitement liée & la notion de significa-
tion, il y a celles de vrai et de faux.

Donner une caractérisation de la notion de
VErité est un vieux probléme de la philoso-
phie et de la logique.
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veérite ef tisfacti

Comme le fait remarquer Tarski (1901-
1983), le mot vérité et ses dérivés sont
utilisés dans le langage courant dans dif-
férents domaines :

— psychologique (par exemple <« Anne
aime t-elle Bernard vraiment? » )

— esthétique (par exemple « Ce roman est-
il vraiment un chef d'ceuvre? »)

— moral (par exemple « Pourquoi ce poli-
ticien ne dit-il pas la vérité? »)

— religieux (par exemple « Ce miracle a-t-il
vraiment eu lieu? ») , etc.
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veérite ef tisfacti

Pour certains, les véhicules du vrai et du
faux ce sont les énoncés, pour d’'autres leur
signification.

Une fois que lI'on s'est mis d'accord sur
ce point il reste a décider comment leur
attribuer une valeur de vérité (ou en quoi
consiste leur valeur de vérité).

Ce sur quoi il y a un large consensus est : ce
qui est vrai ou faux ce sont les propositions.
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veérite ef tisfacti

Mais, en quoi consiste alors la vérité de
ces énoncés ? Ils se qualifient comme vrais
(d'aprés Tarski) en correspondance avec la
réalité.

« La neige est blanche » est vrai si et seule-
ment si la neige est blanche (autrement dit
la Vvérité est la décitation) .

Le prédicat de vérité est un intermédiaire
entre les mots et énoncés et le monde.

Ce qui est vrai est I'énoncé, mais sa Vvérité
consiste en ce que le monde est comme
I’énoncé le dit.
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Vveérite et tisfacti

En analysant des paradoxes, on conclut que
le prédicat de vérité est incohérent sauf a
étre restreint de quelque facon (il existe un
théoreme de Tarski sur l'indéfinabilité de la
VErité) .

En gros, le probléeme est résolu en instau-
rant une hiérarchie (similaire a ce qui a été
fait pour la théorie des ensembles)

vratg qui décite tous les énoncés ne conte-
nant aucun prédicat de vérité; vraiq ensuite
qui décite tous les énoncés ne contenant
aucun prédicat de vérité au-dela de vrazig...
et ainsi de suite en montant.

Nous nous restreignons ici a la notion de
vérité dans les systémes axiomatiques (lo-
gique, mathématique), concernant les for-
mules (sous-entendu bien formées) d’'un
langage formel.

15



erité Isf. lon

Avant de passer a la formalisation une
question se pose naturellement | « Quels
criteres doit satisfaire une définition satis-
faisante de vérité 7 ».

A. Tarski en a donné les trois suivants :

1. métalangage : si L est le langage objet
(langage de travail) la définition de vérité
doit étre donnée dans un métalangage M,
avec L C M. M doit essentiellement pou-
voir dire « plus de choses » que L. Si L per-
met de parler de sa propre s€émantique on
arrive facilement a des paradoxes comme
celui du menteur.

Il y a dans M un prédicat unaire Vrai, dont
la signification voulue est Vrai(prop) : la
proposition prop est vraie;
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veérite ef tisfacti

2. correction formelle : le prédicat Vrai doit
étre de la forme (ou d'une forme prouvée
équivalente a) :

(x) Vrai(z) & V]z]xz & Var(WV|x])

Si I'on utilise une forme équivalente, |I'équi-
valence doit étre prouvée en utilisant les
axiomes de M, mais ne doit pas utiliser le
prédicat Vrai ;
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veérite ef tisfacti

3. adéquation matérielle : les objets satis-
faisant la définition (*) dans (2) doivent
étre exactement ceux qui, intuitivement,
sont des propositions vraies dans L et ceci
doit étre prouvé a partir des axiomes de M.
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Vveérite et tisfacti

Pour éviter les problemes liés a la définition
de vérité, Tarski a introduit la relation de
satisfaction.

La clé qui permet d’'éviter les problemes
est que la définition de satisfaction est in-
ductive (elle est dite compositionnelle) : on
commence par la satisfaction des énoncés
atomiques et on définit la satisfaction des
énoncés de complexité plus élevée en fonc-
tion de la satisfaction de leur composants
(on retrouve ici I'idée de hiérarchie).

La vérité concerne des énoncés clos (c'est-
a-dire sans variable libre).

LL’analogue de vérité pour les énoncés ou-
verts est la satisfaction.
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veérite ef tisfacti

Une assignation d'objets satisfait un
énoncé si celui-ci est vrai pour les valeurs
en question de ses variables libres.

LLa notion de satisfaction ne permet pas de
traduire, par exemple « non (x satisfait z)
» (« x »dénote une variable).

Afin de mieux saisir I'idée derriére |la dé-

finition formelle nous donnons d'abord
quelgques exemples informels.
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veérite ef tisfacti

Exemple 1.

En abusant un peu du terme, on considére
un "systéme formel" S =< L, R, A > avec .

L : langue francaise

R : les regles "usuelles" des mathématiques

21



veérite ef tisfacti

A : soient K et L deux ensembles

(A1) : tout élément de L contient exacte-
ment deux éléments de K

(A>) : aucun élément de K n'est contenu
en plus de deux éléments de L

(A3) : aucun élément de L ne contient tous
le éléments de K

(Ay) : I'intersection de deux éléments (dif-
férents) quelconques de L contient exacte-
ment un élément de K
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erité Isf. lon

Un modéle, interprétation, signification,
etc. possible de ces axiomes (qui montre
aussi que les axiomes ne sont pas contra-
dictoires) est :

K = {A,B,C)
L={{A,B},{B,C},{C,A}}

(on peut le voir aussi comme un triangle
avec sommets (non colinéaires) A, B, C).
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Vveérite et tisfacti

Exemple 2. Dans |'apprentissage de l'al-
gorithmique on s’apercoit que des schémas
de programmes reviennent dans des pro-
blemes différents.

Prenons le schéma suivant, pour lequel
nous donnerons des interprétations dif-
férentes.

programme X ;
début
lire (x); % x est une variable
Yyi < T,
y> < a; % a est une constante
tantque —P(yq)
faire

y2 +— 9(y1,y2) ;

y1 < f(y1);
finfaire

2z +— yo; % z contient le résultat
fin
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1ere interprétation.

D (univers considéré) : N
a:l

f(y1) 1y1 —1

9(y1,92) 1 y1 X y2

P(y1) 1y1 =0

Le programme représente factorielle(x).
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Vveérite et tisfacti

2éme interprétation.
D (univers considéré) : les listes
a . nil

f(y1) : cdr(yy) c'est-a-dire la liste y1 sans
son premier élément

g(y1,yo2) : cons(car(yy1),y>) c'est-a-dire la
liste obtenue en mettant a la place du pre-

mier élément de yo le premier élément de
Y2

P(y1) : null(yq) c'est-a-dire que la liste est
vide

Le programme représente reverse(x).
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3eme interprétation.

D (univers considéré) : N
a0

fy1) 1y1 — 1

9(y1,y2) 1 y1 +v2

P(y1) 1y1 =0

e programme représente la somme des x
premiers naturels.
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Vveérite et tisfacti

Exemple 3.
Soient les fbf suivantes :

a) Ve(=P(z,z) N VyVz((P(xz,y) AN P(y,z)) =
P(x,2))) ANJwP(z,w))

On peut se dire qu’elle exprime, par
exemple : tout naturel n'est pas inférieur
a lui-méme, la relation inférieur est tran-
sitive et il existe toujours un naturel plus
grand qu’un naturel donné.
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Vérita et tisfacti
b) VydxP(x,y)

On peut se dire qu’'elle exprime (par
exemple) : pour tout entier, il en existe un
plus petit.

c) VydzP(x,vy)

On peut se dire qu’elle est fausse si |I'on

considére les naturels et P représente la re-
lation inférieur.

d) Ve—=D(a,x)

On peut se dire qu’'elle exprime (par
exemple) : O ne divise aucun entier.
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Vveérite et tisfacti

e) Ve P(f(x))

On peut se dire qu'elle exprime (par
exemple) : le carré de tout entier est posi-
tif.

f) Vavy(P(z,y) = P(z,y))

On peut se dire : pour n'importe quelle re-

lation que I'on imagine représentée par P,
cette fbf est vraie.

9) FzIy—~(P(z,y) = P(z,y))

On peut se dire : pour n'importe quelle re-
lation que I'on imagine représentée par P,
cette fbf est fausse .
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veérite ef tisfacti

On donne la fbf suivante :
h) VedyP(x,y)
et on demande si elle est vraie ou fausse.

La réponse (correcte) qui semble la plus
naturelle est : ca dépend.

En effet, si I'on interpréete la formule sur N
et P(x,y) représente la relation =z < vy, elle
est vraie. Si P(x,y) représente =z > vy, elle
est fausse.

i) Vedy(P(z,y) ANVw(P(y,w) =y = w))

On peut se dire : si les valeurs des variables
x, y et w sont des instants et P(x,y) dé-
note la relation x < y entre ces instants,
la formule exprime qu'il y aura une fin des
temps.
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