
MTH 2215EDP et Analyse num�eriqueEmmanuel Fr�enod
Premi�ere partie
Une premi�ere approche des �el�ements �nis
sur un exemple tr�es simple
1 �Equation de la chaleur dans une barre
2 R�esolution de �u00 = f sur [0; 1] par �el�ements �nis avec unmaillage r�egulier
L'analyse num�erique des EDP consiste �a traduire les probl�emes de r�esolution d'EDP en probl�emesd'inversion de matrice. L'objectif est d'illustrer ceci sur un exemple simple.Soit le probl�eme suivant :

Trouver u : [0; 1]! R telle que � u00 = f sur [0; 1] et telle que u(0) = u(1) = 0: (2.1)
Exercice 2.1 On place sur [0; 1] un maillage r�egulier de n + 2 n�uds (pi)i=0;:::;n+1 et on appellexi la coordonn�ee du iieme n�ud pi. On suppose que x0 = 0 et xn+1 = 1.1. Donner l'abscisse xi de pi.On d�e�nit les fonctions �i par : �i est continue sur [0; 1] et a�ne sur chaque intervalle ]pi; pi+1[ et�i(pj) = �ij .2. Quelle est �0i (la d�eriv�ee de �i) ?3. Pour quelles valeurs de i, �i v�eri�e-t-elle �i(0) = �i(1) = 0 ?
Exercice 2.2 On cherche ~u une approximation de u sous la forme

~u = nX
i=1 Ui�i (2.2)

1. A-t-on ~u(0) = ~u(1) = 0 ? Combien vaut ~u(xi) ?2. Multiplier �u00 = f par �j pour j = 1; : : : ; n, int�egrer de 0 �a 1 en utilisant une int�egration parparties pour exprimer le membre de gauche.3. Remplacer dans l'�equation obtenue u par ~u.4. Exprimer ~u05. Quel probl�eme (Ui)i=1;:::;n v�eri�e-t-il ?6. Si on pose U = (Ui)i=1;:::;n, donner la matrice A et le vecteur F tels que AU = F .
On vient de voir comment transformer un probl�eme de r�esolution d'EDP en un probl�eme d'alg�ebrelin�eaire. A�n de pouvoir adapter cette d�emarche �a des probl�emes plus complexes (plusieurs variablesd'espace, solution �a plusieurs dimensions, �el�ements �nis de plus haut degr�e) on va refaire ce qu'onvient de faire sur un probl�eme un tout petit peu plus complexe en utilisant une m�ethode plus lourdemais qui s'adaptera.
Exercice 2.3 On souhaite encore r�esoudre le probl�eme (2.1). Pour cela on place un maillage nonr�egulier de n+ 2 n�uds sur [0; 1]. Par d�e�nition on appelle xi la coordonn�ee du iieme n�ud pi. On
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suppose 0 = x0 < x1 < � � � < xi < xi+1 < � � � < xn+1 = 1. On num�erote les segments ]pi�1; pi[ dela mani�ere suivante : le num�ero de ]pi�1; pi[ est i pour i variant de 1 �a n+ 1. Les fonction �i ont lamême d�e�nition que ci-dessus.1. Refaire bri�evement les questions 2. �a 3. de l'exercice 2.1 et l'exercice 2.2.2. �A quels coe�cients Alk de A le segment i apporte-t-il une contribution non nulle ? Exprimercette contribution en fonction de xi�1 et xi.3. �Ecrire un algorithme permettant de construire la matrice A en r�ealisant une boucle sur lessegments.
Exercice 2.4 On souhaite encore r�esoudre le probl�eme (2.1). Pour cela on place un maillage nonr�egulier de n + 2 n�uds (pi) sur [0; 1]. Ici on suppose que le maillage n'est pas structur�e, c'est �adire qu'on ne suppose plus que les n�uds sont rang�es par ordre croissant. On suppose que l'ondispose d'une fonction C : f0; 1 : : : n + 1g ! [0; 1] injective qui est telle que C(i) est l'abscissede pi et qui v�eri�e C(0) = 0 et C(n + 1) = 1. On suppose aussi que l'on dispose d'une fonctionP : f1; 2; : : : ; n + 1g ! f0; 1; : : : ; ng et d'une fonction S : f0; 1; : : : ; ng ! f1; 2 : : : ; n + 1g telle queP (i) est le n�ud pr�ec�edent pi dans le maillage et S(i) le n�ud suivant pi dans le maillage. Onsuppose en�n que l'on a num�erot�e les n + 1 segments, c'est �a dire que l'on dispose d'une fonctionE : f1; 2; : : : ; n + 1g ! f0; 1; : : : ; ng � f1; 2; : : : ; n + 1g qui est telle que E1(i) est le n�ud inf�erieurdu iieme segment et E2(i) le n�ud sup�erieur.1. Montrer que l'on doit avoir S(E1(i)) = E2(i) et P (E2(i)) = E1(i) pour tout i = 1; : : : n+ 1On d�e�nit les fonctions �i par : �i est continue sur [0; 1] et a�ne sur chaque intervalle ]E1(k); E2(k)[(k = 1; : : : n + 1 ) et �i(pj) = �ij . On cherche encore une approximation de u sous la forme (2.2)avec cette nouvelle d�e�nition des �i.2. Refaire bri�evement les questions 1. �a 6. de l'exercice 2.2.3. �A quels coe�cients Alk de A le segment i apporte-t-il une contribution non nulle ? Exprimercette contribution en fonction de E1(i) et E2(i).4. �Ecrire un algorithme permettant de construire la matrice A en r�ealisant une boucle sur lessegments.
3 Estimation de l'erreur lors de la r�esolution de �u00 = f sur

[0; 1] par �el�ements �nis
Dans cette section on e�ectue un calcul d'erreur repr�esentatif des calculs d'erreur associ�es �a l'utili-sation des �el�ement �nis.
Dans cette section on utilise la d�e�nition suivante de l'espace de Sobolev H1([0; 1]).
H1([0; 1]) = nh 2 L2([0; 1]);9g 2 L2([0; 1]) telle que Z 1

0 h'0 dx = �Z 1
0 g' dx

8' 2 C1([0; 1]) telle que '(0) = '(1) = 0o: (3.1)
Dans la d�e�nition ci-dessus on dit que g est la d�eriv�ee au sens des distributions de h. On noteg = h0. L'espace H1([0; 1]) muni de la norme khkH1([0;1]) =qkhk2L2([0;1]) + kh0k2L2([0;1]) est un espace

de Hilbert s�eparable.On d�e�nit �egalement l'espace de Sobolev H10 ([0; 1]) par
H10 ([0; 1]) = nh 2 H1([0; 1]) telle qu'il existe une suite (hn)n2N v�eri�ant :

8n 2 N; hn 2 C1([0; 1]) et hn(0) = hn(1) = 0; telle que limn!1 kh� hnkH1([0;1]) = 0o: (3.2)
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L'espace H10 ([0; 1]) peut être muni de la norme khkH1([0;1]) ou de la norme khkH1
0 ([0;1]) = kh0kL2([0;1]).Ces deux normes sont �equivalentes sur H10 ([0; 1]) et en font un espace de Hilbert s�eparable.

Exercice 3.1 On se place ici dans le contexte des exercices 2.1 et 2.2.1. �Ecrire la formule de Cauchy-Schwarz pour deux fonctions de L2([0; 1]).2. Montrer que pour toute fonction  2 C1([0; 1]) telle que  (0) =  (1) = 0 la solution de (2.1)
v�eri�e : Z 1

0 u0(x) 0(x) dx = Z 1
0 f(x) (x).

REMARQUE : cette formule est vraie pour toute fonction ' continue sur [0; 1] et a�ne sur chaqueintervalle ]pi; pi+1[ et telle que '(0) = '(1) = 0. Expliquer pourquoi3. Montrer que pour toute fonction ' continue sur [0; 1] et a�ne sur chaque intervalle ]pi; pi+1[ et
telle que '(0) = '(1) = 0, ~u v�eri�e : Z 1

0 ~u0(x)'0(x) dx = Z 1
0 f(x)'(x):

On appelle W la fonction continue sur [0; 1] et a�ne sur chaque intervalle ]pi; pi+1[ et telle queW (0) = W (1) = 0, et qui minimise ku � 'kH1
0 ([0;1]) pour ' variant dans l'espace des fonctionscontinues sur [0; 1] et a�nes sur chaque intervalle ]pi; pi+1[ et telles que '(0) = '(1) = 0.

4. En utilisant les questions 2. et 3. avec la fonction ~u�W , montrer que l'on a Z 1
0 ((u�~u)0(x))2 dx =Z 1

0 (u� ~u)0(x)(u�W )0(x) dx
5. En appliquant la question 1. , Montrer que ku� ~ukH1

0 ([0;1]) � ku�WkH1
0 ([0;1]).6. En d�eduire ~u =W .

Pour être complet, il faut montrer que les deux normes khkH1
0 ([0;1]) et khkH1([0;1]) sont bien �equivalentessur H10 ([0; 1]).

Exercice 3.21. Montrer que pour tout h 2 H10 ([0; 1]) on a khkH1
0 ([0;1]) � khkH1([0;1])

2. Montrer que pour tout h 2 H10 ([0; 1]) on a h(x) = Z x
0 h0(�) d� (pp).

3. En utilisant la formule de Cauchy-Schwarz d�eduire de la question 2. que supx2[0;1] jh(x)j �kh0kL2([0;1]).4. D�eduire que khkL2([0;1]) � kh0kL2([0;1]).5. D�eduire �nalement que khkH1([0;1]) � p2khkH1
0 ([0;1]).6. Que peut-on dire des deux normes khkH1([0;1]) et khkH1

0 ([0;1]) sur H10 ([0; 1]) ?
4 Prise en compte de conditions aux limites non nulles
Comment aborder le probl�eme suivant �a l'aide de ce qui a �et�e fait ?

Trouver u : [0; 1]! R telle que � u00 = f sur [0; 1] et telle que u(0) = a; u(1) = b: (4.1)
pour a et b deux r�eels.
Exercice 4.11. Trouver une fonction R deux fois continûment d�erivable sur [0; 1] telle que R(0) = a et R(1) = b.2. On pose w = u�R o�u u est la solution de (4.1). Quelle edp w satisfait-elle ?3. En d�eduire une m�ethode pour calculer une approximation de u.
Nous allons maintenant �etudier une version plus dans l'esprit \�el�ements �nis" du traitement ceprobl�eme.
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Exercice 4.21. On d�e�nit R par R = a�0 + b�n+1. A-t-on R(0) = a et R(0) = b ?2. On pose w = u � R o�u u est la solution de (4.1). Quelle edp w satisfait-elle ? Il y a-t-il unprobl�eme avec R00 ?3. En suivant la d�emarche de l'exercice 2.2, d�eduire une m�ethode pour calculer une approximationde u.
Deuxi�eme partie
Quelques fondements th�eoriques
5 Distributions
6 Utilisation des distributions pour les edp
Exercice 6.1 Dans cet exercice on montre que des fonctions non d�erivables, et même des objetsencore moins r�eguliers que �ca, peuvent être solution d'edp.Soit l'edp suivante : @u@t + @u@x = 0: (6.1)
1. Montrer que pour toute fonction g continûment d�erivable sur R, la fonction u d�e�nie sur R2 paru(t; x) = g(x� t) v�eri�e (6.1) au sens classique.2. Montrer que pour toute fonction g sur R, la fonction u d�e�nie sur R2 par u(t; x) = g(x� t) v�eri�e(6.1) au sens des distributions.3. On d�e�nit la distribution de D0(R2) : �[x=t] par

< �[x=t]; ' >= p2Z +1
�1 '(s; s) ds: (6.2)

Montrer que �[x=t] est solution de (6.1).
On va maintenant �ecrire plusieurs edp usuelles au sens des distributions.
Exercice 6.2 En pratique on a souvent le choix de la formulation \au sens des distributions" del'edp que l'on veut traiter. Cet exercice illustre ce fait.1. On s'int�eresse au probl�eme (2.1). �Ecrire 3 formulations \au sens des distributions" de (2.1) ; unefaisant intervenir u00 une seconde u0 et une troisi�eme u.2. On �etudie la troisi�eme (celle faisant intervenir u). On suppose que u est dans L2([0; 1]), �ecrire laformulation \au sens des distributions" faisant intervenir des int�egrales. Pour quelles fonctions testpeut-on �ecrire cette formulation ?3. On �etudie la deuxi�eme (celle faisant intervenir u0). On suppose que u est dans H10 ([0; 1]) "=fv 2 L2[0; 1] t.q. v0 2 L2[0; 1] et v(0) = v(1) = 0g" , �ecrire la formulation \au sens des distributions"faisant intervenir des int�egrales. Pour quelles fonctions test peut-on �ecrire cette formulation ?
Dans l'exercice 6.1 on a donn�e une d�e�nition entre guillemets de H10 ([0; 1]) sa d�e�nition pr�ecise est(3.2). On peut aussi dire que est H1([0; 1]) = fv 2 L2([0; 1]) t:q: v0 2 L2([0; 1])g, qu'il est muni de la
norme khkH1([0;1]) = khkL2([0;1]) + kh0kL2([0;1]) et que H10 ([0; 1]) = D(]0; 1[)H1([0;1]).
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Exercice 6.3 Soit 
 un ouvert born�e et connexe de R2 de fronti�ere � r�eguli�ere et f 2 L2(
). Onconsid�ere le probl�eme suivant :
��u+ u = f; dans 
; et u = 0 sur �: (6.3)

1. �Ecrire des formulations \au sens des distributions" de (6.3) une faisant intervenir �u et u, l'autreru et u et la troisi�eme u.2. Comment, dans ces formulations, peut-on prendre en compte la condition aux limites ?3. �Ecrire une formulations \au sens des distributions" de (6.3) faisant intervenir des int�egrales etla fonction ru. Bien pr�eciser �a quel espace u est cens�ee appartenir.4. Pour quelles fonctions test peut-on �ecrire cette formulation ?5. En utilisant u comme fonction test dans cette formulation, d�eduire qu'il est coh�erent de chercherla solution u 2 H10 (
).
On a vu la formulation \au sens des distributions" (on dit aussi formulation faible) d'un probl�eme �aune dimension dont la solution est �a valeurs r�eelles (exercice 6.2) et d'un probl�eme �a deux dimensionsdont la solution est �a valeurs r�eelles (exercice 6.3). On va maintenant voir un probl�eme �a deuxdimensions dont la solution est �a valeurs dans R2. Il s'agit du syst�eme de l'�elasticit�e lin�eaire 2D.
Exercice 6.4 Soit 
 en ouvert born�e et connexe de R2 de fronti�ere � r�eguli�ere. On suppose que� = �0 [ �1 (la mesure lin�eique de �0 est strictement positive). 
 repr�esente la con�guration d'unobjet �elastique lorsqu'il n'est soumis �a aucune force. On consid�ere v : 
 ! R2 qui donne pour toutpoint de 
, le d�eplacement qu'il subit (on suppose que ce d�eplacement est petit). On suppose quel'objet est encastr�e sur son cot�e �0. Ceci est traduit par

v = 0 sur �0: (6.4)
On appelle tenseur des d�eformations la matrice suivante

"(v) =
0
B@

@v1@x1
12( @v1@x2 + @v2@x1 )12( @v1@x2 + @v2@x1 )

@v2@x2

1
CA ; (6.5)

puis on d�e�nit, pour deux constantes � et � le tenseur des contraintes :
�(v) = �("11 + "22)Id + 2�": (6.6)

On consid�ere ensuite une fonction f 2 (L2(
))2 mod�elisant les forces agissant sur tout l'objet (parexemple le poids) et une fonction g 2 (L2(�1))2 mod�elisant les forces agissant sur �1 (par exempleune pression)L'edp permettant le calcul de v est la suivante :
� @�11(v)@x1 � @�12(v)@x2 = f1 (6.7)
� @�21(v)@x1 � @�22(v)@x2 = f2: (6.8)

Cette edp est munie des conditions aux limites (6.4) et
�(v)� = g sur �1 (6.9)

o�u � est le vecteur de norme 1, orthogonal �a �1 et pointant vers l'ext�erieur de 
.1. E�ectuer le produit scalaire de (6.7) - (6.8) par une fonction ' = ('1; '2) 2 (D(
))2 et d�eduire
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une formulation au sens des distributions de (6.7).2. On suppose que v est dans H1(
) pour quelles fonctions test peut on �ecrire cette formulationau sens des distributions.On va utiliser la formule de Stokes suivante valable pour des fonctions r�eguli�eres :
� Z
(@�11@x1 + @�12@x2 )'1 + (@�21@x1 + @�22@x2 )'2 dx1dx2

= Z
 �11
@'1@x1 + �12 @'1@x2 + �21 @'2@x1 + �22 @'2@x2 dx1dx2 �

Z
� �� � 'dl (6.10)

3. Sachant que cette formule reste vraie lorsque les fonctions sont dansH1(
), �ecrire une formulationfaible de (6.7) - (6.8) - (6.4) - (6.9)
7 Mise en place des �el�ements �nis sur un probl�eme varia-tionnel abstrait
On pr�esente un cadre g�en�eral abstrait dans lequel entrent de nombreux probl�emes auxquels onapplique la m�ethode des �el�ements �nis.On se donne un espace de Hilbert V (espace vectoriel muni d'un produit scalaire, complet pour lanorme associ�ee �a ce produit scalaire) et on note k k sa norme. On se donne �egalement une une formebilin�eaire sym�etrique a(�; �) telle que

9c � 0; 8u 2 V;8v 2 V; a(u; v) � ckukkvk; (7.1)9� > 0; 8v 2 V; a(v; v) � �kvk2; (7.2)
et une forme lin�eaire L(�) v�eri�ant

9c0; 8v 2 V;L(v) � c0kvk: (7.3)
On consid�ere le probl�eme :

Trouver u 2 V telle que 8v 2 V; a(u; v) = L(v): (7.4)
Exercice 7.1 Pour chaque formulation faible �etablie dans les exercices 6.2, 6.3 et 6.4 dire si elleentre dans le cadre d�ecrit ici. Si c'est le cas donner explicitement V , a(�; �) et L(�).
Exercice 7.2 Soit n fonctions lin�eairement ind�ependantes de V : �1; �2; : : : ; �n. On cherche ~u uneapproximation de u sous la forme

~u = nX
i=1 Ui�i: (7.5)

1. Dans (7.4) remplacer v par �i pour i = 1; : : : ; n.2. Dans l'�equation obtenue remplacer u par ~u.3. D�eduire le syst�eme satisfait par U = (Ui)i=1;:::;n.4. En proc�edant d'une fa�con analogue �a l'exercice 3.1, montrer que a(u�~u; u�~u) = a(u�~u; u�P (u))o�u P (~u) est la projection de u sur l'espace vectoriel engendr�e par les (�i)i=1;:::;n.5. D�eduire que ku� ~uk � c�ku� P (~u)k.
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Troisi�eme partie
Mise en place des �el�ements �nis pour
quelques exemples
8 R�esolution de l'�equation de la chaleur avec un maillager�egulier
Soit 
 =]0; 1[2 de fronti�ere � et f 2 L2(
). On consid�ere le probl�eme suivant :

��u+ u = f; dans 
; et u = 0 sur �: (8.1)
Exercice 8.1 Rappeler la \bonne" formulation faible de (8.1)
Exercice 8.2 On construit sur 
 =]0; 1[2 un maillage r�egulier de la mani�ere suivante. On place nlignes de n n�uds. La premi�ere ligne de n�uds est situ�ee sur l'axe des x, avec le premier n�ud en(0; 0) et le dernier en (1; 0). La derni�ere ligne de n�uds est situ�ee sur le segment sup�erieur de 
, avecle premier n�ud en (0; 1) et le dernier en (1; 1). On num�erote les n�uds de la mani�ere suivante : len�ud num�ero 1 est situ�e en (0; 0) le num�ero 2 est celui situ�e imm�ediatement �a la droite du num�ero1. Le n�ud num�ero n est en (1; 0) et le n�ud num�ero n+1 est celui situ�e imm�ediatement au dessusde (0; 0) etc.2. Repr�esenter les n�uds sur un sch�ema.3. Combien y-a-t'il de n�uds ? Donner les coordonn�ees du n�ud num�ero j.On consid�ere le maillage en triangles suivant : le triangle num�ero j (pour j = 1; : : : n2�1) est constitu�edu n�ud num�ero j du n�ud imm�ediatement �a sa droite (si il existe) et du n�ud imm�ediatementau dessus (si il existe). le triangle num�ero j + n2 (pour j = 2; : : : n2) est constitu�e du n�ud num�eroj du n�ud imm�ediatement �a sa gauche (si il existe) et du n�ud imm�ediatement en dessous (si ilexiste).4. Repr�esenter le maillage sur un sch�ema.5. Rep�erer les triangles num�ero 1, 4, n�1, n+1, n+2+n2, 2n+4. Les triangles 1+n2, (n�1)n+1existent-ils ?On d�e�nit les fonctions �i par : �i est continue sur 
, a�ne sur chaque triangle du maillage et�i(pj) = �ij o�u pj d�esigne le n�ud num�ero j.6. Repr�esenter le support de fonctions �i, pour plusieurs i correspondant �a des n�uds situ�es dansle domaine, sur la fronti�ere, et dans les coins.
Exercice 8.3 On cherche ~u une approximation de u sous la forme

~u =Xi2I Ui�i; (8.2)
o�u I est un ensemble tel que ~u = 0 sur �.1. D�eterminer un I convenable.2. Dans la formulation faible de (8.1) �etablie dans l'exercice 8.1, remplacer u par ~u et ' par �jpour j 2 I.3. On pose U = (Ui)i2I , quel probl�eme U v�eri�e-t-il ?4. Assembler la matrice A et le vecteur F tels que AU = F .
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Exercice 8.4 Cet exercice consiste �a assembler la matrice A de la question 4 de l'exercice 8.3 enfaisant une boucle sur les triangles.1. Quels sont les n�uds qui forment le triangle num�ero i ? Rappeler les coordon�ees de ces n�uds.2. �A quels coe�cients Alk de A le triangle num�ero i apporte-t-il une contribution non nulle. Calculerces contributions en fonction des coordon�ees des n�uds du triangle.3. �Ecrire un algorithme permettant de construire la matrice A en r�ealisant une boucle sur lestriangles.
9 R�esolution de l'�equation de la chaleur avec un maillage nonstructur�e
Soit 
 un ouvert born�e connexe de fronti�ere � r�eguli�ere et f 2 L2(
). On consid�ere le probl�emesuivant : ��u = f; dans 
; et u = 0 sur �: (9.1)
Exercice 9.1 On souhaite r�esoudre le probl�eme (9.2). Pour cela on place sur 
 un maillagenon r�egulier constitu�e de m n�uds, num�erot�es de 1 �a m et de t triangles, num�erot�es de 1 �at. Plus pr�ecis�ement, on suppose que l'on dispose d'une fonction C : f1 : : :mg ! 
 telle queC(i) = (C1(i); C2(i)) sont les coordonn�ees du n�ud num�ero i. On dispose �egalement d'une fonctionI : f1 : : :mg ! f0; 1g telle que I(i) = 1 si le n�ud num�ero i est �a l'int�erieur de 
 et I(i) = 0 si le n�udnum�ero i est sur �. (On suppose ici qu'il existe un indice n tel que I(i) = 1 pour i � n et I(i) = 0pour i � n+ 1.) En�n on dispose d'une fonction Ef1 : : : tg ! N3 telle E(k) = (E1(k); E2(k); E3(k))soient les trois n�uds composant le triangle k.
On d�e�nit les fonctions �i pour i = 1; : : :m par : �i est continue sur 
, a�ne sur chaque triangledu maillage et �i(C(j)) = �ij . On cherche ~u une approximation de u sous la forme

~u = nX
i=1 Ui�i; (9.2)

1. �Ecrire la \bonne" formulation faible de (9.1).2. Remplacer dans cette formulation faible u par ~u et ' par �j pour j = 1; : : : n.3. On pose U = (Ui)i=1;:::n, U est solution de AU = F . Rappeler la d�e�nition de Aij .4. �A quels coe�cients Aij de A le triangle num�ero k apporte-t-il une contribution non nulle ?5. Calculer ces contributions.6. �Ecrire l'algorithme permettant d'assembler la matrice A en faisant une boucle sur les triangles.
10 Notion d'�el�ements �nis de Lagrange
On a vu, dans les exercices pr�ec�edents, que r�esoudre une edp ayant une formulation faible de laforme (7.4) revient �a r�esoudre un syst�eme lin�eaire AU = F . On a vu que l"assemblage de la matriceA se ramenait �a faire une boucle sur les triangles et, pour chaque triangle, �a calculer une int�egrale.Pour g�en�eraliser cette proc�edure �a des �el�ements �nis qui ne sont pas forc�ement des triangles avectrois degr�es de libert�e, on introduit la notion d'�el�ements �nis de Lagrange.Un �el�ement �ni de Lagrange (K;�; P ) est d�e�ni par la donn�ee de{ Une partie compacte K de Rn{ Un ensemble �ni � = fa1; : : : ; aNg{ Un espace vectoriel P , de dimension �nie, de fonctions de K ! R.P est suppos�e être unisolvant, c'est �a dire, tel que : 8(�1; : : : ; �N ) 2 RN ; 9!p 2 P; p(aj) = �j ; 8j =1 : : : ; N .
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Exercice 10.11. Montrer qu'il existe une unique fonction pi 2 P telle que pi(aj) = �ij .2. Plus g�en�eralement, montrer que pour toute fonction v : K ! R il existe une unique fonction�P v 2 P telle que �P v(aj) = v(aj).3. Donner l'expression de �P v en fonction des pi et des v(ai).4. Si a(:; :) est une forme bilin�eaire sym�etrique donner l'expression de a(�P v; pi) pour i = 1 : : : ; N
Exercice 10.2 Soient 
 � Rn et a(:; :) une forme bilin�eaire sym�etrique sur un espace vectorielnorm�e V de fonctions 
! R, v�eri�ant (7.1) et (7.2) et L(:) une forme lin�eaire sur V v�eri�ant (7.3).On cherche une solution approch�ee au probl�eme (7.4).Pour cela on suppose qu'il existe une famille l'�el�ements �nis (Kl;�l; Pl)l=1;:::;M telle que 
 =[l=1;:::;MKl et Int(Kl) \ Int(Kk) = ; si l 6= k. On d�e�nit alors S = [l=1;:::;M�l et on num�erote les�el�ements de S de 1 �a Q, i.e. S = fs1; : : : ; sQg. On consid�ere les fonctions (�i)i=1;:::;Q d�e�nies par�ij�l

2 Pl pour tout l = l = 1; : : : ;M et �i(sj) = �ij .1. Dans (7.4) remplacer v par �i pour i = 1; : : : ; Q.
2. Dans l'�equation obtenue remplacer u par ~u = QX

i=1 Ui�i.3. D�eduire le syst�eme satisfait AU = F par U = (Ui)i=1;:::;Q.4. �A quels �el�ements Aij l'�el�ements Kl apporte-t-il une contribution non nulle.5. �Ecrire l'algorithme permettant d'assembler la matrice A en faisant une boucle sur les �el�ements.
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