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Motivations

Objectif du programme de recherche : Simuler la dynamique des
bancs de sable à proximité des côtes dans les zones soumises à la
marée

Problématique : À chaque marée une masse importante de sédiment
va et vient avec un e�et résultant faible

Objectif de cette étude : Modèle duquel il sera facile de supprimer la
présence explicite de l'oscillation de marée

Dit autrement : Modèle traitable avec des méthodes d'analyse
asymptotique ou d'homogénéisation
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Méthodologie

Modèle du phénomène valable à toutes les échelles

Tailles caractéristiques des phénomènes ciblés

Rapports de ces tailles (→ ε)

Modèle adimensionné paramétré par ε
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Équation modélisant le transport de sable

Eq. :

∂z

∂t
+

1
1− p

∇ · q = 0.

où :

Temps : t ∈ [0,T ), pour T > 0.
Position x = (x1, x2) ∈ Ω, (Ω ⊂ R2).

Altitude z = z(t, x) du fond sableux.
Porosité p du sable.

et avec :

Flux de volume de sable q = q(x , t) :

q = qf − |qf |λ∇z .

où :
1

λ
: Pente max. du fond sans courant.

qf = qf (x , t) : Flux de volume de sable induit par le courant sur fond plat.
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Flux de volume de sable induit par le courant sur fond plat

Expression de qf (x , t) :

qf = αχ(DG (|τb| − τc))
τb
|τb|

.

où :

τb = ρ
|u|2

C 2

u

|u|
.

Avec : u = u(x , t) vitesse de l'eau.

et où :

ρ : Densité de l'eau.
C = ln( 12d

3DG
).

d : Hauteur d'eau.
DG : Diamètre des grains de sable

τc = ρ
u2c
C 2

.

χ(σ) = 0 si σ < 0,

= |σ3/2| si σ ≥ 0.
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Modèle de référence

∂z

∂t
+

α

1− p
∇ ·
[
χ

(
DG ρ

|u|2 − uc
2

C 2

)(
u

|u|
− λ∇z

)]
= 0.
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Scaling
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variables et champs adimensionnés

grandeurs caractéristiques :

Temps caractéristique : t̄.

Longueur caractéristique : L̄.

Hauteur caractéristique des
dunes : z̄ .

Vitesse caractéristique de l'eau : ū.

Hauteur moyenne de l'eau : H .

Variation caractéristique de hauteur
d'eau due à la marée : M̄ .

Variables et champs adimensionnés :

t = t̄t ′.

x = L̄x ′.

z ′(t ′, x ′) =
1
z̄
z(t̄t ′, L̄x ′).

u
′(t ′, x ′) =

1
ū
u(t̄t ′, L̄x ′).

m
′(t ′, x ′) =

1

M̄
(d(t̄t ′, L̄x ′)− H).
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On injecte dans l'équation de référence :

∂z

∂t
+

α

1− p
∇ ·
[
χ

(
DG ρ

|u|2 − uc
2

C 2

)(
u

|u|
− λ∇z

)]
= 0.

On calcule :

C = ln(
12d
3DG

) = ln

(
4H
DG

)
+ ln

(
1 +

M̄

H
m
′
)
' ln

(
4H
DG

)
+

M̄

H
m
′.

Donc :
1
C 3
' 1(

ln

(
4H
DG

))3

1− 3
M̄

H ln

(
4H
DG

)m′
 .

∇z(t̄t ′, L̄x ′) =
1

z̄ L̄
∇′z ′(t ′, x ′).
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Equation adimensionnée

∂z ′

∂t′
−

λ

1− p
α
t̄ ū3(ρDG )3/2(
ln( 4H

DG
)
)
3

L̄2
∇′ ·

((
1− 3

M̄

H ln( 4H

DG
)
m

′

)
χ

(
|u′|2 − uc

2

ū2

)
∇′
z
′

)
=

1

1− p
α

t̄ ū3(ρDG )3/2(
ln( 4H

DG
)
)
3

L̄z̄

∇′ ·

((
1− 3

M̄

H ln( 4H

DG
)
m

′

)
χ

(
|u′|2 − uc

2

ū2

)
u
′

|u′|

)
.
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Régime

λ

1− p
= 1 ,

1
1− p

= 2.

DG ∼ 0.1mm = 10−4m.

ū = 1m/s, H = 50m, M̄ = 5m,
u2c
ū2

= 0.

z̄ = 1m , L̄ = 10m.

t̄ = 100 jours ∼ 2400 heures ∼ 8.6 106 s.

À comparer à la période de marée principale :
1
ω̄
∼ 13 hours ∼ 4.7 104 s.

Petit paramètre :

t̄ω̄ ∼ 1
200

= ε.
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Expression des coe�cients en fonction de ε

λ

1− p
α
t̄ ū3(ρDG )3/2(
ln( 4H

DG
)
)3

L̄2
∼ 90 ∼ 1

2ε
,

λ

1− p
α
t̄ ū3(ρDG )3/2(
ln( 4H

DG
)
)3

L̄z̄

∼ 1800 ∼ 10
ε
,

3M̄

H ln( 4H

DG
)
∼ 2.10−2 ∼ 4ε.
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Modèle paramétré par ε

Équation :

∂z

∂t
− 1

2ε
∇ · ((1− 4εm)|u|3∇z) =

10
ε
∇ · ((1− 4εm)|u|2u).

Hypothèse sur m et u :

u(x , t) = U(t,
t

ε
, x), m(x , t) =M(t,

t

ε
, x).

θ 7−→ (U(t, θ, x),M(t, θ, x)) périodique de periode 1.
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Équation :

∂zε

∂t
− a

ε
∇ ·
(
(1− bεm)ga(|u|)∇zε

)
=

c

ε
∇ ·
(

(1− bεm)gc(|u|) u
|u|

)
,

où :

zε = zε(x , t), t ∈ [0,T ), x = (x1, x2) ∈ T2.

et :

u(t, x) = U(t,
t

ε
, x) m(t, x) =M(t,

t

ε
, x),

θ 7−→ (U(t, θ, x),M(t, θ, x)) périodique de periode 1.

Condition initiale :

zε|t=0
= z0, z0 ∈ L2(T2).

Emmanuel Frénod Modélisation de la morpho-dynamique des dunes dans l'océan côtier



Construction d'un modèle de référence
scaling

Cadre mathématique

Hypothèses

ga ≥ gc ≥ 0, gc(0) = g ′
c(0) = 0,

∃d ≥ 0, sup
u∈R+ |ga(u)|+ sup

u∈R+ |g ′
a(u)| ≤ d ,

sup
u∈R+ |gc(u)|+ sup

u∈R+ |g ′
c(u)| ≤ d ,

∃Uthr ≥ 0, ∃Gthr > 0, telles que u ≥ Uthr =⇒ ga(u) ≥ Gthr .

U = U(t, θ, x) etM =M(t, θ, x) sont régulières sur R× R× T2,
θ 7−→ (U ,M) est périodique de période 1,

|U|, |∂U
∂t
|, |∂U

∂θ
|, |∇U|, |M|, |∂M

∂t
|, |∂M

∂θ
|, |∇M| sont bornées par d ,

∀(t, θ, x) ∈ R+ × R× T2, |U(t, θ, x)| ≤ Uthr =⇒
∂U
∂t

= 0,
∂M
∂t

= 0, ∇M(t, θ, x) = 0 and ∇U(t, θ, x) = 0,

∃θα < θω ∈ [0, 1] tels que ∀ θ ∈ [θα, θω] =⇒ |U(t, θ, x)| ≥ Uthr .

Emmanuel Frénod Modélisation de la morpho-dynamique des dunes dans l'océan côtier



Construction d'un modèle de référence
scaling

Cadre mathématique

Autre écriture : l'équation

Ãε(t, θ, x) = a(1− bεM(t, θ, x)) ga(|U(t, θ, x)|),
Aε(t, x) = Ãε(t, tε , x).

C̃ε(t, θ, x) = c(1− bεM(t, θ, x)) gc(|U(t, θ, x)|) U(t, θ, x)

|U(t, θ, x)|
,

Cε(t, x) = C̃ε(t, tε , x).

L'équation + C.I. deviennent :

∂zε

∂t
− 1
ε
∇ · (Aε∇zε) =

1
ε
∇ · Cε.

zε|t=0
= z0 (∈ L2(T2)).

Emmanuel Frénod Modélisation de la morpho-dynamique des dunes dans l'océan côtier



Construction d'un modèle de référence
scaling

Cadre mathématique

Autre écriture : les hypothèses

Ãε ≥ 0, θ 7−→ (Ãε, C̃ε) périodique de periode 1.

|Ãε| ≤ γ, |C̃ε| ≤ γ,

∣∣∣∣∣∂Ãε∂t

∣∣∣∣∣ ≤ γ,
∣∣∣∣∣∂C̃ε∂t

∣∣∣∣∣ ≤ γ,
∣∣∣∣∣∂∇Ãε∂t

∣∣∣∣∣ ≤ γ.∣∣∣∣∣∂Ãε∂θ

∣∣∣∣∣ ≤ γ,
∣∣∣∣∣∂C̃ε∂θ

∣∣∣∣∣ ≤ γ, |∇Ãε| ≤ γ, |∇ · C̃ε| ≤ γ.
∃G̃thr , θα < θω ∈ [0, 1] tels que ∀ θ ∈ [θα, θω] =⇒ Ãε(t, θ, x) ≥ G̃thr .

Ãε(t, θ, x) ≤ G̃thr =⇒


∂Ãε
∂t

(t, θ, x) = 0, ∇Ãε(t, θ, x) = 0,

∂C̃ε
∂t

(t, θ, x) = 0, ∇ · C̃ε(t, θ, x) = 0.

|C̃ε| ≤ γ|Ãε|, |C̃ε|2 ≤ γ|Ãε|, |∇Ãε| ≤ γ|Ãε|,
∣∣∣∂Ãε
∂t

∣∣∣ ≤ γ|Ãε|.∣∣∣∂(∇Ãε)
∂t

∣∣∣2 ≤ γ|Ãε|, ∣∣∣∇ · C̃ε∣∣∣ ≤ γ|Ãε|, ∣∣∣∂C̃ε
∂t

∣∣∣ ≤ γ|Ãε|, ∣∣∣∂C̃ε
∂t

∣∣∣2 ≤ γ2|Ãε|.
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