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Existence sur un intervalle indépendant de ε de zε

Comportement de zε quand ε → 0

Motivations

Résultat lié au modèle de transport de sable dans l'océan côtier sur
une période de quelques semaines

Résultat utile pour le programme de recherche "Simuler la
dynamique des bancs de sable à proximité des côtes dans les zones
soumises à la marée"
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Équation étudiée

Ãε(t, θ, x) = a(1− bεM(t, θ, x)) ga(|U(t, θ, x)|),
Aε(t, x) = Ãε(t, tε , x).

C̃ε(t, θ, x) = c(1− bεM(t, θ, x)) gc(|U(t, θ, x)|)
U(t, θ, x)
|U(t, θ, x)|

,

Cε(t, x) = C̃ε(t, tε , x).

Objectif :

Existence sur un intervalle indépendant de ε de zε, solution de :

∂zε

∂t
− 1

ε
∇ · (Aε∇zε) =

1

ε
∇ · Cε.

zε|t=0
= z0 (∈ L2(T2)).

Et comportement quand ε→ 0.
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Hypothèses

Ãε ≥ 0, θ 7−→ (Ãε, C̃ε) périodique de periode 1.

|Ãε| ≤ γ, |C̃ε| ≤ γ,

∣∣∣∣∣∂Ãε∂t

∣∣∣∣∣ ≤ γ,
∣∣∣∣∣∂C̃ε∂t

∣∣∣∣∣ ≤ γ,
∣∣∣∣∣∂∇Ãε∂t

∣∣∣∣∣ ≤ γ.∣∣∣∣∣∂Ãε∂θ

∣∣∣∣∣ ≤ γ,
∣∣∣∣∣∂C̃ε∂θ

∣∣∣∣∣ ≤ γ, |∇Ãε| ≤ γ, |∇ · C̃ε| ≤ γ.
∃G̃thr , θα < θω ∈ [0, 1] tels que ∀ θ ∈ [θα, θω] =⇒ Ãε(t, θ, x) ≥ G̃thr .

Ãε(t, θ, x) ≤ G̃thr =⇒


∂Ãε
∂t

(t, θ, x) = 0, ∇Ãε(t, θ, x) = 0,

∂C̃ε
∂t

(t, θ, x) = 0, ∇ · C̃ε(t, θ, x) = 0.

|C̃ε| ≤ γ|Ãε|, |C̃ε|2 ≤ γ|Ãε|, |∇Ãε| ≤ γ|Ãε|,
∣∣∣∂Ãε
∂t

∣∣∣ ≤ γ|Ãε|.∣∣∣∂(∇Ãε)
∂t

∣∣∣2 ≤ γ|Ãε|, ∣∣∣∇ · C̃ε∣∣∣ ≤ γ|Ãε|, ∣∣∣∂C̃ε
∂t

∣∣∣ ≤ γ|Ãε|, ∣∣∣∂C̃ε
∂t

∣∣∣2 ≤ γ2|Ãε|.
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Existence sur un intervalle indépendant de ε
de z

ε
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Une remarque

L'existence de zε sur un intervalle dépendant de ε, solution de :

∂zε

∂t
− 1

ε
∇ · (Aε∇zε) =

1

ε
∇ · Cε.

zε|t=0
= z0 (∈ L2(T2)).

est simple à obtenir :

∂zε,ν

∂t
− 1

ε
∇ · ((Aε + ν)∇zε,ν) =

1

ε
∇ · Cε.

Puis ν → 0
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Point de départ : solution périodique

Théorème

Sous les hypothèses, il y a existence et unicité de S = S(t, θ, x)
∈ L∞# (R, L2(T2)), périodique de periode 1 en θ, solution de

∂S
∂θ
−∇ · (Ãε(t, ·, ·)∇S) = ∇ · C̃ε(t, ·, ·).∫

T2
S(t, θ, x)dx = 0.

Elle satisfait : ‖S‖L∞
# (R,L2(T2)) ≤

γ√
G̃thr

+ 2γ.

‖∂S
∂t
‖2
L∞
# (R,L2(T2)) ≤

γ + γ3√
G̃thr

+ 2γ.
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La fonction Zε

Comme

Zε = Zε(t, x) = S(t, t
ε
, x),

véri�e :
∂Zε

∂t
=

∂S
∂t

(t,
t

ε
, x) +

1

ε

∂S
∂θ

(t,
t

ε
, x),

elle est solution de :

∂Zε

∂t
− 1

ε
∇ · (Ãε∇Zε) =

1

ε
∇ · Cε + ∂S

∂t
(t,

t

ε
, x).

Donc : {
∂(zε −Zε)

∂t
− 1

ε
∇ · (Ãε∇(zε −Zε)) =

∂S
∂t

(t,
t

ε
, x).

(zε −Zε)|t=0 = z0 − S(0, 0, ·).
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∃Zε ⇒ ∃z ε

∫
T2

(
z
ε −Zε

)[
∂(zε −Zε)

∂t
− 1

ε
∇ · (Ãε∇(zε −Zε)) =

∂S
∂t

(t,
t

ε
, x)

]
dx −→

d
(
‖zε −Zε‖2

2

)
dt

≤ 2

√√√√γ + γ3√
G̃thr

+ 2γ ‖zε −Zε‖2.

Lemme de Gronwall −→

zε −Zε existe sur tout intervalle [0,T ].

Comme Zε = Zε(t, x) = S(t, tε , x) existe sur tout intervalle [0,T ],

zε existe sur tout intervalle [0,T ], et ‖zε‖L∞([0,T ],L2(T2)) ≤ γ̃.
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Comportement de z
ε quand ε→ 0
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Existence de la limite 2 échelles de z ε

‖zε‖L∞([0,T ],L2(T2)) bornée ⇒

zε converge à 2 échelles vers un pro�le U ∈ L∞([0,T ], L∞# (R, L2(T2))).

(à sous-suite extraite près)
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Formulation faible avec des fonctions test oscillantes

Pour ψ(t, θ, x), régulière, à support compact dans [0,T )× T2,
périodique de période 1 en θ :

ψε(t, x) = ψ(t,
t

ε
, x), (on a :

∂ψε

∂t
(t, x) =

∂ψ

∂t
(t,

t

ε
, x) +

1

ε

∂ψ

∂θ
(t,

t

ε
, x)).

∫
T2

∫
T

0

(
ψ

ε

)[
∂zε

∂t
−

1

ε
∇ · (Aε∇z

ε) =
1

ε
∇ · Cε

]
dxdt −→

∫
T2

∫ T

0

zε
((

∂ψ

∂t

)ε
+

1

ε

(
∂ψ

∂θ

)ε
+

1

ε
∇ · (Aε∇ψε)

)
dxdt

+
1

ε

∫
T2

∫ T

0

∇ · Cεψεdtdx = −
∫
T2

z0(x)ψ(0, 0, x) dx .
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Equation pour U

ε×
(∫

T2

∫
T

0

z
ε

((
∂ψ

∂t

)ε

+
1

ε

(
∂ψ

∂θ

)ε

+
1

ε
∇ · (Aε∇ψε)

)
dxdt

+
1

ε

∫
T2

∫
T

0

∇ · Cεψε
dtdx = −

∫
T2

z0(x)ψ(0, 0, x) dx

)
; ε→ 0

Donne (Ã et C̃ limites 2 échelles de Aε et Cε)∫
T2

∫ T

0

∫
1

0

U

(
∂ψ

∂θ
+∇ · (Ã∇ψ)

)
+∇ · C̃ ψ dxdtdθ = 0.

C'est une formulation faible de :

∂U

∂θ
−∇ · (Ã∇U) = ∇ · C̃.
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Remarque

Ã(t, θ, x) = a ga(|U(t, θ, x)|) , C̃(t, θ, x) = c gc(|U(t, θ, x)|)
U(t, θ, x)
|U(t, θ, x)|

.
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