Solution périodique d'une edp parabolique

dégénérée
Existence et unicité de la solution périodique en temps et en espace
d’'une edp parabolique dégénérée

Emmanuel Frénod

Lab-STICC, Université de Bretagne-Sud, Vannes, France

Travail en collaboration avec Ibrahima Faye et Diaraf Seck

Exposé dans le cadre d’une invitation du Département de Mathématiques
Université Cheikh Anta Diop de Dakar

Février 2010

Emmanuel Frénod Solution périodique d’une edp parabolique dégénérée



Motivations

@ Résultat utile pour pour établir I'existence d’une solution d'une edp
parabolique dégénérée et singuliérement perturbée

@ Résultat utile pour le programme de recherche "Simuler la
dynamique des bancs de sable 3 proximité des cotes dans les zones

soumises a la marée"
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Objectifs

- Etudier I'existence et I'unicité de la solution périodique de :

O V- (At )V8) =V e, ).

t est un paramétre.

- Etablir des estimations fortes sur la dépendance de S par rapport a t.
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Hypothéses

A >0,0— (/L,@;) périodique de periode 1.
x — (A, C.) définie sur T?

- . A, aC. OV A,
< < — < €
|Ael <7, €| <, 0 | <7 B | S | S
A, oC. - _
< < < . < .
20 | <7 |5 | =7 VA <, [V-Ce| <
IGietr, 0o < 0, € [0,1] tels que ¥ 0 € [0, 0] = Ac(t,0,%) > Gonr.
N _ 8’46(15,9,)() =0, VAL(t,0,x) =0,
A(t,0,%) < Gepr — ;Zf
Z=<(t,0,x) =0, V-Cc(t,0,x) = 0.
ot
A ~
ICel < VA, 1C? < AIA, VA | < le B ’*] < v\AeI-
VA, ~
2B <1, |v C<AI
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© Théoréme et équations régularisées
© Existence et unicité pour les équations régularisées

© Existence et unicité de S
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Théoréme et équations régularisées

Théoréme et équations régularisées )
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Théoréme et équations régularisées
c es équ r e

Théoréme

Théoréme

Sous les hypothéses, il y a existence et unicité de S = S(t, 6, x)
€ LF (R, L3(T?)), périodique de periode 1 en 0, solution de

8£ -V (Ave(tv ) )VS) =V. a(t? ) )
00
/ S(t,0,x)dx = 0.
’1'[‘2
Elle satisfait : ||S||L;;°(R,L2(T2)) < % + 2.
\/ Gthr
oS v+~3

) < + 2v. (paramétre t.)

57 125 g o

1
(i = so [ e [y = [ [ o)

6cfo,1] /12
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Théoréme et équations régularisées

Equations régularisées

t est un paramétre

86‘2 -V ((Jze(t, *y ) + V)VSV) =V- 56(1:’ K )
oS!, ~ ;
uS;+ =2 =V - (At ) +V)VS) = V-Celt, ).

00

oEY ~ -
{ uet+ B (At ) + ) VE) = V- Cult, ),

v —
Hlo=0 3
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Existence et unicité pour les équations régularisées

Existence et unicité pour les équations
régularisées
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héor uatior :
Existence et unicité pour les équations régularisées
stence et té de

construction de S/

og
90

V'(("Zé(t7'7')+l/)V£Z):V'ge(tff)v " =¢.

3 1|6=0

O: L2(T%) — L%(T?), &—£&4(1,),

31 5,5 solutions associées aux C.I. € et £ (€ L2(T2)), —»
I (A _ -
& — &) + % -V (A +v)v(g - &) =o.
x (&4 — E;) et [, dx —
10l -8R )
& - &nlls + 2W + /Tz(Ae + 1/)|V(§Z — €)[2dx = 0.
Comme A, +v >0, [|€(1,-) — &(1, Z < ek — €3

Donc [J contraction stricte. Donc 3! point fixe a [J. Donne S;. J
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héor L r
Existence et unicité pour les équations régularisées
tence et té de

Propriétés de S/

oSy,
20

Théoréme

pS; + S =V ((Ac(t, ) + V)VS)) = V- Ce(t, -, ).

sup / S (0,x)dx| = 0.
R |J12
oSy, -
>3-
89 ]R><'JI‘2)

||VSZHL;;°(R,L2(T2)) < 3.

HSZ||L°°(R,L2(T2)) <73

< 3. (paramétre t.)

H@S”
L (R,L2(T?))

~3 dépend seulement de v et v (et pas de p).
e ————



Existence et unicité pour les équations régularisées

Demonstration de supgeg UTQ S(0, x dx’ =10

v

Az |:NSZ + 88” - V. ((-/Ze(h %9 2)) 4 V)VS:)) =V ~55(t, 5 ):| dx —

o),

v _ v(in —u(6—0 0
TzSH(G,x)dxf TzSu(H,x)dxe wo=9) " vp 4.

Ceci + la périodicité en ¢ de S, —

S, (0,x)dx =0 V0.
’]I‘Z
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héor L r
Existence et unicité pour les équations régularisées
tence et té de

Demonstration de HVSZHL;E(R’LQ(TQ)) <m-1

v

v v 65# ~ v ~
/Tz (su) WS+ T (At ) F)VSE) = Vel ) | dx —

1d(1S5(0.)13)

v 112

+/ (Ae + v)|VS5(8, ) dx
T2

= — | C.VSY(0,-)dx.

T2

fol do — .
/L”SZ”%i(RxTz) +/0 /Tz(A€ + 1/)|VS;L’|2 dxdf

1
_ _/0 | Y8106, de <1V llu3 sy

At v > v = VIV ra) < IVSElg ety = [VSE iz mer) <

R

)
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héor L o I
Existence et unicité pour les équations régularisées
stence et té de

Demonstration de ||[VS)/| 12e(r,12(12)) < 73 - 2

v

s SY 95, A S“)) =V -C. d
/T2<7A“) nS + g =V (At ) +0)VS))) = V- Ce(t, ) | dx —

d (IVs;3)

e V|2 _
do * /qyz(A6 +V)|AS)|"dx =

VI3 + >

VA VSIASYdx — | V-C.ASdx.
T2 T2

Formule : YU et V : [UV] < Agt2y? 4 T Vi avec U=AS etV = VA VS, —

A A 12
A5+V|AS;;|2dX+/ |YA€| |VSZ|2dX
2 4 ™ A + Vv

VA, - VS, AS!dx| <

T2

—
1d(|VSY
A (”d I2) /A Y AsPax < /|VS”| dxt1).

- /dots
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Existence et unicité pour les équations régularisées

Demonstration de ||[VS)/|12e(r,c2(12)) < 73 - 3

V82 lli3 @2y < g = W € [0,1] tel que [ VSZ(bo, )2 < 2

Pour 6y et 01 € [0,1],
|:/L||VSVH2 1d(\VS Hz) +f11‘ Ae+V|ASV|2d < 2 sz |VSV|2dX+1)] do

2 2 6
v 17 ’y ! v
1950 3 = 1955060, 3 < 2 [ ([ 95z +1) oo

< 2 (198 Baqarny +1)

Ceci + périodicite — [[VS,/(61,")]l2 < 73 Vb1, i.e.

VSl 2(r2) < 7.
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Existence et unicité pour les équations régularisées

construction de S”

Estimations indépendantes de p. Donc en faisant u — 0,

Théoréme

J1S¥ € L2(R x T?), périodique de période 1 en 6 solution de

oS” i o
o0 -V ((Ae(t7 *y ) + V)VSV) =V- Ce(t’ ) )
SUP‘ SU(07X)dX‘ =0.
0eR ' JT2
Estimations :

187 |32 L2(r2)) < -

HaS”

- < .
ot ="

L° (R, L3(T2))

4 dépend seulement de ~ et Gy, (et pas de v).
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Existence et unicité pour les équations régularisées

Démonstration de HSVHL;?;(R’LQ(TQ)) < -1

00

(/)I/Tz\/z'vs”'dx"9> <[ [ (Va |VS”)dxd0

1
g/ /(AE+V)\VS”\2dxd0
0 T2
1 1
g/ / |C€||V8”|dxd9§7/ / VAL [VS”|dxdd.
0 T2 0 T2

e,

/01 (s) [S‘SV — V- ((Ac(t, )+ V)VSY) = V - Ce(t, )] dx —

<.
2 (R,L2(T2))
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héor L r
Existence et unicité pour les équations régularisées
tence et té de

Démonstration de HSVHL;?;(R’LQ(TQ)) < -2

1/2 1/2

0w O -
\/a ( / |VS"|2dxd9> < < / A€v3”2dxd9>
0, JT2 0o JT2

VAIvs

(/ew |VS”|2dxd9)1/2< il
0 T2

. = e
Y
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<

L2 (R,L2(T2))

30y € [0n, 0.,] tel que || VS (6o, )]l2 <




héor uatior g
Existence et unicité pour les équations régularisées
stence et v t e

Démonstration de HSV”L?(R}LQ(TQ)) <7 -3

IVS* (60, Yo < ——= = [15* (6o, )Il> < —

G N

/Tz <5"> [85" V- (Au(t, -, )+ )VSY)) = V - Cu(t, -, )} dx —»

20
1d|S¥(9,-)3 ~
LASOR | ) V5 (81 e
2 do x€T2, C.(8,x)=0
g/ A€+V|VS”(9,~)|2dx+/ b,
x€T2, C.(6,x)70 4 T2
Donc :

2
12 <5y 5 570,08 < —2— +29 =, ¥0 €[00, 60 + 1]

d||s"(0, )
do

i.e. Gehr
v

IA

18 e 2272
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Existence et unicité de S

Existence et unicité de S )
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Existence et unicité de S

Existence et unicité de S

On vient de prouver :

Théoréme

JIS” € L%(R x T?), périodique de période 1 en 0 solution de

oSY ~ ~
00 -V ((Ae(t7 X ) + V)VSV) =V- Ce(ta Y )
sup ‘ S”(&x)dx‘ =0.
0eR | Jr2
Estimations : o
8% |Lee R, 12(12)) < ——= +27.
Gthr
oS v+
< + 2.
H ot Lz R,2(12)) /ath v
En faisant v -+ 0 on a : e/
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Existence et unicité de S

Théoréme

Théoréme

IS =5(t,0,x) € LP(R, L2(T?)), périodique de periode 1 en 0,
solution de 55
— — V- (At,--)VS) = V- Cc(t, -, ).
a0
S(t, 6, x)dx = 0.
'[[‘2
Elle satisfait : ||S||L§0(R,L2(Tz)) < ,z 4= 277
\/ Gthr
oS v+ 3
||E||i;°(R,L2(Tr2)) < —F/—+2.
Gthr
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