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1 Définition de “suite réelle”

DEFINITION 1.1 Soit ng un entier naturel. On appelle suite rélle définie sur ’ensemble des indices
D ={n e N,n > ng} une application de D dans R.
On la note u = (Up)n>ny 0U (Un).

On appelle sous suite extraite de la suite (u,,) toute suite (v,,) construite en prenant des termes
Uy, avec la propriété que si v, = U, et v,41 = u; alors m < [.

DEFINITION 1.2 La suite (uy,) est dite
o stationnaire st Yn > Ng; Unt1 = Up;
o croissante st YN > Ng; Upt1 > Up;
o strictement croissante st ¥Vn > ng;Upy1 > Un;
o décroissante siVn > no;tni1 < Up;
o strictement décroissante si Vn > ng; Upt1 < Up;

e alternée si les termes sont aternativement positifs et négatifs. (Cela se traduit par Vn >
ng, Unt1Un < 0).

2 Notion intuitive d’accumulation

On dira qu’une suite de points s’accumule en un point a si pour tout zoom centré en a qu’on effectue
(quel que soit le grossissement) il y a un rang dans la suite & partir duquel on ne peut plus distinguer
les points de la suite du point a.

3 Définition de la limite d’une suite

DEFINITION 3.1 Soit un réel | et une suite (u,). On dit que (u,) a pour limite | (et on note

lim wu, =1 oulimu, =1 ) si:
n—-+oo

Ve >0,IN >ng t.q. (n>N=|u, — 1| <¢e)
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DEFINITION 3.2 On dit que la suite (u,) a pour limite +o0o (et on note liIJIrl Uy, = +00 ou limu,, =
oo

n—
+o00) si:

VYA >0,IN >ng t.q. (n> N = u, > A)

On définit aussi lim wu, = —o0

n—-+o0o
On dit qu’une suite est convergente si elle a une limite (finie). Dans les autres cas on dit que
la suite est divergente.

4 Opérations sur les limites

PROPOSITION 4.1 Les limites de suite s’additionnent, se multiplient et se divisent selon les régles
suivantes :

+ l 400 | —00 X 1#0 0 400 —00 lim ﬁ

U |1+ |+00| —co| |I'#0 w 0 | sgn(l")oo | —sgn(l')oo | | 1#0] 7
+oo || o0 | +oo | 77 | 0 0 0 77 77 | Eoo 0
-0 || —oo | 7?7 | =0 —o0 || —sgn(l)oco | 77 —00 +o00 0 7?7

Somme Produsit Inverse
(4.1)
Les principales formes indéterminées sont :
1 00 0 00
« _ 9 “« Zmowq 9 w ¥ » “«Zvow ZZm w(goo o« 00 77, « 0 ”
(+OO) (+oo) ) O ) X 00 ) 00 Y O Y 0 K ) e 9]

5 Limites et inégalités
THEOREME 5.1 Soient (uy,) et (vy,) deuz suites et | et l' deuz réels tels que limu,, = et limv, =1'.
o Sil <l alors il existe N € N tel que (n > N = u, < vy).

o Siil existe N € N tel que (n > N = u,, < wvyp) alors 1 <.

THEOREME 5.2 Soient (u,) et (v,) deuz suites. Silimu, = +oo et si il eviste N € N tel que
(n> N = v, > u,) dorslimv, = +oco

THEOREME 5.3 Soient (un), (vn) et (wy) trois suites et | un réel. Silimu, = limw, =1 et si il
existe N € N tel que (n > N = u,, < v, <w,) alors limv,, =1
6 Composition

Soient (u,) une suite, f une fonction et I et I’ deux réels.
e Silimu, =1 et lim,_; f(z) =1, alors lim f(u,) =1

e Silimu, =400 et lim,, 1o f(x) =1, alors lim f(u,) =1'.



7 Critere de convergence

THEOREME 7.1 Toute sous suite extraite d’une suite convergente est convergente (et converge vers
la méme limite).

THEOREME 7.2 Soit une suite (up). Si (ugp) et (uant1) convergent vers la méme limite | alors (uy,)
converge vers l.

THEOREME 7.3 Toute suite convergente est bornée.

DEFINITION 7.1 Soient (uy,) et (v,) deuz suites. On dit qu’elles sont adjacentes si l'une est crois-
sante et Uautre décroissante et si im(uy, —v,) = 0.

THEOREME 7.4 Si (u,) et (v,) sont deuz suites adjacentes alors elles convergent toutes les deux et
lim u,, = limwv,,.

DEFINITION 7.2 Soit une suite (uy,). On dit que (uy,) est une suite de Cauchy si

Ve >0,3N t.q. (p> N et g> N = |u, —uy| <¢)

THEOREME 7.5 Toute suite de Cauchy est convergente.

8 Suite définies par récurrence

8.1 Suite arithmétique

Soit r un réel, on dit qu’une suite (u,) est arithmétique de raison r si pour tout n on a w11 = Uy +7.
Sir =0, la suite arithmétique est stationnaire (u,, = ug, Vn).

Si r > 0 la suite arithmétique diverge vers +oo.

Si r < 0 la suite arithmétique diverge vers —oo.

Formule : u,, = ug + nr.
k=n—1

Formule : E Up =
k=0

8.2 Suite géométrique

Soit ¢ un réel, on dit qu'une suite (u,) est géométrique de raison ¢ si pour tout n on a Up41 = quy,.
Si g = 0, la suite géométrique est stationnaire (u, = 0,Vn > 1).

Si |q| < 1, la suite géométrique converge.

Si|g| > 1, la suite géométrique diverge.

Si g = 1, la suite géométrique est stationnaire (u, = ug, Vn).

Sig=—1 et ug # 0, la suite géométrique n’a pas de limite.
Formule : u,, = ¢"uog.
k=n—1 1—gn
Formule : Si ¢ # 1, Z Ul = Ug ¢
k=0 1—q

8.3 Suite récurrente affine du premier ordre a coefficients constants

Soit a et b deux réels donnés, on dit qu’une suite (u,) est récurrente affine du premier ordre &
coefficients constants (ou arithmético-géométrique) si pour tout n on a u,+1 = au, + b.
Si a =1 la suite est arithmétique. Si b = 0 la suite est géométrique.

Si a # 1 la suite de terme général v,, = u,, — % est géométrique.



8.4 suite récurrente linéaire du second ordre a coeflficients constants

Soit a et b deux réels donnés, on dit qu'une suite (u,) est récurrente linéaire du second ordre a
coefficients constants si pour tout n on a w42 = auyy1 + buy,

L’équation (E) : 22 = az + b est appelée équation caractéristique de la suite.

Si (E) a deux racines réelles ry et 7o, alors, il existe deux réels a et § tels que Vn, u, = a(ry)™+08(r2)™.
Si (E) a une racine réelle double g, alors, il existe deux réels a et § tels que ¥Yn, u, = (a+ fn)(ro)".
Si (E) a deux racines complexes conjuguées, de module p et d’argument 6 et —0, alors, il existe deux
réels a et [ tels que Vn, u, = (acos(nf) + Bsin(nd))(p)™.

8.5 Suite vérifiant une relation de récurrence du type u, 1 = g(u,)

Pour qu’une suite définie par ug et une relation de récurrence u,4+; = g(u,) avec g définie sur I il
faut que g(I) C I.

THEOREME 8.1 Si g est continue et si (uy) converge vers | alors g(l) = l. (un tel point tel que
g(l) =1 s’appelle un point fize de g.)

THEOREME 8.2 Soient I un intervalle de R et g une fonction définie sur I tel que g(I) C I. Si il
existe un constante k < 1 telle que Vx € I et ' € I on a |g(x) — g(z')| < klz — 2|, alors g admet

un unique point fivze a sur I. De plus toute suite définie par ug et la relation u,+1 = g(u,) converge
vers a.

9 Exemple de séries

Si (uy)nen est une suite on peut définir S,, = >, _, uk. Si S, converge vers une limite on note :

i up = lim S,,.
k=0

Quelques exemples de séries :

=1 =1

D=l D=
ko:oll k:O:QO1 7r2
2p=te X mtg



