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Notations
¢ R corps des réels
¢ C corps des complexes
¢ H corps des quaternions
4 O algebre des octonions
¢ W ®C complexifié de 'espace vectoriel réel W
¢ (ef,...,e;) base duale de la base (e1,...,en)
¢ AF(V*) espace des k-formes R-linéaires sur I’espace vectoriel réel V
¢ AF(V*,C) espace des k-formes C-linéaires sur I'espace vectoriel complexe V/
¢ OF(X) espace des k-formes différentielles réelles sur la variété lisse X
¢ Lyw dérivée de Lie de la forme différentielle w par le champ de vecteurs U
¢ iy(w) =wy contraction de la forme w par le champ de vecteurs U
¢ w AW produit extérieur des formes w et o’
¢ W' n-ieme puissance extérieure de la forme w
¢ %“’/ unique scalaire vérifiant w A w’ = %“’/0.
¢ [w pull-back de la forme w par 'application F' i.e. F*w(U,V) = w(F(U), F(V))
¢ X; champ hamiltonien d’hamiltonien f
& J'M fibré des 1- jets de la variété lisse M
¢ TM fibré tangent de la variété lisse M
¢ T*M fibré cotangent de la variété lisse M
¢ I.F:T:M — Tp N application tangente en = de 'application F': M — N

¢ hess(f) déterminant de la matrice hessienne de la fonction f

¢ Af= % 4t 327{ Laplacien de la fonction f
1 n

n .
¢ 0Of = Z(—l)’fl% pseudo Laplacien de la fonction f (qui coincide avec le
i=1 i
d’Alembertien de f pour n = 2,3)

iii






Introduction

Formulation du probléme

Une équation de Monge-Ampere! est une équation différentielle du second ordre
dont la “non linéarité” est tres spécifique : c’est celle du déterminant. En deux
variables, une telle équation s’écrit par exemple

*f >*f *f Ffo*f
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f étant une fonction réelle lisse définie sur un ouvert de R? et les coefficients A,
B, C, D et E étant des fonctions lisses sur I'espace des jets J'R? (c’est & dire
qu’ils sont fonction de (g, f, %)). Plus généralement une EMA en n variables s’écrit
comme une combinaisonzlinéaire a coefficients sur J'R™ des différents mineurs de
la matrice hessienne &i 8{] =) Lorsque les coefficients d’'une EMA sont en fait des

fonctions sur le fibré cotangent T*R"™ C J'R" (i.e. ne dépendent que de (q, g—g)) on
parle d’équation de Monge-Ampere symplectique?.

De telles équations apparaissent souvent sous des formes diverses et variées en
Physique Mathématique. Nous pouvons citer par exemple les équations de Chy-
noweth-Sewell issues du modele “semi-géostrophique” de la dynamique de ’atmosphere

(e8]
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ou encore les équations de Plebanski obtenues par réductions symétriques des
équations de Yang-Mills autoduales ([PP]),

Ff*f Pf Pf
0q10q2 0g30qs  0q10q4 092003

(Plebanski I)

PP Pf ., Pf  Pf

— =0 (Plebanski II).
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Dans un autre formalisme, une variété de Kahler (c’est une variété munie d’une
métrique g et d’une structure complexe I telle que la forme de Kéhler Q = ¢(I.,.)
est une forme symplectique) de dimension complexe n munie d’une forme volume

lhous noterons par la suite EMA
2nous noterons EMAS
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holomorphe « est une variété de Calabi-Yau si

-1 n(nT_l)n!
(2) Q= ()2nina A Q.
Cette condition est une EMA satisfaite par le potentiel de Kahler K associé a la
forme de Kéhler 2 = i00K. Yau a démontré (sous certaines conditions) 1'existence
de solutions pour cette équation dans son célebre article [Y].

Une approche géométrique des EMA fut proposée dans les années 70 par Ly-
chagin ([L]) & partir d’une idée de E. Cartan. Le principe est d’établir une corres-
pondance entre les EMA en n variables et les n-formes différentielles sur 1’espace
des jets JIR™ : pour toute forme w € Q"(J!R™) on définit 'opérateur différentiel
(appelé opérateur de Monge-Ampere) A, : C*(R") — Q"(R") par

Aw(f) = (]1f)*w7
of

ot j1f : R® — J'R", q — (q, f(q), 8—((])) est la section naturelle définie par la
q
fonction f. L’EMA associée a cet opérateur est alors I’équation
A, =0.

Par exemple ’équation (1) peut s’écrire A, = 0 avec
w = Adp1 A dgz + B(dq1 A dp1 — dga A dp2) + Cdgi A dp2
+ Ddpi A dps + Edgqi A dgo

dans le systéme de coordonnées naturel (g1, g2, u, p1, p2) de J'R2. Lychagin a montré
qu’il y a en fait une correspondance biunivoque entre les équations de Monge- Ampere
(symplectiques) et les opérateurs de Monge-Ampeére (symplectiques) associés & cer-
taines n-formes différentielles, les formes effectives, sur JIR™ (ou T*R") : c’est le
théoreme de Hodge-Lepage-Lychagin.

Un probleme classique de la théorie géométrique des équations différentielles est
le probleme d’équivalence locale : est-ce que deux équations différentielles données
représentent la méme équation modulo un changement de coordonnées locales 7 La
famille des équations de Monge-Ampeére constitue une classe d’équations différentielles
tout a fait naturel pour ce probleme et plus particulierement pour le probleme de
la linéarisation : quand une équation de Monge-Ampere donnée est-elle localement
équivalente a une équation différentielle linéaire ? Le probleme de la linéarisation
des EMA en deux variables (par rapport au plus grand groupe de difféomorphismes
locaux qui préservent cette catégorie d’équations, le groupe des difféomorphismes
de contact) fut initialement posé par Sophus Lie en 1874 et il a été étudié dans
les articles classiques de Darboux et Goursat puis dans de nombreux articles plus
modernes. Aujourd’hui, il est bien connu que toute EMA & coefficients constants en
deux variables est linéarisable et est équivalente a 'une des équations suivantes

Af =0, (EMA elliptique)
3) Of =0, (EMA hyperbolique)

82

—{ =0, (EMA parabolique).

0qi
Lychagin et Roubtsov ont montré de plus le théoreme de Sophus Lie dans [LR3] dans
le cas analytique : toute équation de Monge-Ampere symplectique sur une surface
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analytique est quasilinéarisable, c’est a dire qu’il existe un systeme de coordonnées
dans lequel elle s’écrit

0% f 0*f 0% f
A—5 +2B +C—+D=0,
oq3 dq10q> dq3
A, B, C et D dépendant de fagon analytique de (g, %)' Tunisky a généralisé ce

résultat pour les équations de Monge-Ampere analytiques non symplectiques ([T]).

La motivation premiere de cette these est d’étudier ce probleme d’équivalence
locale des EMA en dimension 3. Plus précisément nous cherchons & déterminer des
critéres nécessaires et suffisants pour qu’une équation de Monge-Ampere (en trois
variables) donnée soit localement équivalente & une équation a coefficients constants.
Nous nous placons pour cela dans le contexte plus général de la théorie géométrique
des invariants différentiels (voir [AVL], chapitre 7). De ce point de vue, on cherche a
construire des invariants différentiels pour reconnaitre des objets (des équations, des
structures, ...) équivalents. Un invariant scalaire différentiel associé & une équation
différentielle d’ordre k est & priori une fonction sur I'espace des jets J* invariante
par l'action des difféomorphismes de la base, mais 'approche de Lychagin et Roub-
tsov permet d’associer aux équations de Monge-Ampere des invariants d’ordre 1
en utilisant la structure de contact sur J' ou la structure symplectique sur 7*. En
adoptant ce point de vue, nous sommes confrontés a plusieurs problemes de la théorie
des invariants géométriques, que 1’on peut distinguer comme suit :

(1) classifier les équations de Monge-Ampere a coefficients constants sur R”,
c’est étudier notamment les différentes orbites de I'action du groupe sym-
plectique Sp(n) sur l'espace des formes extérieures effectives AZ(R™). Il y
a par exemple trois familles d’orbites pour Paction de Sp(2) sur A2(R%)

A(dgy Ndpz —dga Ndpy) X#0
A(dqr Adpz +dga ANdpr) A #0
dq1 N dpa,

et ces trois familles d’orbites correspondent exactement aux trois équations
de Monge-Ampere & coefficients constants sur R?. Nous donnons dans cette
these une liste de toutes les orbites de 'action de Sp(3) sur A3(RS).

(2) classifier des familles d’équations différentielles c’est aussi construire des
invariants caractéristiques qui permettent de distinguer différentes classes
d’équations. Par exemple, le pfaffien pf : Q?(T*R?) — C°°(T*R?) défini par

wAw
pf(w) = 575
est un invariant scalaire différentiel des équations de Monge-Ampere en
dimension 2. D’abord parce qu’il caractérise les différentes familles d’or-
bites de l'action de Sp(2) sur A?(R*) (deux formes effectives sont dans
la méme orbite si et seulement si elles ont méme pfaffien) ensuite parce
qu’il caractérise plus généralement certaines familles ’EMAS. Lychagin
et Roubtsov ont en effet montré dans [LR1] qu'une équation de Monge-
Ampere A, = 0 associée & une forme différentielle effective w € Q2(R?)
non dégénérée (i.e. pf(w) # 0) est localement équivalente & 'une des deux
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Af=0
Of =0
w

d—

VIpf(w)]
Nous montrons ici pourquoi le “pfaffien de Hitchin” est un invariant scalaire
différentiel analogue en dimension 3.

équations

si et seulement si

(3) plus généralement, classifier c’est associer des structures géométriques ca-
ractéristiques. En dimension 2 par exemple, Lychagin et Roubtsov associent
a chaque EMAS A, = 0 non dégénérée une structure presque complexe (si
pf(w) > 0) ou une structure presque produit (si pf(w) < 0) sur T*R2.
Deux EMAS non dégénérées sont équivalentes si et seulement si ces struc-
tures géométriques associées sont équivalentes. Cette correspondance entre
EMAS et structures presque complexe ou presque produit va en fait au dela
du probleme de classification et elle permet en particulier de mieux com-
prendre la géométrie “locale” de ’espace que décrivent ces équations. Par
exemple la structure presque complexe associée a une EMAS non dégénérée
elliptique A,, = 0 est localement intégrable si et seulement si cette EMAS
est localement équivalente a 1’équation

Af =0.

Nous construisons pour la dimension 3 des structures géométriques ana-
logues (que nous appelons “structures de Calabi-Yau généralisées”).

L’approche géométrique de Lychagin permet cependant d’avoir une vision plus
globale de la notion d’équation différentielle. L’idée que nous soutenons dans cette
these est qu’une équation différentielle est I’expression locale d’une certaine structure
géométrique sur une variété. Plus précisément, nous définissons une structure de
Monge-Ampere symplectique sur une variété lisse X de dimension 2n comme la
donnée d’un couple de formes différentielles

(Q,w) € Q}(X) x Q*(X)
satisfaisant les conditions suivantes

(i) 2 est une forme symplectique sur X c’est a dire qu’elle est non dégénérée et
fermée

(ii) w est Q-effective i.e. Q Aw = 0.

Une sous-variété L de X est dite “calibrée” par cette structure (2,w) si c’est une
sous-variété lagrangienne de (X, () et si w s’annule sur L. Cette notion est en un
certain sens une globalisation de la notion de solution d’une équation différentielle.
En effet d’apres le théoreme de Darboux, le triplet (X, Q,w) s’identifie localement
au triplet (T*R™, Qg,wq), Qo étant la forme symplectique canonique sur T*R™ et
wp € Q"(T*R™) étant une forme différentielle Qp-effective. Une sous-variété calibrée
par cette structure qui localement se projette difféfomorphiquement sur R™ s’écrit
alors localement comme le graphe d’une section df : R™ — T*R", f € C*°(R") étant
une solution de I’équation de Monge-Ampere A, = 0.

Gromov a le premier remarqué une certaine analogie entre la théorie des struc-
tures de Monge-Ampere en géométrie symplectique et la théorie des calibrations en
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géométrie riemannienne, théorie qui a été développée par Harvey et Lawson dans
les années 80 ([HL]) pour construire des exemples de variétés minimales. Rappelons
qu’une p-calibration sur une variété riemannienne (X, g) est une p-forme différentielle
fermée ¢ € QP (X) telle que pour toute famille orthonormée (eq,...,ep) de T X,

’¢$(617 .. -761))’ S 1

Une sous-variété orientée L de dimension p est dite ¢-calibrée si ¢, (61 ) = 1 pour
tout x € L, 6 étant la forme volume sur L définie par l'orientation de L et la
métrique g. Les sous-variétés calibrées sont alors de volume minimal dans leur classe

d’homologie. Par exemple la forme % avec

Z. n
QZQZ;dzj/\d?j,
]:

est une 2p-calibration sur C™, appelée calibration de Kahler et les sous-variétés
de C™ calibrées par cette calibration sont les sous-variétés complexes de dimen-
sion complexe p. Un autre exemple fameux de calibration est la calibration lagran-
gienne spéciale. Cette calibration est définie sur toute variété de Calabi-Yau comme
la partie réelle Re(a) de la forme volume holomorphe « vérifiant (2) et les sous-
variétés Re(a)-calibrées sont dites lagrangiennes spéciales. Nous avons pu assister
ces dernieres années a un net regain d’intérét pour ces sous-variétés calibrées. Elles
semblent jouer en effet un role prépondérant en théorie miroir et en théorie des
cordes. Strominger, Yau et Zaslow ont notamment proposé la construction du par-
tenaire miroir d’une variété de Calabi-Yau en dimension complexe 3 en supposant
lexistence d’une fibration torique lagrangienne spéciale ([SYZ]). Ces sous-variétés
ont aussi des propriétés remarquables en théorie des déformations, McLean a par
exemple montré que I'espace des modules d’une sous-variété lagrangienne spéciale
compacte L est une variété lisse de dimension finie b; (L) ([McL]) et Hitchin a montré
que cet espace des modules pouvait lui méme étre vu comme une sous-variété la-
grangienne spéciale de H'(L) x H" (L) ([Hil]). Ces sous-variétés lagrangiennes
spéciales restent cependant des objets géométriques tres mystérieux. Il en existe
certainement beaucoup parce qu’elles sont I’analogue symplectique des sous-variétés
complexes et qu’il doit exister une “dualité” entre structures complexes et structures
symplectiques mais nous n’en connaissons que tres peu :

(i) les sous-variétés complexes d’une variété hyperkéhler
(ii) les points fixes d’une structure réelle sur une variété de Calabi-Yau

(iii) quelques exemples explicites pour des variétés de Calabi-Yau non compactes
diis notamment a Harvey et Lawson puis généralisés par Bryant et Joyce.

Ce qui est remarquable cependant de notre point de vue, c’est que les sous-variétés
lagrangiennes spéciales se trouvent a l'intersection de la théorie des calibrations et
de la théorie des structures de Monge-Ampere. Harvey et Lawson ont en effet montré
que ces sous-variétés sont exactement les sous-variétés calibrées par la structure de
Monge-Ampere (€2,Im(«)) sur notre variété de Calabi-Yau. Sur C3 par exemple,
I’équation de Monge-Ampere associée a cette structure est

Af —hess(f) =0.

De nombreux résultats ont déja été obtenus dans I’étude géométrique des équations
de Monge-Ampere, notamment par Lychagin et Roubtsov et cette these est, pour une
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grande part, un prolongement de leur travail. Cependant, le point de vue que nous

adoptons est différent et c’est ce qui constitue 'originalité de cette these et, peut étre,

sa raison d’étre. Nous voulons en effet montrer ici que le probleme d’équivalence lo-

cale des équations de Monge-Ampere est ’expression locale du probleme d’équivalence
de certaines structures géométriques, qui, en dimension 3, sont de type Calabi-Yau.

En un sens, il n’y a qu'une seule équation de Monge-Ampere : ce sont les solu-

tions qui sont différentes parce qu’elles vivent dans des espaces (topologiquement et

géométriquement) différents.

Résumé des principaux résultats

Cette these est divisée en deux parties. Dans la premiere nous expliquons la
correspondance de Lychagin entre opérateurs de Monge-Ampere et formes effectives
et nous étudions la géométrie des formes effectives en dimension 3 et 4. Dans la
seconde nous donnons trois applications géométriques de cette étude :

(1) un critere d’équivalence locale d’équations de Monge-Ampeére en dimension
3

(2) une interprétation géométrique de ce critere en termes d’intégrabilité et
de courbure de la structure de Calabi-Yau généralisée associée a chaque
équation de Monge-Ampere en dimension 3

(3) Pétude de la grassmannienne associée a une équation de Monge-Ampere en
dimension 3 et 4

Premiere partie : Opérateurs de Monge-Ampere et formes effectives.

Chapitre 1 : Le théoréme de Hodge-Lepage-Lychagin.

Le but de ce chapitre est de présenter la théorie géométrique des opérateurs de
Monge-Ampere. Tous les résultats présentés sont connus, mais I’auteur s’est attaché
a en donner des démonstrations simples et dans ’esprit des résultats qui suivront.

Soit (V, Q) un espace vectoriel symplectique de dimension 2n. Soit I' : V' — V*
I'isomorphisme induit par Q et Xq € A%(V*) 'unique bivecteur tel que I'*(Xq) = €,
I*: A*(V) — A*(V*) étant la puissance extérieure de I'.

Suivant les notations de [L], nous introduisons les opérateurs

LARV) = ARV, wiesixg (w)
TAPV) = APV, wis wAQ.
Ces opérateurs ont les propriétés suivantes
[L, T)(w) = (n — k)w, Yw € AF(V*)
L AF(V*) = AF2(V*) est injective pour k > n + 1
T : AF(V*) = APF2(V*) est injective pour k < n — 1.
Une k-forme w est dite effective si Lw = 0 et 'espace des k-formes effectives est
noté A¥(V*). Si k = n, w est effective si et seulement si w A Q = 0.

Le théoreme suivant explique le role fondamental joué par les formes effectives
dans la théorie des opérateurs de Monge-Ampere ([L]) :

THEOREME (Hodge-Lepage-Lychagin). (1) Toute forme w € AF(V*)
se décompose de facon unique en une somme finie

Q:w0+—|—w1+—|—2w2—|—-~,
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les formes w; étant toutes effectives.

(2) Si deuz k-formes effectives s’annulent sur les méme sous-espaces isotropes
de dimensions k de (V,§) alors elles sont proportionnelles.

Ce théoreme, basé sur la théorie des représentations de si(2,C), est ’analogue
symplectique du théoreme de Hodge classique sur une variété de Kéhler (voir [GH]
par exemple).

Soit maintenant M" une variété lisse de dimension n. Notons J'M le fibré
des 1-jets des fonctions lisses sur M et notons j'(f) : M — J'M, z — [f]. la
section naturelle associée a une fonction lisse f. L’opérateur de Monge-Ampere
A, C®(M) — Q™(M) associé a une forme w € Q"(J'M) est défini par

Au(f) =31 () (w).
Une solution généralisée de I’équation de Monge-Ampere A, = 0 est une sous-variété
legendrienne L™ de J'M (muni de sa structure de contact canonique U) sur laquelle
s’annule w. Soit C la distribution de contact qui & tout point x associe le noyau
de la forme de contact U,. Pour tout point x, (C(z),dU,) est un espace vectoriel
symplectique de dimension 2n isomorphe a (TB(I)T*M , ;) via la projection
g Lo

De plus, si L est une sous-variété legendrienne alors T, L est un sous-espace lagran-
gien de (C(z),dUs,).

Soit 2*(C*) l'espace des formes s’annulant le long du champ de Reeb X;. En
tout point x, (2*(C*)), s’identifie naturellement avec Q*(C'(z)*). Soit alors Q% (C*)

l'espace des formes effectives sur (C(x),dU,) en tout point x de J'M. D’apres la
premiere partie du théoreme de Hodge-Lepage-Lychagin, on a

PROPOSITION.
Q(C™) = (T M)/ Ic,
1o étant l'idéal de Cartan engendré par U et dU.

La seconde partie de ce théoreme dit que si deux formes différentielles w et 6 sur
JYM déterminent le méme opérateur de Monge-Ampere alors w — 0 € I.

Nous nous intéressons en fait dans cette these a une classe plus restrictive
d’opérateurs, celles des opérateurs symplectiques, i.e. la classe des opérateurs qui
vérifient

X1(Aw) = ALy () =0

Ces opérateurs symplectiques sont entierement décrits par ’ensemble des n-formes
différentielles effectives sur 7% M.

Nous donnons également dans ce chapitre une version complexe des opérateurs
de Monge-Ampere. Nous partons d’une variété complexe M de dimension complexe
n. Le cotangent réel 7" M est muni naturellement d’une structure complexe et d’une
forme symplectique complexe Q1 + €. Soit w € Q2*(T*M) une forme réelle sur
T*M. Une solution pluriharmonique généralisée de 1’équation de Monge-Ampere
A, = 0 est une sous-variété de T M lagrangienne pour €; et Q9 et telle que w|z, = 0.
Cette définition est motivée par I’exemple des variétés kahlériennes spéciales qui sont
comme ’a montré Hitchin ([Hi2]) des solutions pluriharmoniques de 'inéquation

hess(f) # 0.
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Chapitre 2 : Géométrie des formes effectives.
Nous étudions dans ce chapitre ’action du groupe symplectique Sp(3) sur 'espace
des formes effectives A3(R%).
Nous commencons par dresser une liste exhaustive de toutes les orbites en uti-
lisant I’invariant de Lychagin-Roubtsov g, € S?(R%) associé & une 3-forme effective
w. Cet invariant est défini par

1
Qw(X7 Y) = —ZJ_Z (ixw A iyu)),

et mesure en fait les racines du polyndéme caractéristique de w :

ixw—&)3
e 28— (e VXD (E + vau (X))

La signature de cet invariant est caractéristique des orbites :

THEOREME. Toute 3-forme effective sur RS est dans une et une seule des
orbites décrites dans le tableau 1.

w quw 5(%})

1 efNesNes + YT NS ANfT,y#0 s(eifi +esfs +e5fs) (3,3)

2 JiNesNes— f3 Nej Neg —(e1)? — (e3) — (e3)° (0,6)
tfiAei Nes —VAfEAFS A5 v#0 | +2(=(f1)° = (f5)° = (f3)?)

3 i ez Nes+ f5 Nej Aeg (e1)? — (e5)* + (e3) (4,2)
TfiAei ANes FVPFEAFS AR v #0 |+ = ()7 + (f3)%)

41 fiNesNes — f3 Nel Nes + f3 Nef Nej —(e1)” —(e3)” — (e3)” (0,3)

5| finesNes+ fa Nef Nes+ f3 Nel Aej (1) = (e3)” + (e3)? (2,1)

6 JiNelNes + [ Nel Nej (e1)? (1,0)

7 fiNelNes — f3 Nel Nes —(e1)? (0,1)

8 finesnes 0 (0,0)

9 0 0 (0,0)

TAB. 1. Classification des 3-formes effectives en dimension 6

Nous calculons ensuite les stabilisateurs et leur prolongation des trois orbites les
plus intéressantes du point de vue des équations de Monge-Ampere. Ces calculs sont
résumés dans le tableau 2.

A, =0 g. |g
hess(f) =1 sl(3,R) | 0
Af —hess(f) =0 su(3) 0
Of +hess(f) =0 | su(2,1) | 0

TAB. 2. Stabilisateurs des 3-formes effectives non dégénérées et leur prolongation

Nous adoptons ensuite un point de vue plus global en utilisant ’approche de
Hitchin de la géométrie des 3-formes en dimension 6. Soit (V, §2) un espace vectoriel

symplectique de dimension 6. Soit la forme volume 6 =

symplectique sur A3(V*) induite par le produit extérieur :

O(w,w') =

wAW

6

—%f. Notons © la forme
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Notons enfin A : A’(V*) — AS(V*) ® V D'isomorphisme induit par le produit
extérieur. L’invariant de Hitchin K, associé a une 3-forme w sur V est défini par

e
K x) = Alix() 7o)
0
et le pfaffien de Hitchin est
1
Mw) =2 Tr(K2).

w est dite non dégénérée si A(w) # 0.
Nous montrons tout d’abord que l'invariant de Hitchin et celui de Lychagin-
Roubtsov coincident :

PROPOSITION. Soit w € A2(RS) et X et Y € RS :
w(X,Y) = QK X,Y).

Adaptant alors les résultats de Hitchin pour les formes effectives nous en déduisons
la

PROPOSITION. A3(RY) est un sous-espace symplectique de (A*(R),0) et

laction du groupe symplectique Sp(3) est hamiltonienne d’application moment

q: A2(RS) — S%(RY)

W = Q.

Nous étudions dans une troisieme partie quelques propriétés des formes “bief-
fectives”. Nous montrons notamment un analogue complexe du théoreme de Hodge-
Lepage-Lychagin :

THEOREME. Soit V un espace vectoriel complexe de dimension complexe
2n et muni d’une forme symplectique complexe = Q1 + i€y, Toute forme réelle
w € A¥(V*) s’écrit comme une somme finie

w = Zwm A Qll A\ Qj,
ihj
les formes w; ; étant bieffectives, c’est a dire effectives pour Qq et €a.

De plus, lorsque k = 2n la forme wo est uniquement déterminée et s’appelle la
partie bieffective de w.

Ce théoreme établit une correspondance entre formes bieffectives et 'analogue
complexe des opérateurs de Monge-Ampere : les opérateurs pluriharmoniques.

Deuxiéme partie : Applications géométriques.
Chapitre 8 : Equivalence locale des équations de Monge-Ampére.

Nous montrons dans ce chapitre un critere d’équivalence locale en utilisant des
techniques d’intégrabilité formelle. Nous nous attardons assez longuement sur la
démonstration de ce résultat (bien que dans la pratique il soit difficile & utiliser)
parce que d’une part il complete et simplifie un résultat obtenu par Lychagin et
Roubtsov et d’autre part parce que la démonstration fait intervenir des techniques
trés puissantes de la théorie géométrique des équations différentielles.
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THEOREME. Soit A, = 0 une équation de Monge-Ampére non dégénérée
en dimension 3 associée & une forme effective w. Si pour tout ¢ € R3 la forme

[w]g = w0 4 w! + w? satisfait les relations

wh = Lxhwo

1
w? = Q(Lxhwl + Lx,w?)

avec h € S3(RY) et k € S*(R) alors cette équation différentielle est symplectique-
ment équivalente a une et une seule des équations de Monge-Ampére

hess(f)—1=0
Af —hess(f) =0
Of + hess(f) = 0.

Chapitre 4 : Structures de Monge-Ampére.
Nous associons dans ce chapitre une “structure de Calabi-Yau généralisée” & une
structure de Monge-Ampere non dégénérée sur une variété de dimension 6. Cette
structure est essentiellement constituée

(i) d’une (pseudo) métrique g,
(ii) d’une forme symplectique {2

(iii) d’une structure presque complexe ou presque produit K, compatible avec g,
et Q

(iv) de deux formes décomposables (réelles ou complexes) a et 3 € Q23(X) dont les
distributions associées sont les distributions des vecteurs propres de K,,,.

Nous étudions l'intégrabilité d’une telle structure :

PROPOSITION. La structure de Calabi- Yau généralisée définie par une struc-
ture de Monge-Ampére non dégénérée (Q,w) est “intégrable” si et seulement si

w w

d = ,
IR

Aw) étant le pfaffien de Hitchin de w et @ la forme duale de Hichin associée a w.

Nous montrons ensuite un autre critere d’équivalence locale qui cette fois admet
une interprétation géométrique beaucoup plus explicite :

THEOREME. Une équation de Monge-Ampére en dimension 3 associée a une
structure de Monge-Ampére non dégénérée est localement équivalente a l'une des
trois équations

hess(f) =1
Af —hess(f) =0
Of + hess(f) =0

si et seulement si la structure de Calabi- Yau généralisée qu’elle définit est intégrable
et plate.
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Chapitre 5 : Grassmannienne associée a une équation de Monge-Ampére.

La grassmannienne I F,, () associée a une équation de Monge-Ampere A, = 0 en
un point g est 'ensemble des espaces tangents en g de toutes les solutions de cette
équation qui passent par xg. Autrement dit c’est ’ensemble des plans lagrangiens L
de (T, T*R", ) tels que wy, |, = 0.

Nous étudions tout d’abord la grassmannienne IE, C U(3)/SO(3) associée a
une des trois équations de Monge-Ampere non dégénérées et a coefficients constants
sur R? et plus précisément I'ouvert

IEl = {L € IE, : q,|pest non dégénérée}.
Nous montrons la
PROPOSITION. (1) si Mw) =1 alors
IE], = (SL(3)/SO(3)) U (SL(3)/S0(1,2))
(2) si Aw) = —1 et e(qu) = (0,6) alors
IE, = IE! = SU(3)/50(3)
(3) si Mw) = —1 et e(q,) = (4,2) alors
IEl = SU(2,1)/S0(2,1)

Nous nous intéressons ensuite a la grassmannienne associée & une équation de
Monge-Ampere pluriharmonique en dimension complexe 2. Nous montrons qu’elle
s’identifie via le plongement de Pliicker & une sous-variété algébrique réelle de CP* :

PROPOSITION. Soit w une 4-forme réelle bieffective sur C* et hy, = q, + i
la. forme hermitienne sur C° associée. La grassmannienne des plans lagrangiens
complezes sur lesquels s’annule w s’identifie via le plongement de Pliicker a la sous-
variété algébrique réelle de CP*

QQ:(L):O'

Nous étudions enfin quelques exemples explicites de telles grassmanniennes.

La cohomologie modulo 2 de la grassmannienne associée a une équation de
Monge-Ampere définit des invariants topologiques sur les singularités des solutions.
Nous complétons les résultats de Zilbergleit sur la cohomologie de la grassmannienne
associée a une équation de Monge-Ampere en dimension 3 :

PROPOSITION. (1) La grassmannienne 1 E,(xg) associée a ’EMA
hess(f) =1
vérifie
H* (1B (x0), Z2) 2 Za[ Wi, Wa, Us] ) (W2, W1.Us).
(2) La grassmannienne I E,(xg) associée a ’EMA
Of +hess(f) =0
vérifie

H* (1B, (x0), Z2) 2 Zo[W1, Wa, Us] /(W2).
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(8) La grassmannienne I E,(xo) associée a ’EMA
Af —hess(f)=0
vérifie
H*(IE.(w0), Zs) ~ Lo[Wa, Wal [ (W3, W3).

ot ~ désigne un isomorphisme jusqu’a l'ordre 3 d’anneaur gradués.



Premiere partie

Opérateurs de Monge-Ampere et
formes effectives






CHAPITRE 1
Le théoreme de Hodge-Lepage-Lychagin

Nous présentons ici 'approche géométrique des équations de Monge-Ampere
proposée par Lychagin ([L]). Beaucoup de résultats exposés dans ce chapitre sont
connus mais nous les redémontrons pour la plupart, d’une part parce que leur diffu-
sion en francais ou en anglais est relativement restreinte et d’autre part parce qu’il
nous semble que nous pouvons proposer le plus souvent des démonstrations plus
simples.

Nous définissons tout d’abord la notion d’opérateur de Monge-Ampere et établissons
la correspondance entre formes effectives et EMA. Nous illustrons cette approche
géométrique des EMA en étudiant les équations de Chynoweth-Sewell. Nous don-
nons ensuite une démonstration du théoreme de Hodge-Lepage-Lychagin. Ces deux
parties sont essentiellement basées sur le cours de DEA donné par V. Roubtsov &
I’Université de Nantes en 1999. Dans la troisieme partie nous donnons une version
complexe de cette théorie des opérateurs de Monge-Ampere en introduisant la notion
d’opérateur pluriharmonique associé a une forme bieffective.

1. Géométrie de contact et opérateurs de Monge-Ampeére

Soit M une variété réelle lisse de dimension n. On note T*M - M son fibré co-
tangent. Rappelons que la forme de Liouville p € Q! (T*M) est la forme différentielle
définie par

(pf> X> = <£(17 Tfﬂ-(X))?
pour § € Ty M et X € T¢T* M. La forme symplectique naturelle sur 7" M est alors
Q = —dp.

Siqg=1(qi,...,qn) est un systeme de coordonnées locales sur M, on a alors dans
le systeme de coordonnées (¢, p) induit sur T*M :

n
p= sz'd(b'
=1

Q=> dg; Adp;.
i=1

1.1. L’espace des jets J'M. Le fibré J'M 5 M des 1-jets au dessus de M
est le fibré vectoriel de rang n + 1 au dessus de M dont les fibres JqlM sont définies
par

JgM = E(q)/ ~,
ou £(q) est l'espace des germes de fonctions lisses en g et f ~ g en ¢ si et seulement
si f et g ont le méme développement de Taylor a ’ordre 1.

15
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J'M est une variété lisse de dimension 2n + 1 et si (q1,...,q,) est un systéme
de coordonnées locales sur M alors le systéme de coordonnées induit sur J'M est

(q,u,p) avec

4 ([flq) = i, i=1,...,n
ullrl) = 119
) = Lig), i=1.....n.

N 9qi
A toute fonction lisse f sur M on associe la section naturelle
JHf) M — M, g [f],

Onnotea: J'M — Ret B: J'M — T*M les projections définies par le diagramme
suivant

R - JIM i T*M
-1
P JH(f) i
M

Structure de contact

La 1-forme naturelle du sur R et la forme de Liouville sur T*M permettent de
munir J!M dune 1-forme U € Q! (J' M) appelée forme de contact et définie par

U = a*(du) — " (p).

Dans un systéme de coordonnée (g, u,p) de J'M, U et dU s’écrivent

U=du— zn:pid%'
=1

n
dU = dg; A dp;.
i=1
Le champ de Reeb est I'unique champ de vecteurs X tel que
UX;)=1
ix,dU = 0.
Dans le systéme de coordonnées (g, u,p), X1 = %.
La distribution de contact C' sur J'M est la distribution d’espaces vectoriels

C : 2 — Ker(U,). Notons que pour tout point = € J'M, (C(x),dU,) est un espace
vectoriel symplectique de dimension 2n et que

T,J'M = C(z) ® X1(2).
De plus 7,3 : (C(x),dUsz) — (T)T* M, () est un isomorphisme symplectique.

Sous-variétés legendriennes

Une sous-variété L de J' M est dite legendrienne si elle est isotrope (i.e. U|y, = 0)
et de dimension n. Les sous-variétés legendriennes sont les sous-variétés intégrales
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maximales de la distribution de contact. Notons enfin que si f est une fonction lisse
sur J'M, alors le graphe j; f de la section j!(f) est une sous-variété legendrienne et
réciproquement, toute sous-variété legendrienne qui se projette difféomorphiquement
sur M est localement un tel graphe.

1.2. Opérateurs de Monge-Ampere.
DEFINITION 1.1. Soitw € Q*(J'M). L’opérateur de Monge-Ampére associé
a w est opérateur différentiel
A, C®(M) — Q" (M)
défini par
A = (1) w

Une solution réguliere de 'EMA A, = 0 est une fonction lisse f sur M telle

que A, (f) =0.
Une solution généralisée de 'EMA A, = 0 est une sous-variété legendrienne L
de J'M sur laquelle s’annule w :

dim(L) =n
UlL=0
w\L =0.

Comme on I'a remarqué précédemment, localement, les solutions régulieres sont
les solutions généralisées qui se projettent bien sur la base M. L’ensemble des points
singuliers de la projection w : L — M s’appelle le front d’onde de la solution
généralisée L.

Difféomorphismes de contact

Le plus grand (pseudo) groupe de difféomorphismes qui préserve les sous-variétés
legendriennes de J'M est le groupe des difféomorphismes de contact Ct(J' M) :

DEFINITION 1.2. Un difféomorphisme F : J*M — J'M est de contact si il
existe une fonction lisse f sur J'M telle que

F*U)=f-U.
F est dit de contact strict si f = 1.

Ce groupe est bien “le plus grand possible” comme le montre le lemme trivial
suivant

LEMME 1.3. Un difféomorphisme F : J'M — J'M est de contact si et
seulement si il préserve la distribution de contact i.e.

T F(C(x)) = C(F(z))
pour tout x € J'M.

Les exemples les plus classiques de difféomorphismes de contact sur J'R" sont
les

(1) translations

(a) Fi(q,u,p) = (¢+a,u+t,p), (a,t) e R" xR
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(b) Fa(q,u,p) = (g, u+ f(q),p+ 55 (a)), f € C(R)
(2) transformations d’échelles
Glq,u,p) = (Mg, e, e ), A\ v teR
(3) transformations de Legendre
H(q,u,p) = (p,u —pg, —q)

L’action des difféomorphismes de contact sur ’espace des formes différentielles
induit une action sur 'espace des opérateurs de Monge-Ampere,

F. Aw = AF*o.n
et cette action préserve les solutions comme on le constate immédiatement :

LEMME 1.4. L est une solution généralisée de 'EMA Ap«, = 0 si et seule-
ment si F'(L) est une solution de ’EMA A, = 0.

Cependant, les difféomorphismes de contact ne préservent pas & priori les fronts
d’onde. Ainsi une solution réguliere n’est en générale plus réguliere lorsque 1’on ap-
plique une transformation de contact.

Idéal de Cartan

Déterminer si deux EMA sont équivalentes, c’est déterminer si ’on peut déduire
les solutions de 'une en appliquant une transformation de contact a I’autre. La des-
cription de ces équations par les opérateurs de Monge-Ampere ramene ce probléme
a ’étude de l'action du groupe de contact sur l’espace des formes différentielles
Q(J'M). Lorsque 'on se restreint aux formes effectives, ces deux problemes sont
identiques car la correspondance entre opérateurs de Monge-Ampeére et classes conformes
de formes effectives est biunivoque.

DEFINITION 1.5. Une forme différentielle w € QF(J'M) est dite effective si
(1) inw =0

(2) en tout point x de J*M la forme extérieure w, € A¥(C(x)*) est effective
par rapport a la forme symplectique dU, i.e. w, N dU; = 0.

L’espace des formes effectives sur JLM est noté Q5 (C*).

L’idéal de Cartan I est I'idéal de I'algebre Q*(J'M) engendré par U et dU.
Toute forme w s’écrit clairement de fagon unique

w=wy+UAdu,

avec ix,wo = ix,w1 = 0. De plus, d’apres le théoreme de Hodge-Lepage-Lychagin
que nous démontrons plus loin (1.19), @y s’écrit de manieére unique

wo = wo +dU A wy
ou wy est effective. Il en résulte la proposition suivante,
PROPOSITION 1.6.
Q(C*) = Q (J M)/ Ic.
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Cette proposition explique en quelque sorte la surjectivité de 'application qui
associe une EMA & une forme effective.

De plus, d’apres 1.25, deux formes effectives s’annulent sur les méme sous-variétés
legendriennes si et seulement si elles sont proportionnelles, et donc on a “I'injectivité”
de notre application :

PROPOSITION 1.7. Deux formes différentielles w,0 € A"(J' M) définissent
la méme EMA si et seulement si il existe une fonction lisse f sur J'M telle que
'90 = f + Wo,
wo et By étant les parties effectives de w et 6.

Symétries de contact

Pour simplifier le probleme, nous supposerons que nos équations de Monge-
Ampere admettent une certaine symétrie.

DEFINITION 1.8. Un champ de vecteurs X sur J'M est dit de contact si il
existe une fonction lisse f sur J'M tel que

LxU=f-U.
Si f =0, X est dit de contact strict.

Il est & noter que le champ de Reeb X; est un champ de contact puisque
LXlU = dinU +iX1dU =0.
Soit X un champ de contact et F' € C°°(J*M) définie par F = ix(U). Comme
f-U=Lx(U)=dixU +ixdU = dF + ixdU, il vient
f=1ix,(dF +ixdU) = X;(F).
Réciproquement soit ' € C°°(J'M). Soit § = X1 (F)U — dF. Comme iy,0 = 0, il
existe un unique champ de vecteur Y parallele a la distribution de contact tel que
iydU = 0. Le champ de vecteur Xp = FX; + Y est de contact et
ix,U =F.

Il y a ainsi une bijection entre les fonctions lisses sur J'M et les champs de contact.

L’unique fonction F telle que X = X est appelée la fonction génératrice du champ
de contact X. En coordonnées locales, X sécrit

of 0 of. o of af. o

Xp=—7F"-— —p=—)— + (= —)=.

E 6p(9q+(f p@p)0u+(6q+p8u)6p

Un champ de contact X est de contact strict si et seulement si X;(F) = 0. Dans

ce cas, Xr s’identifie localement au champ hamiltonien sur T*M d’hamiltonien

F e C®(T*M).

DEFINITION 1.9. Une symétrie infinitésimale de 'opérateur de Monge-Am-
pere A, = 0 est la donnée d’un champ de contact Xp tel que
ALwa =0.

Un opérateur de Monge-Ampére qui possede une symétrie infinitésimale est dit sym-
plectique.
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Si X est un champ de contact alors il existe un difféomorphisme de contact local
¢ tel que ¢(Xp) = X;. Ainsi, si A, est symplectique, il existe une forme effective
wp € Q2(C*) telle que Lx,wp = 0 et telle que A, soit dans 'orbite de A, pour
I'action des difféomorphismes de contact locaux. De plus, I’espace

{we Q(C") : Lx,w =0}
s’identifie via la projection [ & ’espace des formes effectives sur (7% M, Q)
QNT*M) ={we Q"(T"M) : wANQ =0}

Nous nous intéresserons dorénavant a ces opérateurs de Monge-Ampere symplec-
tiques. 11 est suffisant pour de tels opérateurs de se restreindre a ’étude de I’action
locale des symplectomorphismes de T* M sur I’espace des formes effectives QF (T M).

1.3. Les équations de Chynoweth-Sewell. Nous nous proposons ici d’étudier
les équations de Chynoweth-Sewell du point de vue de la théorie des opérateurs de
Monge-Ampere. Ces équations sont issues du modele “semi-géostrophique” ([CS])
et peuvent s’écrirent dans les variables réelles (x,y, z)

0% f 02 0? 0?
(@) OIOT (0T 9T _ . er

0x? Jy 0x0y 0z
L’équation initiale de Chynoweth-Sewell correspond en fait au cas ¢ = 0. Notons
que dans ce cas la, toute solution f(z,y) de I’équation hess(f) = 1 nous donne une
solution f(z,y) — £2% de (4). Ainsi par exemple,

1 1
3 (% +2y)% - 522

est une solution de (4) pour ¢ = 0. L’équation en deux variables hess(f) = 1 étant
symplectiquement équivalente a I’équation A f = 0, on peut ainsi construire plusieurs
solutions de ce type a partir de fonctions harmoniques sur R2.

Nous allons construire une solution généralisée plus symétrique en (z,y, z). Soit
(2,9, 2,p,q,h) le systéme de coordonnées symplectique sur T*R3. La forme effective
associée a (4) est, & un facteur conforme pres,

we =dp Ndg Ndz+dxz ANdy N\ dh — cdx A dy A dz.

Cette forme est clairement la somme de deux formes décomposables :

we=dpANdqANdz+dzAdy A (dh — cdz).
Considérons alors le changement de variables symplectique

be(T,y,2,p, 4, 1) = (x,y, h, p, g, c.h — 2).
On constate que

di(w) =dp ANdg N dh —dz A dy N dz.

Ainsi, modulo ce changement de variables, les solutions de 'EMA classique

hess(f) =1

sont les solutions des équations de Chynoweth-Sewell. Voici un exemple de telle
solution :
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LEMME 1.10. Lorsque n est impair, la fonction de n variables

Z_:rixj é—n
f(:cl,...,xn):Q/Kg (b+ )d¢, (a,b) € R
o n—1
est une solution de l'équation différentielle
hess(f) = 1.
En particulier, pour n = 3, une telle solution s’écrit
Vaytyztzz 5
fae) = | (b + 16%)de.
a

Une solution généralisée de (4) est alors
L= {($7y7 (CE + y)Oé, (y + Z)aa (Z + IL’)O[, C(ZE + y)O[ - Z)}7

avec

1 b
2 (xy + yz + 22)

=

o' +4)

3

3

Son front d’onde est
S(L)={zx+y=0}n{zy+yz+zz >0} =0.

L est donc une solution réguliere définie sur 'ouvert xy + yz + zz > 0.

2. Formes effectives sur un espace symplectique

Soit V2" un espace vectoriel réel de dimension 2n. On munit V d’une forme
symplectique €, i.e. ) est une forme bilinéaire antisymétrique non-dégénérée. Soit
I' : V — V* lisomorphisme induit par Q et I'* : A*(V) — A*(V*) sa puissance
extérieure. On note Xq € A?(V) I'unique bivecteur tel que I'*(Xq) = Q. Une base
(e1,...,€n, f1,-.., fn) est dite symplectique si dans la base duale, Q s’écrit

Q=elANfi+-Fe, N
Xq s’écrit dans une telle base symplectique
Xo=eANfit+--+eaA fa

On note Xy 'image réciproque par I' d’'une 1-forme 6 € V*. C’est I'unique vecteur
vérifiant pour tout Y € V,

0(Y) =Q(Xg,Y).
2.1. Les opérateurs 1 et T.

DEFINITION 1.11. On définit sur l’algébre extérieure A*(V*) de V' les opé-
rateurs
LoARV) = ARF2(V7), wiesixg (W)
T:ANV) = A2V, w—wAQ
[L,T]: AR(V) = AR V"), w— LTw—Tlw.

LEMME 1.12. Pour tout couple de formes (w,0) € A¥(V*) x V*, la relation
suivante est vérifiée

1OAw)=0AN Lw—ix,(w).
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DEMONSTRATION. Fixons une base symplectique (e1,...,en, f1,..., fn) de V.
Si 0 s’écrit dans cette base

n
0= el + Bif;,
i=1
alors Xy s’écrit
n
Xy = Zﬁz‘ei — a;fi.
i=1
Et donc

LOAw) =il (O Aw) = 3 g, (aw — 0 Aig, (@) =
=1 =1

(o f; (W) = ige; (W) + O Nignf, (W) = 0N Lw —ix, (w).

I
.M3

@
Il
—_

LEMME 1.13. Pour toute k-forme w,
[L, Tlw=(n—k)w.
DEMONSTRATION. Par récurrence sur k :
Si k=1 alors Lw = 0. Donc, d’apres 1.12,
[L,Tlw=1l(wAQ)=(LQYw —ix, Q= (n—1w.
Supposons maintenant le résultat vrai pour toute k-forme. Soit 6 une 1-forme et w
une k-forme sur V :
[L,TI0Aw)=LOAQAwW)— L(OAwW)AQ
=0NLT(w) —ix,( QANw)+ix, (W) ANQ—0ANTL(w)
=n—-k)0ANw—ix,(Q) Aw
=n—-k—-10Aw
et donc le résultat est vrai pour toute forme de degré k + 1. O
Par une récurrence immédiate on en déduit le
COROLLAIRE 1.14. Siw € A¥(V*), alors pour tout s > 0,
L, T lw=s(n—k—s+1)T5 w
(L5 Tw=s(n—k+s—1)L5tw.
LEMME 1.15.
L AR(V*) = AP2(V) est injective pour k > n + 1
T : AB(V*) — AM2(V*) est injective pour k < n — 1.
DEMONSTRATION. Soit w € A¥(V*) telle que Lw = 0 avec k > n + 1. D’aprés
1.14 on a pour tout s
13Téw = 15[, T*lw) = s(n — k — s + 1) L5175 1,
Puisque L Tw = (n — k)w, on en déduit alors que
1" T"w=nl1-k)(2—-Ek) - (n—Fk)w.
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Or T"w = 0 puisque qu’il n’y a qu’'une seule forme de degré k + 2n sur V. Et donc
w=0.
L’injectivité de T en degré k < n— 1 se montre de fagon tout a fait similaire. [J

2.2. Décomposition de 1’algébre des formes extérieures sur un espace
symplectique. Soit si(2,C) l'algebre de Lie des matrices complexes 2 x 2 de trace
nulle. Notons {E, F, H} la base canonique de sl(2,C) :

= a)r=(0 0= (3 %)

La propriété 1.13 des opérateurs L et T permet de munir A*(V*) ® C d’une
structure de sl(2,C)-module en posant

E=_1
F=T
H=1[LT].

Rappelons quelques résultats de la théorie des représentations de si(2, C). Soit W
un sl(2, C)-module de dimension finie m. Un sous-module de W est dit irréductible
si ses seuls sous-modules sont {0} et lui-méme. D’apres le théoreme de Weyl, W
s’écrit comme somme directe de sous-modules irréductibles

W=W&- - @&W,.

Un vecteur v non nul est dit primitif si v est un vecteur propre de H et si Fv = 0.
Tout sous-module Z possede un vecteur primitif. En effet H est un endomorphisme
C-linéaire sur Z et possede donc un vecteur propre vg € Z de valeur propre .
Si Evg est non nul alors Fvg est un vecteur propre de H de valeur propre A + 2.
Puisque H n’a qu’un nombre fini de valeurs propres, il existe nécessairemement
s> 1 tel que E%vg = 0 et B yy # 0. Le vecteur v = E* vy € Z est alors primitif.
Soit maintenant v un vecteur primitif de Z de valeur propre A. Posons v_1 = 0 et
v = %F ky. On vérifie aisément que

Hvk = ()\ — 2k)vk

Fup = (k’ + l)ka

FEv, = ()\ —k+ 1)Uk_1.
Ainsi, puisque Z est irréductible, A est nécessairement entier et une base de Z est
{vo,...,ux}. D’ou la proposition

PROPOSITION 1.16. Tout élément w de W se décompose en une somme
finie
v = Z Fivj
i,

les v étant des vecteurs primitifs.

Revenons maintenant au cas ou W = A*(V*)®C, V étant un espace symplectique
de dimension 2n.

DEFINITION 1.17. Une forme w € A*(V*) est dite effective si
lw=0.
L’espace des k-formes effectives sur V' est noté A?(V*).
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LEMME 1.18. Siw € A"(V*) alors w est effective si et seulement si wAQ = 0.

DEMONSTRATION. D’apres 1.13, 1 Tw = T Lw. De plus L : A"F2 — A?(V*) et
T : A"2(V*) — A™(V*) sont injectives. Deés lors

lwo=0Tlw=01Tw=0 Tw=0.
O

En vertu du lemme 1.13, les vecteurs primitifs du si(2, C)-module A*(V*) @ C
sont les formes o + i3 avec o et B € AF(V*).

THEOREME 1.19 (Hodge-Lepage-Lychagin I). Toute forme w € A¥(V*) se
décompose en une somme finie

w=uwy+ Twy + T2wy + - + Tow,
les w; €tant des formes effectives et uniquement déterminées par les relations
w; = aiJ_i(w — TSws — T5 g g — - — Ti+1(/.)i+1),

o
1 1

T idn—kti+t)n—k+it2) - (n—k+2i)

0%}

DEMONSTRATION. L’existence de cette décomposition provient de 1.16 en rem-
placant v par w et en identifiant les formes réelles de méme degré a gauche et a
droite de I’égalité. On a vu que pour toute forme effective € AZ(V*), on a

1"T"0=rlin—p—r+1)(n—p—r+2)---(n—p)é.
Donc 1*Tiw; =0 pour i < s et

L Tws=sln—k+s+1)(n—k+s+2) - (n—k+2s)ws.

On en déduit que L%w = L ws. On recommence alors avec w — T%w, et ainsi de
as S S
8

suite. O

2.3. Formes effectives et sous-espaces lagrangiens. Rappelons qu’un sous-
espace lagrangien d'un espace vectoriel symplectique (V2" Q) est un sous-espace
vectoriel L de dimension n de V' sur lequel s’annule la forme symplectique : Q| = 0.

Nous démontrons ici la propriété essentielle des formes effectives pour la théorie
des opérateurs de Monge-Ampere : une forme effective est “uniquement déterminée”,
a facteur conforme pres, par les sous-espaces lagrangiens sur lesquels elle s’annule.

Nous noterons par la suite pour § € A¥(V*) et A€V,

04 =14(0).
Commencons par une formule de récurrence :
LEMME 1.20. Soit A et B deuz vecteurs de V' tels que Q(A,B) = 1 et soit
W2n=2 Porthogonal symplectique de RA ® RB. Notons Q' la restriction de Q a W,

Q4 =i4(Q) la contraction de Q par A et Qp = ig(Q) la contraction de Q2 par B.
Toute forme effective w € A¥(V*) se décompose de maniére unique

Q/
n—k+1

les formes w; étant des formes effectives sur (W,)).

w=(QaNQp— YAwo+ Qa4 Awr 4+ Qp Aws + ws,
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DEMONSTRATION. w s’écrit de maniére unique dans la décomposition V = W @
RA®RB

w=QANQBANwy+ Qg Aw1 + QB A ws + ws,

avec w; € A*(W*) pour i = 0,...,3. Notons L’ et T’ les opérateurs associés a €.
Puisque w est effective, il vient

wo + gy /\J_’wl + Qp /\J_IWQ —I—J_/w;g =0.

Donc w; et wy sont effectives et |'ws = —wy. Posons alors 03 = (n—k+1)ws+Q Awp.
La forme 03 est effective. En effet

103 =—(n—k+1wo + ((n—1) — (k — 2))wp = 0.
Or
0 Q A
n—k+1 n—k+1 wo-
On en déduit le résultat. O

w=QANOBAwy+ Q4 Aw1 + QB Aws +

Pour le cas particulier ou & = n on obtient le

COROLLAIRE 1.21. Toute n-forme effective w sur un espace symplectique
(V,Q) de dimension 2n s’écrit de maniére unique dans la décomposition symplectique
V=Wo&RASRB

W= (QaNQB — Q) Awy+ Qs Awi + Qp A wo,
les formes wg,w1,ws €tant des formes effectives sur W.
REMARQUE 1.22. La formule suivante découle de ce corollaire
AZ(RE) = A2 (R22) @ AZTL(RO2) @ADL (R2),
En particulier, pour n = 3,
A3(R®) =R* @ AZ(R*) @ AZ(R).

Ainsi A2(R) est de dimension 4+5-+5 = 14. Notons aussi que l’espace des 2-formes
effectives sur RS, qui est ’orthogonal euclidien de Q dans l’espace des matrices an-

tisymétriques so(6) est aussi de dimension 14. Nous reviendrons plus loin sur cette
mystérieuse dimension 14.

LEMME 1.23. Soit w € A*(V*) tel que
waANQqa=0
pour tout A € V. Alors w = 0.

DEMONSTRATION. Par récurrence sur n.
Pour n = 1, soit w € AL(V*) = AY(V*). Comme wg A Q4 = w(A)4, on en
déduit que w(A) = 0 pour tout A et donc w = 0.
Soit maintenant w € A*(V*), V étant de dimension 2n, n > 2. D’apreés 1.20, w
s’écrit dans une décomposition symplectique V=W ®RA @ RB,
/

w:(QA/\QB— )AWO+QAAW1+QB/\W2+C03.

n—k+1



26 1. LE THEOREME DE HODGE-LEPAGE-LYCHAGIN

Or Q4 Awy = —Qy Awy = 0. Donc comme wy est une forme sur W (et donc
indépendante de Q4), on en déduit que wy = 0. De la méme fagon, wy = 0. Soit
maintenant C' € W. De wg A Q¢ = 0, il vient

ic(wo) AN Q/C’ =0
/

ic(w3> ANQo = A ic(u)o) A Qc.

n—k+1
Par récurrence, on déduit que wy = 0 et donc que w3 = 0. U

PROPOSITION 1.24. Soit (V,Q) un espace symplectique de dimension 2n et
w € A’;(V*) telle que w s’annule sur tout sous-espace isotrope de dimension k de V.
Alors w = 0.

DEMONSTRATION. Par récurrence sur n.

Le cas n = 1 est trivial puisque toutes les droites de V = R? sont isotropes.

Supposons la proposition vraie jusqu'au rang n, n > 1. Soit la décomposition
1.20

Q/
n—k+1
pour un choix arbitraire de A et B. Soit Y = Y7 A--- AYi_1 un sous-espace isotrope
de W.Dew(Y AA) =0, il vient we(Y) = 0. Donc, d’apres I'hypothese de récurrence,
wo =0.0rwgAwa = —wa A24 = 0. Mais ceci pour tout A. D’apres 1.23, w =0. 0O

THEOREME 1.25 (Hodge-Lepage-Lychagin IT). Soit deuz formes effectives w
et 0 de degré n sur un espace vectoriel symplectique de dimension 2n. Si 6 s’annule
sur tout sous-espace lagrangien sur lequel s’annule w alors il existe A € R tel que

0 = \w.

w:(QA/\QB— )/\WQ—I—QA/\LU1+QB/\W2+W3,

DEMONSTRATION. Encore une fois par récurrence.

Le cas n = 1 est trivial puisque deux formes qui ont méme noyau sont propor-
tionnelles.

Supposons le résultat vrai au rang n — 1. Ecrivons les décompositions 1.21 de w
et # pour un choix arbitraire de A et B :

w:(QA/\QB—Q’)/\w0+QA/\w1+QBAw2
9:(QA/\QB—Q’)A6’0+QA/\01+QB/\92.

Soit L un sous-espace lagrangien de W. Si wa(L) = 0 alors w(L A A) = 0, donc
O(L A A) =0 et donc 02(L) = 0. D’apres I'hypothese de récurrence 0 = Agws. De la
méme fagon, 6; = Ajw;. Soit = w — A1(0) :

é = (QA ANQp — Q/) /\é() + ()\2 — )\1)93 A wa.
Soit L = L1 A--- A L, sous-espace lagrangien de W. Soit U une solution du systeme
linéaire a n + 1 équations et 2n inconnues

Q(L;,U) = 0
QA U) =0
w(LAU)=0.

L AU est un sous-espace lagrangien de V' donc, nécessairement, Q(B,U) # 0. De
plus w(L AU) =0, donc (L AU) = 0. Or,

0(L VAN U) = (/\2 — )\1)9(3, U)WQ(L) =0.
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De 1.24, on déduit que (A2 — A1)we = 0. Ainsi
0= (QaAQp—Q)Ab.

Soit Y = Y7 A -+ AY,_o un sous-espace isotrope de W. Complétons Y en un
sous-espace lagrangien Y A X de W. Soit U une solution du systeme

Q(Y;,U) =0
QA+ X,U)=0
w(Y AU A (A+ X)) =0.
Comme w(Y AUA(A+X))=0,0Y AUA(A+ X)) =0.Or,
OY NU N (A+ X)) = QA TU)0(Y).

Donc 6y(Y) = 0, puisque nécessairement Q(A,U) # 0. Et ceci pour tout sous-espace
isotrope Y de W. D’apres 1.24, 6§y = 0. Finalement 8 = 0 et donc 6 = \jw. U

3. Opérateurs pluriharmoniques

Existe-t-il une version complexe de la théorie des opérateurs de Monge-Ampere ?
Que se passe t’il lorsque que 1’on suppose que notre variété M est complexe 7 Il y
a trois approches naturelles distinctes :

(1) la premieére consiste a substituer les les variables complexes z et Z aux
variables réelles = et y. Ainsi I’équation

o*f O
B )=

020z 072

(avec f: C — R) est appelée en général équation de Monge-Ampere com-
plexe. C’est pourtant I’équation de Monge-Ampeére réelle

af? of 0%f |2 1

0x? Oy? (83383/) 4

(2) la seconde consiste a remplacer partout le mot lisse par le mot holomorphe

(fonction holomorphe, forme holomorphe, sous-variété holomorphe ...). On
peut alors définir un opérateur de Monge-Ampere holomorphe de fagon tout
a fait analogue au cas lisse. Remarquons que les équations que ’on obtient
sont en fait des “systemes de Monge-Ampere” (en distinguant partie réelle
et partie imaginaire).

(3) la troisieme consiste a s’intéresser plus a la structure bisymplectique du
fibré cotangent T*M qu’a sa structure complexe. On considére que deux
opérateurs de Monge-Ampere (réels) sont équivalents lorsqu’ils ont les mémes
solutions généralisées bilagrangiennes.

Nous voulons développer dans cette partie cette troisieme approche. Celle-ci est
motivée par un exemple analogue a celui des sous-variétés lagrangiennes spéciales :
les sous-variétés kiahlériennes spéciales issues de la théorie des cordes. La notion
de structure kdhlérienne spéciale a été récemment formalisée par D. Freed ([F)) :
une variété kahlérienne spéciale est une variété kiahlérienne (N, g, I, 2) munie d’une
connexion plate et sans torsion V telle que Vw = 0 et dyl = 0. Hitchin a montré
dans [Hi2] que l'espace des modules de sous-variétés lagrangiennes complexes pou-
vait étre muni d’une structure kahlérienne spéciale. Il a pour cela caractérisé les



28 1. LE THEOREME DE HODGE-LEPAGE-LYCHAGIN

variétés kahlériennes spéciales comme des sous-variétés bilagrangiennes d’un certain
espace symplectique complexe. Plus précisément soit (V2",6) un espace vectoriel
symplectique réel. Hitchin munit V' x V de deux formes symplectiques €21 et 29 et
d’une pseudo métrique g définies comme suit

0 (A, B), (A, B"))=0(A,A") — 0(B,B)
2 ((A,B),(A,B")) =0(A,B")+0(B, A
9((A, B), (4, B)) = L10(A, B) + 0(A'B)}.

Il a montré que si une sous-variété bilagrangienne M de (V xV, Qq, Q9) est transverse
aux deux projections sur V alors g induit une (pseudo) métrique kahlérienne spéciale
sur M et réciproquement toute métrique kahlérienne spéciale sur une variété M est
localement induite par un tel plongement M — V x V. Ce résultat s’interpréte du
point de vue des opérateurs de Monge-Ampere. Identifions pour cela (V,6) a (C",0)
ou 6 est la forme de Kéhler canonique et identifions le cotangent réel de C™ a C™ x C"
via l'isomorphisme (z,y,p, q) — (z + iy, p — iq). La forme Q; devient alors la forme
symplectique réelle naturelle sur T*C"™ et Q = Q1 + i€2o est la forme symplectique
complexe. Soit f : C" — R une fonction lisse et df : C* — T*C" la section as-
sociée. Le graphe de df est bilagrangien si et seulement si f est pluriharmonique
et il est transverse aux deux projections si et seulement si hess(f) # 0. Ainsi les
variétés kahlériennes spéciales sont essentiellement des solutions généralisées pluri-
harmoniques des équations de Monge-Ampere hess(f) = 1 ou hess(f) = —1.

Nous nous proposons ici de formaliser cette notion d’opérateurs de Monge-
Ampere pluriharmonique par une approche analogue a celle de Lychagin.

3.1. Sous-variétés lagrangiennes complexes. Les objets essentiels associés
aux opérateurs pluriharmoniques sont les sous-variétés lagrangiennes complexes. En
fait nous nous intéressons plus a leur propriété bilagrangienne qu’a leur structure
complexe mais ce sont deux notions équivalentes comme 1’a montré Hitchin dans

[Hi3] :

PROPOSITION 1.26 (Hitchin). Soit (N, = Q + iQ2) une variété sym-
plectique complexe de dimension complexe 2n et L C M une sous-variété réelle de
dimension réelle 2n. La sous-variété L est lagrangienne compleze (i.e. Q| = 0 et

L est une sous-variété complexe) si et seulement si L est bilagrangienne réelle i.e.
M| = QL =0.

La structure symplectique complexe qui nous intéresse ici est celle que ’on peut
définir sur le cotangent réel T*M d’une variété complexe M : soit z = (z1,...,2,)
un systéme de coordonnées complexes sur M et (z,y) = (T1,...,Tn,Y1,---,Yn) le
systeme de coordonnées réelles associé. Le cotangent réel T*M s’identifie naturelle-
ment au cotangent holomorphe T*M¢ via I'isomorphisme

Cet isomorphisme permet de munir 7% M

(1) d’une structure complexe I :

0 0
I— = —
O Vv

apj dq;
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(2) de deux formes symplectiques réelles 1 et Qo = —Q4(1.,.) :

0 = de] N dpj + dy; A dg;
j=1

Qo = Zdyj A dpj — d:l?j A\ de
j=1

(3) d’une forme symplectique holomorphe ©Q = Q; + i :

Q= "dz Adw,
j=1
avec dzj = dxj +idy; et dw; = dp; — idg;.

DEFINITION 1.27. Une fonction lisse sur f : M — R est dite pluriharmo-
nique si (df)*(2) =0 ou df : M — T*M est la section du fibré cotangent associé a

On note H(M) ’ensemble des fonctions pluriharmoniques sur M.

Puisque ) est la forme symplectique naturelle sur T*M, (df)*Q; = 0 pour
toute fonction lisse f. Ainsi une fonction f est pluriharmonique si et seulement si

(df)*(Q2) = 0 ie.

*r S
Ox;0yr  O0x10y;
rf L PF
dxjOxy,  0y;0y '
pour j,k =1,...,n. Toute fonction pluriharmonique est la partie réelle d’une fonc-

tion holomorphe sur M.

Si f: M — R est pluriharmonique alors I'image dans T*M¢ par © du graphe
de df est le graphe de dF ou F : M — C est une fonction holomorphe telle
que f = 2Re(F'). Le graphe de dF' est une sous-variété lagrangienne complexe de
(T*Mc, Qc) et donc le graphe de df est une sous-variété lagrangienne complexe de
(T*M, Q). Et réciproquement toute sous-variété lagrangienne complexe de (7% M, Q)
qui se projette bien est localement le graphe de df pour une certaine fonction pluri-
harmonique f. Nous retrouvons ici le résultat de Hitchin (proposition 1.26).

REMARQUE 1.28. Les sous-variétés lagrangiennes complexes de T*C? = C*
sont en fait toutes lagrangiennes spéciales pour une autre structure complexe. Pour
voir cela on peut identifier C* & l’algébre normée des octonions (0, ( , )). C’est
une algébre non associative et non commutative de dimension 8 munie d’un produit
scalaire { , ) compatible avec la mutiplication :

(zy, zy) = (z,7) - (y,y)

pour tous x,y € Q (voir par exemple [Ha]). Le tableau 1 donne la table de multipli-
cation des octonions dans la base canonique (1,1, j,k, ¢, i€, je, ke) de Q = RS.
Tout élément X de R® peut s’écrire

X =x1+p1i+wn1J + gk + xoe + pate + yo2je + qoke
= [(w1 + p1i) + (y1 + qui)j] + [(z2 + p2i) + (y2 + q2i)j]e
= [(z1 +y17) + (p1 — @17)i] + [(z2 + y27) + (P2 — q2)je.
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~ |1 i J k € e | je | ke
111 ) 7 k € i€ je | ke
il i | —1 k —j | i€ | —e | —ke | je
j 171 -k -1 i je | ke | —e | —ie
k| k| j —i | =1 | ke | —je| ie | —¢
€| e | —ie| —je|—ke|—-1| i J

i€ |ie| € | —ke| je | =i | =1 | =k | j
je | je | ke e | —te | —j| k -1 | —i
ke | ke | —je | e e | —k| —jJ i -1

TAB. 1. Table de multiplication de O

Notons
M =dzy ANdpr + dy1 Adqy + dxy A dp2 + dya A dga
et notons (ry1,r2,73,74) le systéme de coordonnées complexe sur R® associé a la

structure complexe i : 11 = x1 + ip1, ro = Y1 + iq1, T3 = To +ip2 et 4 = Yo + iqo.
La forme lagrangienne spéciale pour la structure complexe i est

6= Im(drl Adrg A drs N d7‘4)

et une sous-variété lagrangienne réelle L de (R®, Q1) est lagrangienne spéciale (pour
un bon choix d’orientation)) si et seulement si 3|, = 0.

Soit maintenant (z1, w1, 22, wa) le systéme de coordonnées complexe associé a la
structure complexe j : z1 = x1 + ty1, w1 = P1 — 1q1, 22 = Ta +1Y2 et wa = P2 — jqo.
Soit Q = dz1 A dwi + dzo N\ dwy. On constate que

{Ql = Re()

08 = Im(Q) VAN (dp1 ANdgr — dxy A\ dyy + dpa A dgo — dzo A dyg),

et donc toute sous-variété lagrangienne complexe de (R®,€),7) est une sous-variété
lagrangienne spéciale de (R®,€q,1).

3.2. Opérateurs pluriharmoniques.

DEFINITION 1.29. Soit M une variété complexe de dimension complexen et
w € Q2(T*M) une 2n-forme différentielle réelle sur le cotangent T*M . L’opérateur
de Monge-Ampére pluriharmonique A, associé a w est l'opérateur différentiel

A, H(M) — Q" (M)

défini par
Au(f) = (df)*(w).
DEFINITION 1.30. (1) Une solution réguliere pluriharmonique de ’é-
quation de Monge-Ampére A, = 0 est une fonction pluriharmonique f telle
que A, (f) =0.

(2) Une solution généralisée pluriharmonique de 1’équation de Monge-Ampére
A, = 0 est une sous-variété lagrangienne complexe L de (T*M,Q) telle
que w|r, = 0.
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Le groupe des symplectomorphismes complexes Sp(€2, C) agit de maniére natu-
relle sur I’ensemble des opérateurs de Monge-Ampere pluriharmoniques :

F- Aw = AF*w

et si deux opérateurs sont dans la méme orbite les solutions des équations associées
le sont également :

PROPOSITION 1.31. Soit F' un symplectomorphisme de la variéte symplec-
tique complexe (T*M,Q) et A, un opérateur de Monge-Ampere pluriharmonique.

L est une solution généralisée de A+, = 0 si et seulement si F(L) est une
solution généralisée de A, = 0.

Nous montrons plus loin un théoreme de décomposition analogue au théoreme
de décomposition de Hodge-Lepage-Lychagin (théoreme 1.19). Essentiellement nous
montrons que toute forme w € Q2" (T*M) se décompose

w=wy+wi AQ1+ws AQg,

wo étant bieffective (i.e. wy A Q1 = wg A Qo = 0) et uniquement déterminée. Puisque
du point de vue des opérateurs pluriharmoniques,

Ay = Ay,

on a une correspondance entre opérateurs pluriharmoniques et formes bieffectives.
Cette correspondance n’est a priori pas biunivoque mais nous montrerons dans la
deuxieme partie de cette these sur quelques exemples comment elle permet d’une part
de distinguer simplement deux équations de Monge-Ampere qui n’ont pas méme so-
lutions pluriharmoniques et comment elle permet d’autre part de décrire précisément
la grassmannienne des solutions pluriharmoniques d’une équation de Monge-Ampere
donnée.






CHAPITRE 2

Géomeétrie des formes effectives

Il ne faut pour définir I’algebre extérieure d’un espace vectoriel donné que quel-
ques outils simples d’algebre linéaire. Mais la complexité des calculs explicites et la
taille tres vite gigantesque des espaces étudiés font que cet objet reste relativement
mystérieux aujourd’hui, certains le qualifiant méme de “sauvage”.

Cependant, en petites dimensions les calculs restent raisonnables ou tout du
moins informatisables. Ainsi par exemple I'action du groupe Sp(3) sur A2(RY) est
maintenant bien comprise. Les orbites génériques sont de codimension 1 et il est
possible de dresser une liste exhaustive de toutes les orbites. Cela nous permet de
classifier les équations de Monge-Ampere en dimension 3 : on peut dire si deux telles
équations sont essentiellement différentes ou si elles ne sont que deux expressions
d’un méme phénomene.

Il y a une dualité naturelle entre formes extérieures et sous-espaces vectoriels : les
formes de degré k sont aux sous-espaces de codimension k ce que les formes linéaires
sont aux hyperplans. Ainsi, comprendre 'algebre extérieure d’un espace vectoriel,
c’est comprendre 1'organisation de ses sous-espaces et c’est pourquoi beaucoup de
structures géométriques sont encodées dans cette algebre extérieure. Par exemple,
une structure complexe sur notre espace vectoriel peut étre vue comme une forme
symplectique dans notre algebre extérieure. Cette approche plus globale donne un
autre éclairage sur les équations de Monge-Ampere. Ces équations sont I’expression
locale d’une certaine structure géométrique sur ’espace ambiant et la théorie des
opérateurs de Monge-Ampere permet de reconstruire cette structure & partir d’une
équation donnée.

Le but de ce chapitre est de concilier ces deux points de vue pour avoir une
compréhension géométrique plus compléte des équations de Monge-Ampere. Nous
avons pris le parti de traiter les calculs les plus difficiles en annexe pour que le
lecteur ne perde pas le fil de la démonstration. Nous avons cependant conscience
que I'étude systématique des formes extérieures peut paraitre peu intuitive et trop
technique mais nous pensons que les interprétations géométriques qui en découleront
la justifient.

Nous dressons tout d’abord une liste exhaustive des différentes orbites de ’action
du groupe Sp(3) sur A3(R®). Nous prenons ensuite un peu de recul pour mieux
comprendre cette action et les invariants associés. Dans une troisieme partie nous
introduisons la notion de forme bieffective et effectuons une petite incursion dans le
monde des 4-formes.

1. Classification symplectique des 3-formes effectives

Nous dressons dans cette partie la liste de toutes les orbites de ’action du groupe
symplectique Sp(3) sur I'espace des formes effectives A3(R%). Nous complétons en

33
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fait une liste proposée par Lychagin et Roubtsov ([LR2]) et dans laquelle manquait
une famille d’orbite, la famille “lagrangienne spéciale”.

La classification complexe correspondante a été obtenue par Igusa ([I]) et Popov
([Po]) mais nous adoptons une autre approche pour le cas réel. La démonstration se
fait en quelque sorte par récurrence. Nous partons de la classification bien connue des
2-formes effectives en dimension 4 (proposition 2.1) et nous appliquons la formule
de récurrence 1.21 en fixant une décomposition canonique pour chaque forme en
utilisant 'invariant de Lychagin-Roubtsov.

Nous commencons par rappeler ce qu’est cet invariant et en donnons quelques
propriétés remarquables. Nous énoncons et démontrons ensuite le théoreme de clas-
sification symplectique des 3-formes effectives. Nous calculons enfin le stabilisateur
des orbites les plus représentatives (du point vue des opérateurs de Monge-Ampere)
et leur prolongation. Nous montrons en fait que cette prolongation est toujours
nulle. Nous utiliserons ce résultat au chapitre 3 pour construire des obstructions a
I’équivalence locale de deux équations de Monge-Ampere.

PROPOSITION 2.1. Soit (W*, Q) un espace vectoriel symplectique de dimen-
sion 4 et w € A2(W*) une 2-forme effective sur V. Notons pf(w) le pfaffien de w
défini par

wAw
fw) = .
pfw) =574

Il existe une base symplectique (e, ez, f1, f2) de (W,Q) dans laquelle w s’écrit
(1) w=AejANes— fiNf3) siw est elliptique (pf(w) > 0),

(2) w=AeiNes+ fT A fS) siw est hyperbolique (pf(w) < 0),

(3) w= el Aes siw est parabolique (pf(w) =0).

Fixons maintenant un espace vectoriel symplectique (V, ) de dimension 6. Rap-
pelons que A2(V*) désigne I'espace des 3-formes effectives sur (V,€2). Nous noterons
Q4 la contraction de € par un vecteur A et plus généralement wx = ix(w) pour
XeVetweAF(VY).

1.1. L’invariant quadratique de Lychagin-Roubtsov.

DEFINITION 2.2. L’%nvariant quadratique de Lychagin et Roubtsov associé
a une forme effective w € A3(V*) est la forme quadratique q, € S*(V*) définie par
1

Qw(X) = _ZJ—Q(WX /\wX).

¢ est un invariant pour Iaction du groupe symplectique Sp(3) au sens suivant :
si F' € Sp(3) alors
qrw(FX) = qu(F71X).
Cet invariant nous donne en fait les racines (éventuellement complexes) du polynoéme
(wx—£0)3
O3

caractéristique P, (§) = de wx,

Puy (§) = &€ = V(X)) (€ + V(X))

Nous avons vu (1.21) que pour toute 3-forme effective w sur V' et tout couple de
vecteurs (4, B) € V x V tel que Q(A, B) = 1, il existe un unique triplet de formes
(wo, w1, wa) € V* x A2(W*) x A2(W*) vérifiant la relation

W= (QaNQB — Q) Awo+ Qa4 Awi + QB A wo,
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Q' désignant la restriction de  a Porthognal symplectique W de RA®RB. Nous par-
lerons par la suite de décomposition symplectique (woy,w1,ws) de w associée au triplet
(A, B,W). Cet invariant g, nous donne des informations sur une telle décomposition.
FEn effet
wy Awg = —qu,(A)QY AN
w1 Awy = qu(A, B)YQY AN
et donc
wsy est non dégénérée sur W & q,(A) #0
wi Awe =0 q,(A,B)=0
(nous notons aussi ¢, la forme bilinéaire symétrique associée a q,).
Grace & cet invariant, nous pouvons choisir A et B pour lesquels la décomposition
(wo,w1,w2) de w est “canonique” comme 'explique la proposition suivante.

PROPOSITION 2.3. Soit w € A3(V*) une forme effective dont l'invariant de
Lychagin-Roubtsov n’est pas identiquement nul sur V. Il existe deuxr vecteurs A et
B de V et un couple (wi,ws) de formes effectives sur le sous-espace symplectique
(W, ) de (V,Q) orthogonal ¢ RA & RB telles que

w=Q4ANw1+ QB Awy
w1 Awy =20
w1 Awy # 0.

DEMONSTRATION. Choisissons A € V tel que ¢,(A) # 0. Notons E4 le noyau
de 'application wy : V — V*. Remarquons tout d’abord que E4 est de dimension
2. En effet soit un supplémentaire Z de E4. La forme w4 est non dégénérée sur Z
donc Z est de dimension paire. De plus wa A wa € A*(Z*) est non nulle donc Z
est de dimension au moins 4. Ainsi £4 est de dimension paire et au plus 2. Comme
A€ Ey, E4 est de dimension 2.

Montrons maintenant qu’il existe By € E4 tel que Q(A, By) = 1. Soit B € V tel
que Q(A, B) =1 et soit W l'orthogonal symplectique de RA @ RB. Soit (wp,w1,ws)
la décomposition symplectique de w associée a (A, B, W). Choisissons By € F4 tel
que A A By # 0 et écrivons B sous la forme

B, =D+ oA+ (B,
avec D € W. Supposons par I'absurde que § = 0. De
w = (QAAQB—QI)/\WQ+QA/\W1+QB N wa,
il vient
0 =iarpw = ipw2 — 24 Nip,wp.
et donc ipwy = 0. Or wo est non dégénérée sur W puisque ¢, (A) # 0. Donc D =0

et nécessairement B1 = aA, ce qui contredit notre hypothese initiale. Finalement
By = 4B1 € Ej et vérifie Q(A, By) = 1.

Soit alors By = By + tA avec t = _82(A.Bo) guit (6o, 01,02) la décomposition

w (A)
symplectique associée a (A, By). Puisque igxp, = 0, nécessairement 6y = 0. De plus
gw(A, B2) = 0 donc 01 A 03 = 0. Le couple (A, By) convient donc. O

Le cas des formes vérifiant g, = 0 est plus simple. Elles sont en fait toutes dans la
méme orbite. Montrons tout d’abord un petit lemme préliminaire avant de montrer
cette assertion.
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LEMME 2.4. Siw € A3(V*) vérifie w Awx = 0 pour tout X € V alors il existe
Y € V- {0} tel que wy = 0.

DEMONSTRATION. Soit A un vecteur non nul de V. De w A wy = 0 il vient
wa ANwyg = 0. La 2-forme w4 est donc décomposable et E4 est donc de dimension
au moins 4. Il existe alors B tel que Q(A, B) = 1 et wanp = 0. Soit W I'orthogonal
symplectique de RAGRB et (wp, w1, ws) la décomposition symplectique de w associée
a (A, B,W). Puisque wgrp = 0, nécessairement wy = 0. De plus comme wgAw4 = 0,
nécessairement ¢, (A) = 0 et donc w; est une 2-forme décomposable sur W : wy =
Qu, ANQy, avec Uy et Vi € W. De la méme facon wy = Qp, Ay, avec Uz et Vo € W
Comme w1 et wo sont effectives, on déduit que

Q(U, V1) = Q(Usy, V) = 0.
Ainsi w s’écrit
w=Q4NQ, ANQy, + QA Qu, A Qy,.

Si wy, = 0 la preuve est finie. Sinon, comme

wy, = QUL U2)p A Qy, + Q(Va, U2 A Qu,,
on peut supposer que Q(Uy, Us) # 0. Soit alors
Q(Va, Uh)
Q(Uy,Us)
De Q(U1,V5) = 0, il vient Qp, = Q(Us, V5)2p A Qyy. Or w Awa, =0, dot

Quy Ay Ay =0

Vo=V — Us.

et donc
On en déduit donc que wyy = 0. O

PROPOSITION 2.5. Soit w € A2(V*) une 3-forme effective dont l’invariant
de Lychagin-Roubtsov est identiquement nul sur V. Si w est non nulle il existe une
base symplectique (e1, ez, es, f1, fo, f3) de V dans laquelle

w=f{ Nes Aes.
DEMONSTRATION. Pour tous X et Y € V, 12(wxy Awy) = 0. D’apres 1.14, on
sait que
[L%T]@) =0
pour toute 4-forme . Ainsi, pour tous X et Y € V,
12T (wx Awy) = T1}wx Awy) = 0.

Mais L : AF(V*) — AF=2(V*) est injective pour k > 4. Donc Q Awx A wy = 0 pour
tous X, Y € V. Or wAQ =0donc Qy Aw = Q Awy. Ainsi Qy Aw Awx = 0 pour
tous X,Y € V et donc w A wx = 0 pour tous X € V. D’apres le lemme précédent
il existe A € V — {0} tel que wa = 0. Soit alors B € V tel que Q2(A,B) = 1 et
(wo,w1,w2) la décomposition symplectique de w associée a (A, B). Comme w4 = 0,
nécessairement wg et wy sont nulles. Ainsi

w=uwi AQ4yu.

Or ¢,(A) = 0. Donc w; est décomposable. La proposition est démontrée. O
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1.2. Le théoréme de classification. Soit w € A2(V*) telle que ¢, # 0. Choi-
sissons (A, B, W) comme dans la proposition 2.3 :

w=804 ANwi + Qp A wo,

w1 et wy étant effectives sur 'espace symplectique (W, Q') et ' et wy étant effectives
sur l'espace symplectique (W, w1).

Q' étant non dégénérée, ) est nécessairement elliptique ou hyperbolique sur
(W,w1). La forme wy peut étre par contre elliptique, hyperbolique, parabolique ou
méme nulle. Une étude systématique de ces huit cas nous donne la liste complete de
toutes les orbites possibles. Cette étude est un peu longue et répétitive, aussi nous
ne donnons les détails que pour un seul cas ! qui nous semble le plus exemplaire :
) et wy sont elliptiques sur (W, wy).

Puisque wy est elliptique sur (W,wy), d’apres le théoreme de classification des
2-formes effectives (proposition 2.1), il existe une base (aj,as,b1,by) de W dans
laquelle

w1 = aj Ab] + a3 Ab;
we = Aaj A b5 — a3 AbY).
Comme Q' Awy = Q' Aws = 0, il existe quatre réels p, q,r, s tels que
Q = paj A ay+ gb] ANb5+r(al Aby+ab AbY) + s(al AbT —ab Ab3).

De plus pq + 72 + s?> < 0 puisque € est elliptique. En particulier, p et ¢ ne peuvent
étre nuls. Soit A; et B; les transformations dépendant du parametre réel ¢ définies
dans la base duale (af, a3, b}, b3) par

0
-1

0

1

OO O
SO = O
O = O

A; et By laissent invariantes wi,ws et agissent sur §2 de la facon suivante

{(p,q,?", 8) i (p_ qt2 - 2St,q,7’,8 + qt)
B
(pvq’ra S) — (p - qt2 + 2Tta q, 7, T — qt)

Appliquons alors la transformation B, puis la transformation A, avec u = —g et

V= —2. Dans la nouvelle base on obtient
w1 = aj Aby + a3 A b,
wo = ANaj Aby — a5 AbY), A#D0,
Q =paj ANay+gbi AbS,  pg<O0.

Apres avoir appliqué la transformation (qui laisse invariantes w; et ws)

e 0 0 0

0 e 0 0
F= 0 0 et 0|

0 0 0 et

Lyoir Annexe A pour les autres
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avec et = —% > 0, on obtient ’expression suivante pour

QO = p(al Aak— b AbY)
Soit la base symplectique (c1, co, c3,d1,da,d3) de (V,Q) définie par
Cl1 — B, dl =-A
2= —a1, dy=as
cg = —b1, d3= —bo.
1
Dans cette base w = Q4 A w1 + Qp A wy s’écrit
1 A A
w= ANy =i NdyNd3+ —cy Ndy Ad3y — —c3 Ady Ads.
u 7 [

Posons alors § = ev? avec ¢ = +1 et définissons la nouvelle base symplectique

(617627637f17f25f3) de (V7 Q) par

e1=—pcr, fi=-1d

m
1
ey = ey, fo = 5da
1
e3 =vds,  f3=—7cs.

Nous obtenons finalement ’expression suivante de w
w=CINE NS — NS A S5 +ees Aey A ST —sE2fE A F3 A F.
En étudiant ainsi tous les cas possibles on obtient alors le théoréme

THEOREME 2.6. Soit (ey, ea,es, f1, f2, f3) une base symplectique d’un espace
vectoriel symplectique de dimension 6. Toute 3-forme effective est dans une et une
seule des Sp(3)-orbites décrites dans la table 1.

w Q £(qw)

1 efNesNes +YfTANFEANFL Y #0 F(eifi +esfs +eifs) (3,3)

2 JiNesNes — f3 Nej Aeg —(e1)? — (e3)* — (e3)? (0,6)
tfiAei Aes —VAfEAFSAFS v A0 | +2(=(f)° = (5)° = (f3))

3 finesNes+ f5Nel Nes (e7)? — 6’2‘)2 + (e§)2 (4,2)
TN Nes TN AfE v #0 | ()2 - (F)% + (f5)?)

4| finesNes — f5 Nel Nes+ i Nef Aej —(e1)? = (e3)* — (e3)* (0,3)

5| finesNes+f3Nes Nes+ fiAel Aes (€5)? — (e3)? + (e3)? (2,1)

6 JiNeiNes +f3 Nef ANej (e1)? (1,0)

7 fENnesNes — f3 Net Nej —(e7)? (0,1)

8 finesnes 0 (0,0)

9 0 0 (0,0)

TAB. 1. Classification des 3-formes effectives en dimension 6

REMARQUE 2.7. Ce théoreme dit que deux formes effectives données non
nulles sont dans la méme orbite pour l'action du groupe Sp(3) si et seulement les
wvariants de Lychagin-Roubtsov associés ont méme déterminant et méme signature.
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COROLLAIRE 2.8. Toute équation de Monge-Ampére symplectique (en trois
variables) et a coefficients constants peut étre transformée par un changement de
variable linéaire symplectique en une et une seule des équations suivantes

hess(f) =1

0’f  O%f

2 2

Oxy O3

0% f

Ox?

REMARQUE 2.9. On constate ainsi en regardant chacune des orbites qu’une

EMAS a coefficients constants A, = 0 est non linéarisable si et seulement si q,, est

non dégénérée. Cetle remarque nous donne une condition nécessaire pour qu’une

équation de Monge-Ampere symplectique A, = 0 a coefficients lisse soit linéarisable :
il faut que q, soit partout dégénérée.

=0

1.3. Les stabilisateurs des orbites principales et leur prolongation.
Nous nous intéressons maintenant aux trois familles d’orbites “non dégénérées”

egNey Nez+ YT A fa Af3y #0
Finenes—f3NetAes+ fEnelnes — v fEAf5 A f3 v #0
finesnes+fineANes+ fanel ney +V2fF NS A v #0.
Nous verrons plus loin comment Hitchin a donné un sens précis a cette notion de
3-forme non dégénérée. Nous gardons pour l'instant a 'esprit que ces trois familles
d’orbites correspondent aux équations qui sont “réellement” de Monge-Ampere, c’est

a dire non linéarisables.
Nous commencons par calculer le stabilisateur de chacune de ces familles d’or-

bites. Rappelons que 'action du groupe de Lie Sp(3) sur A2(V*) induit I’action
infinitésimale de 1’algebre de Lie sp(3) définie par

X w= Lx(w),

pour X € sp(3) et w € A3(V*). Le stabilisateur d'une forme effective w est alors la
sous-algebre de Lie de sp(3)

Go ={X €sp(3) : Lx(w) = 0},
et s’identifie a ’espace tangent 117G, ou
G, ={F € Sp(3) : F*w = w}.
Un calcul direct(effectué a I’aide de Maple V) nous donne la proposition suivante

PROPOSITION 2.10. Les stabilisateurs des trois familles d’orbites non dégénérées
sont
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(1) w=eiNes Nes+vfiAfs AN fs, v #0

T, = {(g _%t> :Be 51(3,R)};

(2)w:ff/\e’g/\e;;—f;/\e’{/\e§+f§‘/\e’f/\e§—szf/\fék/\fg‘,1/7&0

( 0 a 3 A1 &1 &
—a 0 0 &1 A &
_ -5 -y 0 & & A3 | - .
jw - —1/2)\1 —I/2€1 —I/2€2 0 o ﬂ . )\1+)\2+>\3 =0 )
—26 =P =¥ —a 0 vy
—v2% 1% —viy B -y 0

(3)w:ff/\e’ﬁ/\e§+f5‘/\e’{/\e§+f§/\ef/\e’é%—zﬂf{‘/\f;/\fg‘,1/7&0

( 0 a B A& &
a 0 0% &1 A &3
_ -3 y 0 & & oA |, _ .
jw - _VZ)\l I/2€1 —I/2€2 0 —a ﬂ . )\1 )\2+)\3 —0 )
v 1P V% —a 00—y

-6 v -\ -3 -y 0 )

Nous nous proposons maintenant de calculer les prolongations de ces trois algebres
de Lie. Rappelons que si G est une algébre de Lie de matrices, i.e. G C V ® V*, sa
premiere prolongation est définie par

G ={T € Hom(V,G) : T(u).v = T(v).u}
(voir par exemple [GS1]). On définit ensuite par récurrence G*) = (GE=1)1) | Ainsi
¢ =(ve SQ(V*)) N (g ® V*)
gM = (Ve sHi ) n (ge sh)).
L’algebre de Lie graduée
¢* =gV a0 agVg...e¢Wa...

avec G 1) =V et Q(O) = G est une sous-algebre de Lie de ’algebre de Lie graduée
des champs de vecteurs sur V & coefficients polynomiaux

Vo (V@V*) ) (V@S%V*)) @D (V@S’“(V*)) D
Dans le cas qui nous intéresse ici, G = G, est une sous-algebre de Lie de
B A o
sp(3) = { <C —Bt> :Aet C symetrlques}.
Un élément 6 € sp(3) @ V* C V ® V* ® V* peut s’écrire comme suit
3
0= Z bfjei®e§®e’,§+a§jei®ff®ez+6fjfi®e; ® e, _bé?ifi®f;®€z

ij k=1

+iPe e @ fi +alPae fiefi+dP oo i - e e f
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By Ag _
avec <Ck —B,i) € sp(3) pour k =1,...,6. Et donc

0 c (sp(3) ® V*) n (v ® SQ(V*))

si et seulement si les égalités suivantes sont vérifiées pour ¢, 5,k =1,...,3
bi‘cj = by,
C?j = Cgk’
i =l
AU
bffg =al,,
b{;i = —02*3.

Ces relations nous permettent de vérifier que Qo(}) est nulle pour chacune des
trois orbites non dégénérées.

PROPOSITION 2.11. Soit w € A3(V*) une forme effective appartenant a
l'une des trois orbites non dégénérées. Alors

gV =o.

Les différents calculs effectués dans cette partie sont résumés dans le tableau 2.

Aw =0 gw c(ul)
hess(f) =1 sl(3,R) | 0O
Af —hess(f) =0 su(3) 0
Of +hess(f) =0 | su(2,1) | 0

TAB. 2. Stabilisateurs des 3-formes effectives non dégénérées et leur prolongation

2. L’approche de Hitchin

Dans son article The Geometry of 3-forms in siz and seven dimensions ([Hi3]),
Hitchin s’est intéressé & I’action du groupe SL(6,R) sur A3(R®). Sa motivation était
de caractériser les formes différentielles sur une variété de dimension 6 a partir
desquelles on peut éventuellement construire une structure de Calabi-Yau. Il a donné
un sens a la notion de 3-forme non dégénérée et défini un invariant associé a chacune
de ses 3-formes qui est soit une structure produit soit une structure complexe dans
le cas non dégénéré. Nous nous proposons dans cette partie de montrer comment les
résultats de Hitchin s’appliquent aux formes effectives et complétent ainsi I’approche
de Lychagin et Roubtsov.

Nous commencons par rappeler les résultats de Hitchin. Nous étudions ensuite
le cas des formes effectives et montrons comment l'invariant de Hitchin et celui
de Lychagin-Roubtsov coincident. Nous construisons enfin une structure de Kéhler
“exotique” sur I'espace A*(R®) en s’inspirant de I’approche de Hitchin.
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2.1. 3-formes non dégénérées au sens de Hitchin. Soit V' un espace vec-
toriel réel de dimension 6 et A*(V*) 'espace des k-formes extérieures sur V. Fixons
6 € AS(V*) une forme volume sur V. Notons A : A>(V*) — V ® AS(V*) I'isomor-
phisme induit par le produit extérieur. L’invariant de Hitchin associé a une forme
w € A3(V*) est 'endomorphisme K9 : V — V défini par
Alixw A w)

—
DEFINITION 2.12. Le pfaffien de Hitchin d’une 3-forme w € A3(V*) est

KJ(X)0 =

1
Ao(w) = ETT‘(Kz o KY).

Une 3-forme w est dite non dégénérée (au sens de Hitchin) si et seulement si \g(w)
est non nul.

LEMME 2.13 (Hitchin). Soit w € A3(V*) une forme non dégénérée au sens
de Hitchin. Alors
K% 0 K% = M\(w)Id.

PROPOSITION 2.14 (Hitchin). Soitw € A3(V*) une 3-forme non dégénérée.

(1) Ag(w) > 0 si et seulement st w = o+ B ot o et B sont des formes réelles
décomposables sur V. De plus st on impose QTW > 0 alors a et B sont

uniquement déterminées :

{za = w+ [Ag(w)|”
20 =w—[M(w)[”

NWw polw

(K5)" (W)
(K2)* (@)
(2) No(w) < 0 si et seulement siw = a+a ot a € A3(V* ® C) est une forme

complexe décomposable sur V. Si l'on impose de plus que % > 0 alors «

est uniquement déterminée :
3
a=w+i|Ag(w)| 72 (KS)* ().
REMARQUE 2.15. Fizons une base (e1,...,es) de V et soit (ef,...,ef) sa
base duale. Fizons 0 =e] N\ ... Aeg.
(1) Xo(w) > 0 si et seulement si w est dans la GL(V')-orbite de
efNesNes+es Nes Aeg.
(2) Mg(w) < 0 si et seulement si w est dans la GL(V)-orbite de
(e] +iey) A (e5+ief) A (e3 +ieg) + (e] —iey) A (e5 —ies) A (e —ieg).
L’action de GL(V) sur A3(V*) a ainsi deuz orbites ouvertes séparées par I’hyper-
surface {\g = 0}. Ceci justifie la terminologie de “3-forme non dégénérée en dimen-
sion 67. C’est une généralisation naturelle de la notion de 2-forme non dégénérée

sur R* : laction de GL(4,R) sur A2(R*) a deux orbites ouvertes séparées par I’hy-
persurface {pf = 0}.

L’unicité de la décomposition en somme de deux formes décomposables (a choix
d’orientation pres) permet d’associer une forme duale @ a toute forme non dégénérée
w

DEFINITION 2.16 (Hitchin). (1) Sidg(w) >0 etw=a+ [ alors v =
a— .
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(2) Sidg(w) <0 etw=a+a alorsw =i(a— a).

2.2. L’action hamiltonienne de Sp(3) sur A3(V*). Commengons par rap-
peler ce qu’est une application moment sur une une variété de Poisson.

Un crochet de Poisson sur une variété lisse est la donnée d’un crochet d’algebre
de Lie sur l'algebre des fonctions agissant comme une dérivation :

{f.gh} = {f,9th +{f h}g.

Les variétés symplectiques sont des exemples de variétés de Poisson. En effet a partir
dune forme symplectique €2 sur une variété X on peut définir le crochet de Poisson

{f.9} = Xy(9),

Xy étant I'unique champ de vecteurs tel que
ix f(Q) = —df.

Un autre exemple de variété de Poisson est celui des coalgebres de Lie : si (G, [, ])
est une algebre de Lie il existe un unique crochet de Poisson { , } sur G* vérifiant
pour tous vecteurs x et y de G

{f:m fy} = f[a:,y]a
fz étant la fonction sur G* définie par

Une application moment sur une variété de Poisson (X,{ , }) est une application
lisse p: X — G* telle que

{fomgoutx ={f.9}g-on,

pour toutes fonctions lisses f et g sur la coalgebre de Lie G*.

Une action A d’un groupe de Lie G sur une variété symplectique (X, §2) est dite
hamiltonienne si elle préserve la structure symplectique et s’il existe une application
moment u: X — G* telle que pour tout Y € G

A(Y) = =Xy,

A« étant laction infinitésimale de G sur X associée a A et fi(Y") étant la fonction
lisse sur X définie par
a(Y)(z) = p(z)(Y).

Les applications moments se sont imposées comme un outil essentiel pour résoudre
des problemes géométriques quand il y a un certain nombre de symétries. Citons par
exemple le théoréeme de réduction de Marsden-Weinstein qui permet de construire
des variétés symplectiques a partir d’'une “bonne” action hamiltonienne. Soit u :
M — G* une application moment associée a une action hamiltonienne d’un groupe
de Lie G sur une variété symplectique (X, (). Fixons ¢ € G* et notons G. C G le
stabilisateur de ¢ pour ’action coadjointe. Si ¢ est une valeur réguliéere de u, et si G,
est compact et agit sur = 1(c) de facon libre et transitive alors il existe une unique
forme symplectique Q. sur = !(c)/G. telle que

:(QC) - Qufl(c)a

7. étant la projection p~t(c) — p=1(e)/q..

™
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Revenons maintenant & notre espace de formes A3(V*). Le produit extérieur,
antisymétrique et non dégénéré, définit une forme symplectique sur A3(V*). Plus
précisément
wAw

0
est une forme symplectique sur A3(V*). Hitchin a montré que I’action de SL(6,R)
sur (A3(V*),©0g) est hamiltonienne.

Oy(w,w) =

PROPOSITION 2.17 (Hitchin). L’action de SL(6,R) sur l’espace symplec-
tique (A3(V*),0) est hamiltonienne d’application moment K% : A3(V*) — s1(6,R).

On a identifié ici 1’algebre de Lie si(6,R) & sa coalgebre de Lie via la forme de
Killing (X,Y) — § Tr(XY).

Munissons maintenant V' d’une forme symplectique €). Fixons la forme volume
0 = —£03 et notons A = \g, K = K, © = ©y. Le sous-espace A3(V*) des formes ef-
fectives est un sous-espace symplectique de (A3(V*), ©). En effet, d’apreés le théoréme
de Hodge-Lepage-Lychagin, toute forme w s’écrit

w=wy+w A,

wo étant effective. Le produit extérieur est donc non dégénéré sur A2(V*). De plus
laction de Sp(3) préserve ©. Il est alors naturel de se demander si cette action est
hamiltonienne.

LEMME 2.18. Une 3-forme w sur V* est effective si et seulement si K,, €
sp(3)-

DEMONSTRATION. Dans une base symplectique (eq, €2, es, f1, f2, f3), Ko 8’écrit

3 3

Ko(X)0 =) (ixwhwhe))@e;+ > (ixwAwA )@ f.
j=1 j=1

Ainsi, si on note K, = <é g), on a

Ajrl = ie;w ANw Ne,

Bt =ipw Aw ey

Cjrt =i, w Aw A fi,

Djke = if].w ANw N f]:
Or w est effective si et seulement si les relations suivantes sont vérifiées pour k =
1,2,3,

le,w ANQ=wANie,Q=wA f}
{ifkw ANQY=wNipQ=—-wAep,

et donc w est effective si et seulement si D = —A!, B! = B et C' = C i.e. si et
seulement si K, € sp(3). O

COROLLAIRE 2.19. L’action de Sp(3) sur l’espace symplectique (A2(V*), 0)
est hamiltonienne d’application moment K : A2(V*) — sp(3).
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Ainsi l'invariant de Hitchin restreint aux formes effectives est a valeurs dans
sp(3). Rappelons que l'invariant de Lychagin-Roubtsov est & valeurs dans ’espace
des formes quadratiques S?(V*). Or l'application f — X induit un isomorphisme
d’algebres de Lie entre (S2(V*),{ , }) et (sp(3),[, ]), { , } étant le crochet de
Poisson sur V' défini par la forme symplectique €2. On constate que modulo cette
identification, ces deux invariants coincident :

PROPOSITION 2.20. Soit w une 3-forme effective sur V. Pour tous vecteurs
X etY deV la relation suivante est vérifée

4w (X,Y) = Q(K,X,Y).

DEMONSTRATION. Un calcul explicite de g, et K, permet de vérifier le résultat
pour chacun des neuf représentants de la table 2.6. Le résultat est alors vrai pour
toute forme puisque, pour tout F' € Sp(3),

qF*w = FthF
Kpe, = F'KF.

0

REMARQUE 2.21. Ainsi, d’aprés 2.6, les niveaux de moment q = constant
décrivent les différentes orbites de laction de Sp(3) sur A3(V*).

2.3. Une structure de Kihler sur A??(R*). L’approche de Hitchin se généralise
aisément en dimension impaire : le produit extérieur définit une structure symplec-
tique sur A”(R?") lorsque n est impair et ’action de SL(n, R) est hamiltonienne d’ap-
plication moment K : A"(R") — sl(n,R), K étant 'invariant de Hitchin généralisé.

Le cas pair est beaucoup plus “symétrique” mais on peut cependant construire une
structure de Kéhler exotique - c’est a dire moins naturelle - et une application mo-
ment tres similaire a celle de Hitchin.

Soit (V, (,)) un espace euclidien de dimension 2n avec n pair. Fixons un vecteur
a de V de norme 1 et notons &, la forme linéaire b — (a,b). Soit W, ’hyperplan
orthogonal & a. Toute forme w € A™(V*) se décompose de maniére unique

w=a+& NS
avec a € A"(W}) et B € A1 (W),
Soit x : AF(V*) — A2"=k(V*) et O : A¥(W,)*) — AZ=F=1(W*) les opérateurs
de Hodge associés & la métrique (,) sur V et a sa restriction sur W, :
(W, 0y =wAxw  Yw,w € AF(V*)
(a, V0w, = aANDd’ Ya,o/ € AF(W)),
Oy étant la forme volume sur V' définie par (,) et by, la forme volume sur W, définie

pa'r <7 > ’Wa'
Il est bien connu que l'opérateur de Hodge x : AF(R?) — AY*(RY) satisfait la
relation
*2 = (—=1)ka=k g,

De plus, puisque le produit extérieur et (,) sont symétriques, on a

WA =xw AW Vw,w € A"(V¥)
aANOd =0and Va,of € A¥(W?), k=noun— 1.
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Enfin il est immédiat de vérifier que
*a+ & A B) =006+ & AOa.

DEFINITION 2.22. La structure complexe I, sur A™(V*) associée au vecteur
a est définie par
Ia(a+§a /\6) — _Dﬂ+§a /\ |:|Oé.

LEMME 2.23. I, est une isométrie pour le produit scalaire {,) sur A™(V*) :
(Iyw, [, = (w,'), Yw,w, € A"(V*)

DEMONSTRATION. Soit w = a+ &, A B et ' = o + &, A B deux n-formes sur
V:
(Iyw, Iw" 0y = I,(w) AxI (W)

= (08 + & A Oa) Ax(=0p"+ & A Od)
= (08 +&AOa) A (o' =& A B')
=& A (OBAB+0Oand)
=& A (BAOS +anld)
= (w,w)0y.
g
COROLLAIRE 2.24. ({(,),1,,0,) est une structure de Kdhler sur A™(V*)

avec
aN(aNG —d A
Oula+ €A Bia +ENF) = & - 5 e
\%4
Définissons pour w = a+ &, A § € A"(V*) 'endomorphisme K¢ : W, — W, par
Ki(w) - 0w, = A(iw(a) A B — a Niw(B)),

A APTEWE) — APH W) @ W, étant lisomorphisme induit par le produit
extérieur. Remarquons que K, n’est pas nécessairement de trace nulle. Fixons en
effet une base (e1,...,e9,-1) de W, :

2n—1
Te(K2) - 0w, = Y (ie;a AB—aNie,B) Aef
i=1
2n—1
=-2 Z aNieg,BNe;
i=1
=2aAp.
Ainsi
Tr(K5) = pf(w),
avec pf(w) = %. L’endomorphisme K¢ induit néanmoins une forme linéaire K¢
sur sl(W,)* définie par
K%(X) = Tr(X.K2).
PROPOSITION 2.25. L’action naturelle de SL(W,) sur (A™(V*),0,) est
hamiltonienne d’application moment K.
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DEMONSTRATION. L’action d’un élément F' € SL(W,) sur A"(V*) est
F-(a4+&ANB)=Fa+& NFp.

11 est donc clair que I'action de SL(W,) préserve la forme symplectique ©, puisque
tout élément de SL(W,,) préserve la forme volume fyy,. Soit maintenant X € si(W,,)
etw=a+{NBe AN(VH):

2n—1
K(X)- 0w, = > Xi;KJ!
ij=1
2n—1
= Z Xijie;a NBAej — Xija Nie, BN e
ij=1

:LX(oz)/\ﬁ—a/\LXﬁ
= 04(Lxw,w) - Ow,.

K7 est 'application moment recherchée. O

REMARQUE 2.26. Nous nous sommes attardés sur cette structure de Kdh-
ler dans le cas pair car elle généralise l’approche de Hitchin. Elle est cependant
beaucoup moins naturelle du fait du choix initial d’un vecteur a. Ainsi par exemple,
il semble difficile de s’en inspirer pour munir le sous-espace des formes effectives
d’une structure similaire. La décomposition R @ R~ est en effet peu compatible
avec la structure symplectique sur RP.

3. Formes bieffectives

La dimension des espaces A"(R?") et A”(R?") croit de fagon presque exponen-
tielle en fonction de n. Plus précisément
4TL
VT
3 4"
dim(AZ(R*™)) ~ = :
(AZ(E™) ~ § o
Ainsi par exemple A*(R®) est de dimension 70 et AZ(R8) est de dimension 42.
Une orbite générique pour l'action du groupe Sp(4) est de dimension 21. L’espace
des orbites est alors beaucoup plus grand et plus complexe qu’en dimension 2 ou 3
et reste tres mal connu a ce jour. Nous simplifions le probleme en nous intéressant
a un sous-espace, celui des formes bieffectives qui sont associées aux opérateurs
pluriharmoniques.

dim(A™(R*™)) ~

3.1. Décomposition de I’algébre extérieure d’un espace symplectique
complexe. Soit (V2" + i) un espace symplectique complexe de dimension
complexe 2n : 21 +1i€29 est une 2-forme C-bilinéaire sur V' et non dégénérée. 21 et o
sont deux formes symplectiques réelles sur V satisfaisant la relation de compatibilité

Qa(.,.)=-N(.,.),

I étant la structure complexe sur V.
Une forme réelle w € A?"(V*) est dite bieffective si elle est effective pour Q; et
pour s :
wWwAQL=wAQy=0.
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Nous montrons dans cette partie un résultat analogue au théoreme de décomposition
de Hodge-Lepage-Lychagin pour les formes bieffectives.

Notons A¥(V*) le R-espace vectoriel des k-formes R-linéaires alternées sur V,
AF(V*,C) le C-espace vectoriel des k-formes C-linéaires alternées et A¥(V*) ® C le
complexifié de A¥(V*). Définissons les opérateurs que Bonan appelle les opérateurs
de Lichnerowicz ([Bo]) :

DEFINITION 2.27. Les opérateurs de Lichnerowicz associés a 1 et Qo sont
Lt APV — A2V w ixo,w (j=1,2)
T APV = APV we wA Q) (5=1,2)
H: ANV = ANV, 0 (20— k)w
M : AF(V*) = ARV, w = [Ly, Thw.

LEMME 2.28 (Werbitskii-Bonan). Les opérateurs de Lichnerowicz satisfont
les relations suivantes

[L1, T1]=H [Lo, To] =H
[L1,12] =0 [T1, T2l =0
[Li,H]=—-21; [Llg,H]=-219
[T1,H] =2T, [To, H| =2To
[Li,M]=—-21y [Llo,M]=21,
[T, M]=—-2T9 [To,M]=2T,
[H,M]=0

COROLLAIRE 2.29. On peut munir A*(V*) ® C d’une structure de module
sur l'algébre de Lie sl(2,C) x sl(2,C) en posant

1
Er==(L14ily) Ey=

i

Fi=—(T1—1iTqe) Fy=

(L1 —ila)

[N L T

(T1+1iT2)
Hy = §(H+iM) Hy = 3(H —iM),

(E,F,H) étant la base canonique de sl(2,C) i.e.

[E,F]=H
[E,H] = —2F
[F, H] = 2F.

DEFINITION 2.30. Une forme extérieure w € A*(V*) ® C est dite primitive
st Bhw = Fow = 0 et si il existe \; € C et Ay € C tels que Hiw = Mw et How = Aow.

PROPOSITION 2.31. Toute forme w de A*¥(V*) @ C se décompose en une
somme finie et unique
w=Y FfFuw;,

Jikol
les w; étant des formes primitives.
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DEMONSTRATION. Notons G I'algebre de Lie semi-simple sl(2,C) x sl(2,C). Re-
marquons tout d’abord que tout G-module W de dimension finie contient un vecteur
primitif. En effet H1 et Ho commutent dont ils ont un vecteur propre commun z. Or
pour tous entiers p et ¢ EY Edx est aussi un vecteur propre commun & H; et Ha. Il
existe alors p et ¢ tels que z = EPEdx # 0 et EVT Elz = EPEIT 'z = 0. Le vecteur
z est donc primitif. Ainsi tout module irréductible W de dimension finie est de la
forme W = Gv ou v est un vecteur primitif. Mais il est facile de vérifier qu'une base
de Gv est {FFFlv} on k et [ décrivent un nombre fini de valeurs.

Maintenant d’apres le théoreme de Weyl A*(V*)®C se décompose en une somme
unique de sous-modules irréductibles

ANV @C=Gu®- & Guy,

et donc toute forme s’écrit de maniere unique
T
k 12 k 12
w=Y > v =YY FlFuw;,
a=1 k! ji ki

les vg et w; étant des formes primitives. O

DEFINITION 2.32. Une forme réelle w € A¥(V*) est bieffective si elle est
effective pour 2y et Qo c’est a dire si 11w = low = 0.

REMARQUE 2.33. Siw = a+if € A*(V*) @ C est primitive alors o et [3
sont bieffectives.

LEMME 2.34. Soitw € A**(V*) une forme réelle de degré 2n. Les affirmations
sutvantes sont équivalentes :
(1) w est primitive
(2) w est bieffective
(3) WA =wAQy=0

DEMONSTRATION. Nous savons d’apres 1.13 et 1.15 que H = 0 sur A2*(V*) et
1q et Lo A¥(V*) — A¥=2(V*) sont injectives pour k > 2n et Ty et To: AR(V*) —
A¥+2(V*) sont injectives pour k < 2n. Puisque [L;, T;] = H, on en déduit alors
que lorsque w € A?"(V*) Ljw = 0 si et seulement si T; = 0 pour j = 1,2. De
plus [La, T1] = M. Donc si w € A?*(V*) est bieffective alors Mw = 0 : toute forme
bieffective réelle de degré 2n est primitive. Et réciproquement toute forme primitive
réelle est bieffective. O

THEOREME 2.35. Soit (V,Q; + iQ2) un espace symplectique complexe de
dimension complexe 2n. Toute forme extérieure réelle w € AF(V*) se décompose en
une somme finie

w= ijk/\Q{ A QL
g,k
ot les wji, sont des formes réelles bieffectives.
En particulier toute forme réelle w € A¥(V*) s’écrit

w=uwy+wi AQ1+ws AQg,

wo €tant bieffective. De plus lorsque k = 2n la forme wqy est unique et s’appelle la
partie bieffective de w.
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DEMONSTRATION. On sait que w s’écrit de maniere unique

w = Z(O[j + ZB]) VAN (Ql — lQQ)k VAN (Ql + iQQ)l,
7.k,
les formes «; +13; étant primitives. En particulier les formes «; et 3; sont des formes
bieffectives. En identifiant partie réelle et partie imaginaire on obtient le théoréeme
de décomposition.

Lorsque k = 2n la partie bieffective de w est une forme bieffective de degré
2n et est donc primitive. Cette forme est le premier terme de la décomposition
en forme primitives de w. Par unicité de cette décomposition wy est uniquement
déterminée. d

Par la suite nous nous intéresserons plus particulierement aux 4-formes sur R.
Pour ces dimensions nous disposons d’une formule que l'on peut obtenir par un
calcul 2. Cette formule sera utilisée au chapitre 5 pour calculer la forme bieffective
associée & des exemples précis d’équations de Monge-Ampere sur R*.

PROPOSITION 2.36. (1) La partie effective d’une 4-forme réelle w sur
un espace symplectique réel (V,Q) de dimension 8 est :

1 1
Wy =w — éTLw + ETH%

(2) La partie bieffective d’une 4-forme réelle w € A*(V*) sur un espace sym-
plectique compleze (V,Q1 + i) de dimension réelle 8 est :

1 1
wo=0— E{TQJ_QQ + T11.0— EM(MG —T1lo0+ Tol0)}
avec
(BL%2w—13w) 5 Llilow (3Lliw— l3w)
=w————="07 — —
64 8 64
3.2. L’action du groupe Sp(n,C). Notons AZL(V*) l'espace des 2n-formes
réelles bieffectives pour £ et Qo, AL (V*, C) I'espace des n-formes C-linéaires effec-

25

tives pour 2 = Q; +iQs et A%L(V*,C) I'espace des n-formes C-antilinéaires effectives
pour Q = Qy —iQs.
LEMME 2.37.
AZL(VF)®@ C = AE(V*, C) @ AL (V*,C).
DEMONSTRATION. w € A*"(V*) ® C est bieffective si et seulement si w A Q =
wAQ = 0. Notons T la multiplication par ©Q et T la multiplication par Q. Une
version complexe de 1.15 nous dit que T : AP9(V*) — APT24 est injective pour tout

couple (p,q) tel que p < n et T : AP9(V*) — AP9H2(V*) est injective pour tout
couple (p, q) tel que ¢ < n. Et donc
Ker(T)N Ker(T)
= Ker(T : A""(V*) — A"+2’"(V*)) N Ker(T : A"™(V*) — A”’n+2(V*))
= Ker(T : A"(V*,C) — A"™(V*,C)) ® Ker(T : A»(V*,C) — A"+2(V*,C)).
Il

2]a démonstration de cette proposition est donnée dans I'annexe B
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LEMME 2.38. Le produit

est non dégénéré sur A%, (V*,C)

DEMONSTRATION. (,) est non dégénéré sur A"(V*,C) . De plus toute forme C-
linéaire 6 s’écrit sous la forme 6 = y+6; A2 avec 0 effective. Donc, siw € AL (V*,C)
on a

<w7 9> = <wa 00>7
donc (,) est non dégénéré sur A%L(V*,C). O

Ainsi si l'on identifie W = AL (V*,C) a son espace dual par ce produit intérieur,

on identifie alors naturellement ’espace des formes bieffectives a ’ensemble des

formes hermitiennes sur W. Cette identification s’écrit dans une base {o1,...,0,}
de W

W= Zajkaj ANGE — hy, = Zajkajaiz.
Jk gk
La matrice H, de h,, dans {o1,...,0,} est
H,=J.A.J,
ou A est la matrice (a;;);x et J = ((0j,0%))jk-

PROPOSITION 2.39. L’application w — h,, est un isomorphisme entre l’es-
pace des des formes bieffectives sur V' et l'espace des formes hermitiennes sur W.

Soit Sp(n,C) le groupe des automorphismes complexes de V qui préservent
la forme symplectique Q. L’action naturelle de Sp(n,C) sur l'espace des formes
A*(V*,C) induit une action de Sp(n,C) sur l'espace des formes effectives W =
AL (V*,C) dont le noyau est Zs :

F.-w:=Fu.
Puisque tout symplectomorphisme est de déterminant 1, ’action du groupe sym-
plectique complexe Sp(n,C) préserve le produit intérieur (,) :
. . F*oNF*o
(Fw, F*o) = — g = det(F) - (w,0) = (w,0).
Ainsi lorsque n est pair
Sp(n,C)/Zy C SO(W,C)
ou SO(W,C) est le groupe des automorphismes complexes de W qui préservent (, ).
Pour n = 2, on a en fait égalité :
LEMME 2.40.
Sp(2,C)/Zy = SO(5,C).

DEMONSTRATION. AZ%(C?) est dimension 5. Donc SO(W,C) = SO(5,C) qui est
un groupe de Lie connexe de dimension réelle 20. Mais Sp(2, C) est lui aussi connexe
est de dimension réelle 20. Donc Sp(2,C)/Zy = SO(W). O

Sp(n,C) agit de méme sur l'espace des 2n-formes bieffectives. 11 est trivial de
vérifier le lemme suivant
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LEMME 2.41. L’action de Sp(n,C) sur l’espace des formes bieffectives réelles
A2B"E(V*) est laction de Hermite sur l’espace des formes hermitiennes :

Hp«, = FH,F".

3.3. Le mystére de la dimension 14. Lorsque que l'on étudie la géométrie
des formes effectives en petite dimension, une dimension revient avec une obstination
troublante : la dimension 14. Ainsi par exemple

(1) I'espace des 3-formes effectives sur RS est de dimension 14. On le vérifie
aisément en utilisant le théoreme de Hodge-Lychagin :

A}(RY) = AX(RY) @ A2(RY).
(2) I'espace des 2-formes effectives sur R® est de dimension 14 puisque c’est
I'orthogonal dans so(6) de la forme symplectique Q € so(6).

(3) I'espace des 4-formes “hypereffectives” sur R® est de dimension 14 (nous
appelons forme hypereffective une forme effective pour chacune des for-
mes symplectiques 27, Q27 et Qf définies par la structure hyperkéhler de
RS = H?).

Cette dimension 14 est celle du groupe de Lie exceptionnel Go associé a la
géométrie des octonions. Nous étudions ici d'un peu plus pres la correspondance
entre ce groupe de Lie et la géométrie des formes extérieures et donnons quelques
autres descriptions de I'algebre de Lie Go. Les remarques faites ici sont anecdotiques
dans le cadre de cette thése mais nous espérons qu’elles serviront dans le futur pour
une meilleure compréhension du role joué par ce groupe Go dans la géométrie des
équations différentielles.

Soit (O, (,)) l'algebre normée des octonions, E7 le sous-espace des imaginaires
purs et ¢ € A3(E%) est la forme associative :

o(2,y,2) = (x,y2).
Notons de plus 1 € A*(E?) la forme coassociative :

1 _ _
¢(CE, Y, z, w) = §<CC, y(Z’U)) - w(zy»
Dans la base canonique (e, ...,e7) de E7, ¢ et 1) s’écrivent
¢ = w123 + Wias — w167 + Wase + wasr + W4T — W3s6
P = —wi247 + W1256 + W1346 + W1357 — W2345 + Wa367 + Wa567,

avec wjjr = e; N\ e;’f Nep et wijk = e; A 63'7 Aer Aej. On constate en particulier que ¢
est la forme duale de ¢ pour 'opérateur de Hodge associé au produit scalaire (,) i.e.

P = *¢.
Par définition, le groupe de Lie G2 est le groupe des automorphismes de O :
Go ={F € GLg(0) : F(zy) = F(z)F(y),Vz,y € O}.

Le produit octonionique étant compatible avec la norme sur R®, G5 est un sous-
groupe de SO(7). De plus Bryant a montré que

Go = {F € GL(R") : F*¢ = ¢}.
L’algebre de Lie Gy est alors
Go ={X € s0(7): Lx¢ = 0}.
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Un calcul direct permet de vérifier que

Go = so(4) & K,
avec
0 ag—az az+as 0 0 0 0 )
a3z — a4 0 ag — a1 0 0 0 0
—ag — a5 a1 — ag 0 0 0 0 0
so(4) = 0 0 0 0 a1 as az|,a eR
0 0 0 —al 0 aq as
0 0 0 —a2 —aq 0 Qg
0 0 0 —a3 —a5 —ag 0
et K
0 0 0 a1+p1 ax+fBr az+ B3 as+ b
0 0 0 —Qy Qs —Q a1
0 0 0 B3 B4 —p1 —B2
K = —a1 =B ay 3 0 0 0 0 yai, 3 € R
—p — By —az —f4 0 0 0 0
—o3— 0B ax B 0 0 0 0
(\—a— 01 —a1 [ 0 0 0 0

Identifions so(7) avec A%2(R”) et notons A2 = {i,(¢),u € E;}. La description
explicite précédente permet de vérifier le lemme suivant :

LEMME 2.42. A%(R") s’écrit comme la somme de sous-espaces orthogonauz
(pour (,)) et Go invariants
A2(RT) = A2 Go.

Les deux résultats suivants, qui se vérifient par un calcul direct & partir de 2.42
donnent des autres descriptions de Gy :

PROPOSITION 2.43.
Go = {0 € A2(R") : O Atp = 0}.

PROPOSITION 2.44. Soit v € E; de norme 1 et §, € E¥, x — (z,u).
Soit 7, : A*>(R7) — A2%(RS) la projection associée a la décomposition orthogonale
R” =R @ Ru :

7Tu(90 + gu A 91) = 00-
Soit A2(R®) l’espace des 2-formes effectives pour la forme symplectique i, (¢) sur RS.

Tw : Go — A2(RO) est un isomorphisme d’inverse

1
'yu:Gr—>9+§J_2(9/\z/11)/\§u

ot Wy est définie par ¢ = o + b1 A&, et L 2 AF(RS) — AF=2(RO) est 'opérateur
associé€ a la forme symplectique i, ().
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CHAPITRE 3

Equivalence locale des équations de Monge-Ampere

Soit M une variété lisse de dimension n et T* M son fibré cotangent. Considérons
deux équations de Monge-Ampere symplectiques A, = 0 et A,, = 0 sur M avec
wi,ws € Q?(T*M)

Quelles conditions faut-il imposer a wy et wo pour qu’il existe un symplectomor-
phisme local F': (T*M,Q) — (T*M,Q) tel que F*w; = wy 7

Le probleme étant local, on peut supposer que M = R™. Nous supposerons de
plus que w; € Q*(T*R?") est & coefficients constants et vérifie de plus

G4 = {0}

(c’est notamment le cas si n = 3 et si w; est non dégénérée au sens de Hitchin, voir
proposition 2.11). Cela s’averera essentiel dans notre approche du probleme.

Soit J!(2n,2n) I'espace des 1-jets d’applications lisses R?" — R2", Définissons
le systeme d’équations différentielles € C J*(2n,2n) par

E={[F]y: [F'w1 —wa]) =0 et [F*Q — Q] = 0}.

Il existe une solution & notre probleme d’équivalence locale au voisinage de 0 € R?"
si et seulement si £ possede une solution locale de condition initiale F'(0) = 0.

Nous déterminons dans ce chapitre des conditions d’obstruction a l'intégrabilité
de ce systeme différentiel. L’idée est de construire pas a pas le développement de Tay-
lor d’une solution éventuelle en modifiant une solution “d’ordre k” pour construire
une solution d’ordre k 4 1. Cette approche s’inspire de la technique dite d’Intégra-
bilité Formelle ([Go]) mais '’hypothese gf}f = 0 permet de conclure sans utiliser
les criteres de Goldschmidt. Nous donnons une autre description de ces obstructions
quand n = 3 pour aboutir finalement au théoréeme suivant

THEOREME 3.1. Soit A, = 0 une équation de Monge-Ampére non dégéné-
rée en dimension 3 associée a une forme effective w. Si pour tout ¢ € R la forme

[w]2 = W + w! +w? satisfait les relations

wl = Lxhwo

1
w? = i(Lthl + Lx,w?),

avec h € S3(RS) et k € S*(RS) alors cette équation différentielle est symplectique-
ment équivalente a une et une seule des équations de Monge-Ampére

hess(f) =1

A(f) = hess(f) =0
O(f) + hess(f) = 0.

57
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REMARQUE 3.2. La condition d’intégrabilité énoncée dans ce théoreme est
une condition d’ordre 2 sur la forme w. Nous verrons dans le chapitre suivant com-
ment interpréter cette condition de facon plus géométrique.

Nous adaptons en fait un résultat de Lychagin et Roubtsov ([LR3]) sur ce
probleme d’équivalence locale des équations de Monge-Ampere en dimension 3. Nous
simplifions I’énoncé et la démonstration de leur théoréme en nous restreignant aux
orbites non dégénérées. Ce résultat a fait I’'objet d’un article accepté pour publication
([Bal]).

1. Eléments de la théorie géométrique des équations différentielles

Nous rappelons ici quelques éléments de la géométrie des espaces de jets et des
équations différentielles. Nous nous basons essentiellement sur le livre [AVL] de
Alekseevskij, Vinogradov et Lychagin.

Soit J* (n,m) Pespace des k-jets des applications lisses R” — R™ :

JE(n,m) = {[f]l; cqgeR" et f € C’OO(R”,R’”)},

ou | f]’; est le développement de Taylor a ’ordre k en ¢ de f. Nous choisissons comme
systeme de coordonnées sur J¥(n, m) les fonctions

(ql,...,qn,ul,...,um,pg,l <i<m,lo| < k),
ou
ai(1f15) = ai(q)
ui([f15 = fi(q)

i ool f;
Po([f]s) = W q)-
1 n

Nous noterons parfois p%o ..0) = Wi pour simplifier les formules. Nous noterons

la projection naturelle J*(n,m) — J!(n,m) pour k > I.
Un systeme d’équations différentielles d’ordre k en la fonction h(q) s’écrit

ool
Fs<q,h(q),...,W,...> —0,
pour |o| < k et s prenant un nombre fini de valeurs. Un tel systéme peut donc
étre vu comme un sous-ensemble fermé & = {Fy = 0,5 = 1,...,r} de J¥(n,m).

Une solution est alors une sous-variété de la forme .J l’ji et contenue dans &, J I’? étant
Pimage dans J*(n, m) de la section j*(F) : ¢ — [F]F associée & une application lisse
F.

1.1. La distribution de Cartan.

DEFINITION 3.3. La distribution de Cartan sur J*(n,m) est la distribution
lisse C : 0 = [f]’; — C(6), C(0) étant le sous-espace vectoriel de TyJ*(n, m) engendré
par la réunion des Tng avec g : R" — R™ ’erifiant [g]’; =0:

C(0) = veet( | ) ToJy)

iE(g)=0
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On peut vérifier que la distribution C' est définie comme ’annulateur de la famille

de formes
n
{Wff = dpy — prrﬂjdq]’} i=1,..n
j=1 0<|o|<k—1
(onnote 0+ 1; = (01,...,05+1,...,04)).

Les sous-variété intégrales de la distribution de Cartan sont en général localement
de la forme J I’? :

PROPOSITION 3.4. Une sous-variété L <> JF(n,m) est localement de la
forme L = JI’? st et seulement si

(1) L se projette localement difféomorphiquement sur R™ i.e. moi : L — R"
est un difféomorphisme local.

(2) L est une sous-variété intégrale de la distribution de Cartan : pour tout
0 €L, TyL est contenu dans C(0).

COROLLAIRE 3.5. Une solution d’un systeme d’équations différentielles
£ c J*(n,m)

est une sous-variété intégrale de la distribution de Cartan contenue dans € et se
projettant difféomorphiquement sur R™.

1.2. Prolongation d’équations différentielles. En dérivant les équations
d’un systeme d’équations différentielles on peut parfois parvenir a une contradiction
et donc montrer que le systéme n’est pas intégrable. Ceci se formalise en introduisant
la notion de prolongation d’un systeme d’équations différentielles.

DEFINITION 3.6. Soit £ C J¥(n,m) un systéme d’équations différentielles
défini par Fy = --- = F,. = 0. La premiére prolongation de & est I’équation différentielle
EW ¢ Jk+(n,m) définie par

Fs=0 s=1,...,r
DiFg=0 j5=1,...,n, s=1,...,m

ot Dj est la dérivation dite totale :

0 0
D; = + E P}
T a% im1 7 Opl, opl,
o<\[7|<’k

REMARQUE 3.7. Soit 0441 = [fIET! € J*(n,m) et 0} son projeté sur
JE(n,m). Puisque

0 0 0
T 5% () (=— + L q. (0
q] (f)(aqj) aqj . lz: p +1; ( k:-‘rl) apa
0<|6]<k
il vient
o o,

212 Pot, 9k+1)a > (0).

yeees Tl

0<|o|<k
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Autrement dit

OF; 0 j*(f) : 0
T(Q) =Ty, (Fs Ojk(f))(%) = D;Fi(0p11).

Ainst Oy = [f]];”rl € W si et seulement le plan TngJ’? est contenu dans Ty, & :
EW est l’ensemble des plans de la forme Th, J]l? (les R-plans) tangents a &.

DEFINITION 3.8. On définit par récurrence pour ! > 1
e — (5(171))(1).

Cette prolongation () est caractérisé par
F,=0
D"F, =0,

T __ T1 T
D" =Dj'o---0D;".

ons=1,....r, |7 <let

1.3. Symbole d’une équation différentielle. Le symbole d’une équation
différentielle caractérise ses termes de plus haut degré. Il mesure en quelque sorte la
différence entre cette équation et sa prolongation.

Soit £ = {Fy = --- = F, = 0} C J*(n, m) un systeme d’ équations différentielles.
On note pour 4 € &,

TyE = Ker(TyF)
ou F = (Fy,..., F).
Notons F(6) la fibre de 7y 1 au dessus de 7 —1(0) pour 8 € J*(n,m).

DEFINITION 3.9. Le symbole du systéme d’équations différentielles £ est la
distribution de sous-espaces vectoriels

g:0€ & TyeNTYF(0) C TyJ*(n,m),
i.€.

g(@)—{(XU)”Ul':};nGS(R)®R .Y X 5 =0 ‘v’s—l,...,r}.

i=1,...,n
o=k

Notons g(l)(9k+1) le symbole de €M en ;. Soit 0, = Tht1,k(0k41) et choi-
sissons un n-uplet o de longueur k£ + 1 et ¢ un entier compris entre 1 et n. Pour

s=1,...,r, Fy est une fonction sur J*(n,m) et donc
oF,
o,
D’ou
OD,F,  OF,
op}, apf}_lj '
Et donc
. - OF(6
g(l)(9k+1) — {(Xfy)z‘:L...,n c Sk-l—l(Rn) QR™ Z Xi j( k) — 0}5:1 o
lo|=k+1 i=1,...m Po—1; j=1om
lo|=k+1

En particulier ¢(V)(6;41) ne dépend que de 6.
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DEFINITION 3.10. La l-iéme prolongation du symbole g(0) de £ en 0 est le
symbole de £V en Or+1, Ok étant un antécédent de 8 pour la projection Ty .

2. Intégrabilité de ’équation différentielle &£
Revenons maintenant a notre systeme d’équations différentielles
E={[Fly: [F*wi —wo]) =0 et [F*Q—Q]) =0} C J'(2n,2n).
w1 étant une forme a coefficients constants.

REMARQUE 3.11. Nous appelons k-jet d’une forme différentielle
w= Zaidqil A---Ndg, € QP(R™)

la forme
Wb = “[ailpdg, A A dgs,.
i
Si F : R™ — R™ est une application lisse alors

[Pl = [([F1E) [l 5.

Posons m = 2n et notons (g, u, p) le systéme de coordonnées naturel de J* (m, m)
avec

qz([f];) - QZ(Q)v t ) ,

ul([f](11>:fla(q)7 t=1 , M

Pl =0, i =1
Nous notons € ={L; =+ =L, =Ly41 =+ = Ly15 = 0} avec

<3

Frop —wl® = ST Li([F1Y s D) base de AP(R™
P = wnly = 3 L (Fos (i) base de A"(R™)

[F*Q — Q) ZLM Y8, (ﬁi); base de AZ(R™).

REMARQUE 3.12. Une condition nécessaire pour que £ soit intégrable est que
wa q soit dans la Sp(n)-orbite de wy en tout point g de R™. L’équation & est dans ce
cas un fibré principal au dessus de R™ xR™ de fibre G, = {F € Sp(n) : F*w; = w1}
et est en particulier une sous-variété lisse de J*(m,m).

2.1. Le symbole de €£.

PROPOSITION 3.13. Soit § = [F]}, € £. Notons F'(qq) la matrice du sym-
plectomorphisme Ty F : R™ — R™. Soit g(0) C R™ @ R™ le symbole de £ en 0 et
soit G,, C R™ @R™ le stabilisateur de wy pour Uaction de Sp(n).

L’application & : G, — g(0) définie par

§(X) = X.F'(qo)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
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DEMONSTRATION. Soit H = (hij)zj'zl € R™ @ R™. Le tenseur H appartient au
symbole g(0) si et seulement si pour tout k,

Identifions H a ’application lisse R™ — R™ définie par

= (Zhlj(Qj th] ]
j=1

et posons Fy = F + tH pour t € R. Comme pour tout k

d "L OLg(0)
— Li([F, = hi; :
e = 3 1

on en déduit que H € ¢(#) si et seulement si

> Le([FlL, o

k=1

lim =0
t—0 s t
> Lt ([Fil5,) Br
lim =L =0
t—0 t
i.e. si et seulement si
tin 2 2
t—0 t 0
FrQ —Q
lim[ ! Jay _ 0
t—0 t

Or [F]}, € &€ et wi et Q sont & coefficients constants. Donc
[Fiwr = walg, = (Tg Ft) wi — (Tg F) w1

[F1Q — Q) = (T, F)'Q — (T F) Q.

Ainsi finalement H € g(0) si et seulement si
i W1 — P

t—0 Q) t <)
lim ;2 — ¢y
t—0 t

=0
=0.

Puisque ¢; : R™ — R™ est 'application linéaire définie par

ij _ OFi(q)
t 8q]

+ thi;.

Comme ¢; est le flot du champ de vecteur X = H.(F'(qo))~!, on en déduit que
H € g(0) si et seulement si

Lxwi =0

LxQ=0

i.e. si et seulement si X € G, . O
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COROLLAIRE 3.14. Soit 6 = [F]; € . Alors
gV (0) = 6. F'(q0).
DEMONSTRATION. Par définition,

OL.(6)
Mg) = { (hh) € 2R™) @ '™ : Sk 21
gV(0) = { (b)) € S®R™) @R .zz;h” o

— 0, Vj,l}.

Autrement dit,
gD(0) = { (hly) + s = Bl et (), , € 9(0) }.
et donc
gD 0).(F'(g0)) "
= () s Xl = xb et (), = (1).(F'(a0)) ™! € G )
=g{h.
O

2.2. Le fibré £t — £, Nous allons maintenant étudier la surjectivité de
la projection
glht1) Thi2ktl o(k)

Commencons tout d’abord par donner une expression plus simple de la prolongation
de €.

LEMME 3.15.
0 = {[FIEHt s [Frwn — wll = 0 et [F*Q - 0Jf = 0}.

DEMONSTRATION. Par définition
g — {Li =0,D;L; = o} c J2(m,m),

oql
avee D; Ly([FI2) = 24521 (q). Or

(F*wi —w2)(q) = Z Li o jH(F)(q)a;.
i=1

Donc [F*w; — wQ]é = 0 si et seulement si pour tout ¢ =1,... . mettout j=1,...,r
Ljoj'(F)(g) =0
OL; o j4(F
i oI () o,
4qi
Et de la méme fagon, [F*Q2 — Q]é = 0 si et seulement si pour tout 2 = 1,...,m et

tout j=r+1,...,7+s
Ljoj'(F)(g) =0

OLj o jY(F)
T ) =,
4qi
Le lemme se démontre alors par une récurrence immédiate. O

Nous aurons aussi besoin d’'un lemme technique tres utile pour la suite et que
nous démontrons dans ’annexe C :
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LEMME 3.16. Soit P = (Py,...,Py,) : R™ — R™, les P; étant des polynomes
de degré k + 1 homogénes en x — q avec ¢ € R™. Soit le champ de vecteurs

N
X:ZPia—qi

i=1
et soit w une forme différentielle sur R™. Alors
[(Fd+ P)*wlt = (W]t + L ([w]?).
Définissons maintenant 1’application ¢y : S¥2(R™) — Q*(R™) par
ck(h) = Lx,wr,

X}, étant le champ hamiltonien d’hamiltonien h. En particulier, X} est un champ
de vecteurs a coefficients polynomiaux homogenes de degré k + 1. Donc

{Xh he Ker(ck)} - {X € R™ @ SETUR™) : LxQ = Lyw; = 0}
= (]Rm ® Sk“(Rm)) N (gwl ® Sk(Rm)),

i.e.

h € Ker(cy) & X, € G0,
Notons pour 6 = [F]* € gk=1)

o3, (0) = [w1 = F~ "Wl
F étant 'unique représentant de 6 tel que

[Flg ™ = [Flg.

Notons de plus oy (0) la classe de o (6) modulo 'image de ¢y :
op(0) =0« 3h € S*2: 0p(0) = Ly, wi.
PROPOSITION 3.17. Soit 0 € E*=V_ 11 existe 0' € EF) tel que
Te+1:(0) = 0
si et seulement si o,(0) = 0.

DEMONSTRATION. Choisissons un représentant F = (Fy, ..., F,,) de 6 tel que
les F; soient des polynomes de degré inférieur ou égal a k :

[Fla™" = [Flg, = 0.

Comme
{[F*Q]’;()_l ~Q

[Frangy ' = [walg

on en déduit d’apres la remarque 3.11 que

{ ()t

=0
[F*wl]go = [u)g]go_l.

Posons de plus ¢1 = F(qp)-
Supposons qu’il existe §/ = [G]’;O+ L e &0 tel que [G]’;O = [F ]’;0. Posons alors
n=FoG':
it =Id+ P,
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avec P = (Py,...,Py), les P; étant des polynomes de degré k + 1 homogenes en
T — ¢1. Soit le champ de vecteurs

“ 0
X = P,
; "0g;’
X est un champ hamiltonien. En effet, d’apres 3.16

LxQ = [0y, — 5,
[ I*F* ] Q
= [([G715) [FQlg)g, — @
=[Gk -0
=0.

Ainsi il existe h € S*2(R™) tel que X = Xj. De plus,
0=[w — G Twy)*

q1

= w1 — n*Fﬁl*wg]’;

= w1 — n*w1]§1 + [ (w1 — F_l*w2)]lt;1'

Or

Lle = [n*wl — wl]gl

(w1 = F~ " wo)lg, = w1 — F~walg,
puisque [wy — F~wy]9 = 0. Finalement

o,(0) = Lx,w1

avec h € SFT2(R™).
Réciproquement supposons que [wy — F_l*wg]gl = Lx,w1, h € SF*2(R™). Soit

1= 1d+ P avec
0
X, = Z Py
=1
Comme [*Q — Q]’;l = Lx, ) =0, T;;;n est un symplectomorphisme et donc 7 est un
difféomorphisme local au voisinage de ¢;. Définissons alors le germe d’application
G =n"'oF. On a bien sir [G]f = [F]k . Vérifions maintenant que [G]E € £k

Q-G Q) = [Q—n"Q, + [ (Q— F Q)
=[Q - F—l*Q]’;1 + Lx, ([ — F*Q)9)

et
w1 — G walk = w1 — n*wilg, + [ (w1 — F~ " wa)]l,
= —Lx,w + [w1 — Fﬁl*wﬂ’;l
=0.
O

COROLLAIRE 3.18. Si \ng) =0 et si oy(0) = 0 autour de Oy € E*=Y alors
la projection my41 1 : EF®) — gk=1) egt un difféomorphisme local au voisinage de 0g.
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DEMONSTRATION. D’aprés la proposition précédente, mj41, : ER) — g(k=1) ogt
surjective. De plus
Ker(Tympi1.) NToEX = g*)(9).

Or g(k)(ﬁ) est isomorphe & Jw’f qui est trivial. Donc 7p41 £ g(k=1) gt une

immersion surjective au voisinage de 6y : c’est un difféomorphisme local. g

2.3. Intégrabilité de la distribution de Cartan restreinte & £1). Une
distribution F de dimension p sur une variété lisse M est la donnée d’une fa-
mille (F(z) € T,M )x ey de sous-espaces vectoriels de dimension k dépendant de
maniere lisse de x : pour tout zg € M il existe des germes de champs de vecteurs
X1,...,X, définis au voisinage de x¢ tels que pour tout x dans un voisinage de o,
{Xi(z),..., Xp(x)} est une base de F(x).

Une sous-variété L de M est une sous-variété intégrale de la distribution F si
pour tout z € L, T, L est un sous-espace de F(x).

F est dite completement intégrable si pour tout x € M il existe une sous-variété
intégrale de F de dimension p et contenant x. La distribution de Cartan par exemple
est une distribution non intégrable sur J*(n,m).

Un théoreme fondamental de Frobenius dit qu'une distribution F sur une variété
M est completement intégrable si et seulement si I’espace des champs de vecteurs a
valeurs dans F est une sous-algebre de Lie de ’algebre de Lie des champs de vecteurs
sur M.

Revenons maintenant a notre systeme différentiel

5:{[F]}16J1(m,m) [Fwy — wa]d = 0 et [F*Q = Q0 = }

w1 étant une forme & coeflicients constants vérifiant gf}l) = 0 et wy étant une forme
différentielle telle que pour tout x € R™, wa, est dans I'orbite de w; pour 'action
de Sp(n).

PROPOSITION 3.19. Si o7 et o3 sont nuls, alors la restriction
Ce:0e &N - CO)NTHeW
de la distribution de Cartan a EY) est complétement intégrable.

DEMONSTRATION. D’aprés 3.18 les projections &) TP e or €M = € sont
des difféomorphismes. Notons &2 3 et £ 2 leurs inverses.

Notons L(0) = Jz C J*(m,m) avec [F]3 = &,3(0) € E® pour § € €W,

Par définition, [F]3 € E@ si et seulement si T,J3 C TpEW et donc TyL(f) est
contenu dans Cg(#). Soit maintenant G : R™ — R™ telle que [G]2 = 6. Une base de
TgJ% est

9 0
{T*(G)( aq@)}z

= 7 el m
avec

T,5*(G
aJ"( )(aql 8% ; 6% auj Z anan Gpgk

"L PG(q) 0
_|_
;1 a(haq}fa% ikt
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Ainsi, puisque [G]2 = [F]2, tout élément X de TyJ>G N TpEW peut s'écrire X =
<&+X%wm&e%ﬂF%KeKM%mQOMN%DCHﬂQ®mX%

Ker(Tpma1) N TpEM = {0}. Finalement
Ty J& NTHeW c TyL(6)
pour tout G tel que [G]g = 6. On conclut alors que
Ce(0) = TyL(6).
Notons pour i = 1,...,m I'application ¢; : J?(m,m) — T.J?(m,m) définie par

0

oi([F13) = qu2<F><@>.

L’application {3 : £ (1) — £@ permet de construire la famille de champs de vecteurs
sur £M)

Xi(0) = ¢i(&23(0)),i=1,...,m

Pour tout § € £, {X1(8),...,X,(0)} constitue une base de Cg(6). Calculons le
crochet de Lie dans cette base Puisque

+ija + Z pgka + Z p]kla ] 7

7.k, l1=1

il vient

0 0
+§
e (Pjkba — Pjkab) 7 e

m
Xaa Xb Z pjba p]ab
j=1 T jk=1

Or Djab = Pjba €t Djkba = Pjkap €t donc [ X4, Xp] = 0. Ainsi I'espace des champs de
vecteurs a valeurs dans Cg est stable par [, | : d’apres le théoréeme de Frobenius,
Cg est intégrable. O

COROLLAIRE 3.20. S (1) =0 et st 01 = 09 = 0 dans un voisinage de
0y € EW alors il existe une solutzon locale de € passant par 0g.

DEMONSTRATION. Soit L une sous-variété intégrale de degré m de Cg passant
par 6y. C’est une sous-variété intégrale de la distribution de Cartan et la projection
mo,0 1 L — R™ est un difféomorphisme local puisque au voisinage de 6y, Th(L) =
Ce(0) est de la forme TypJ%. 1l existe donc H tel que localement L = J% : H est une
solution de &£ passant par 6. O

3. Une autre expression des obstructions

Nous allons maintenant donner une expression plus explicite de ces obstructions
o1 et 73. Nous aurons alors démontré le théoreme 3.1.
Nous noterons pour w € QP(R™)

[w]§:w0+w1+--~+w

k
)
w' étant une forme différentielle sur R™ dont les coefficients sont des polynémes de
degré ¢ homogenes en xz — q.
Nous aurons besoin de plus de deux lemmes techniques :
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LEMME 3.21. Soit F': M — N un morphisme de variétés lisses, X un champ
de vecteurs sur M et w € QP(N) une forme différentielle sur N. Alors,

Fr xw= LxFrw.

LEMME 3.22. Soit Q1,...,Qs des polynomes de degré 2 et homogénes en
x — qo avec qo € RS. Posons

Z 9%Qi(q0) 0*°Qp(q0) n 9%Qi(q0) 0*°Qp(qo0) 4 9%Qi(q0) 9*Qp(qo0)

= 22 P0q, Oq0m | gDy Oudu | Opdn  0a;0u
et deﬁmssons pourt=1,...,6,
1S5
=5 > dhla — a)) @k — @)@ — q7)-
7,k 1=1
Soit
Q (Qh CRE) Qﬁ)
U= i
;Q 9q;
V= VZ-—
; 9q;

Pour toute forme w € Q3(RY), la relation suivante est vérifiée
* * 1
[(Td +Q)"wlg, — [(Id+ Q)'wlg, = w? + Luw" + 5 (Ly Ly’ — Lyw")

avec [w]go = w0+ w! +w?.

Nous renvoyons le lecteur a ’annexe C pour la démonstration de ces lemmes.

Fixons maintenant w; une 3-forme a coefficients constants et non dégénérée sur
RO et wy € Q3(RY) telle que en tout point g de RS, wo 4 est dans 'orbite de wj.
Rappelons que

or([F]§) = [wr — F~walp

avec [F]i+h = [Fk.
3.1. L’obstruction o7.

PROPOSITION 3.23. Soit § = [F]} € £. 77(0) = 0 si et seulement si il

0
existe h € S3(RO) tel que

0
= Lx,w;

avec [wo]} = w§ + wy.

DEMONSTRATION. Choisissons un représentant affine F de [F]} € & :

F: (R q0) — (R® a1),q + a1 + Alq — ao)
avec A € Sp(3). Puisque [F]} € &, il vient

q0

o1(0) = w1 — F_l*((.Ug)] .
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Donc 77(0) = 0 si et seulement si il existe X € R® ® S?(R%) tel que

LxQ2=0

Lle = F_l*w%.
Si X € R6®S?(RP) alors F. X € R6®S5?(R®) puisque F est affine. De plus F*w; = w).
On conclut donc que 77(f) = 0 si et seulement si il existe Y € R® @ S?(R®) tel que

LyQ =0
Lyw§ = wi.

3.2. L’obstruction o3.

PROPOSITION 3.24. Soit 0 = [F]2 € €. 53(0) = 0 si et seulement si il
existe h € S3(RY) et k € S4(RS) tel que

1 0
wy = Lx,ws

1
w% = i(Lth% + kawg).

DEMONSTRATION. Choisissons un représentant affine F' de 72 1 (6) et un représentant
polynomial G = (G4, ...,Gy,) de 6 de degré inférieur ou égal a 2 :

o1(m2,1(0)) = [w1 — F~ " ws]},
o2(0) = [w1 — G~ wolz.

De plus G~'oF = Id+Q, avec Q = (Q1,...,Qm), les polynomes Q; étant de degré
2 et homogenes en = — qg. Soit n = Id + Q). D’apres 3.22,

% . 1
[ walzy — *waly, = w3 + Lyw; + §(LULUwg — Lyw3)

avec U € R% ® S2(R%) et V € RO ® S3(RY).
G2, € EM donc [w; — G wls = [Q— G QJ; = 0. On en déduit alors en
utilisant 3.16 que
wi = Lyw)
LyQ =0.
En particulier U = X}, avec h € S3(R%). On en déduit alors que

1

0'2(9) = _p I (w% 5 (LULUwg + vag)).

Enfin de [ — G_l*Q]gl = [Q - G}, = 0 on déduit que Ly = 0, i.e. V = X}
avec k € S4(RO).
Supposons tout d’abord que

w% = LUOWS
9 1 1
wy = §(LU0W2 + Lyyws),
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avec Uy = Xp,, ho € S3(RO) et Vp = Xkos ko € S4(RS). Puisque U + Uy € G, = {0}
on en déduit que Uy = —U et donc

o2(0) = —F " (w — %(LULUWQ + Lywy)
= —F—l*LvoT_vwg
= Lx, w1

avec H € S*(R%) : 73([G]2 ) = 0.

0
Réciproquement supposons que o3([G]2) = 0. Soit W = Xy avec H € S*(R®)
tel que 0([G]2) = —F~ " Lywy. On vérifie que
1
ws = LWJr%ng — §LUw%.

La proposition est démontrée. O



CHAPITRE 4

Structures de Monge-Ampere

Il est bien connu que si f : R? — R est une fonction lisse alors le graphe

. of .of
Qg2 53— —1—
{( 0 155}
est une sous-variété complexe de C? si et seulement f est harmonique i.e.
0? 0?
P
dqi 9

La structure complexe de C? est donc encodée dans cette équation différentielle.
Le formalisme des opérateurs de Monge-Ampere permet de donner un sens a cette
notion intuitive : les surfaces réelles lisses calibrées par la structure de Monge- Ampere
(2, w) sur R* avec

Q2 =dgq1 Ndgs + dg2 N dgs
et

w=dq Ndqy — dgz N dgs
sont des courbes complexes de R* muni de la structure complexe

0 -1 0 0
1 0 0 0
I= 0 0 0 1
0 0 -1 0
Remarquons que I, €2 et w satisfont la relation
w(.,.)=-Q(I.,.).

Lychagin et Roubtsov ont généralisé cette correspondance entre structure de Monge-
Ampere non dégénérée et structure presque complexe (ou presque produit) en di-
mension 4 ([LR1]). A une structure de Monge-Ampere (2,w) non dégénérée (le
pfaffien pf(w) = $2¢ est non nul) sur une variété lisse X de dimension 4 ils ont
associé la section A, : X — TX ® T*X définie par

1
| pf(w)]
Cette section est une structure presque complexe (i.e. A2 = —Id) si pf(w) > 0

ou une structure presque produit (i.e. A2 = Id) si pf(w) < 0. IIs ont donné une
condition nécéssaire et suffisante pour que A, soit intégrable :

PROPOSITION. A, est intégrable si et seulement si

d(———) =0

| pf(w)]

L’interprétation locale de ce résultat peut s’écrire comme suit

w(.,.) = QA ).

71
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PROPOSITION. Une équation de Monge-Ampére A, = 0 sur R? est sym-
plectiquement équivalente a 'une des deux équations

Af=0
af =0
si et seulement si
w
U(—2e) =0
| pf(w)]

Nous menons dans ce chapitre une étude analogue en dimension 3. Notre point
de départ est la remarque suivante : si f : R? — R est une fonction lisse alors le
graphe de Vf est une sous-variété lagrangienne spéciale de C? si et seulement si f
une solution de I’équation

Af —hess(f) =0.

Alors, comme pour le cas de la dimension 2, ’équation lagrangienne spéciale doit
donner des informations sur la structure de Calabi-Yau de C3. Dans la premiere par-
tie de ce chapitre nous donnons un sens plus précis a cette notion en associant explici-
tement a chaque structure de Monge-Ampere non dégénérée (au sens de Hitchin) en
dimension 3 une structure presque Calabi- Yau généralisée. Dans la deuxieéme partie
nous démontrons un second critere d’équivalence locale des EMA non dégénérées en
dimension 3 en termes d’intégrabilité et de courbure de cette structure géométrique
associée. Ce chapitre est basé sur un article soumis pour publication ([Ba2]).

1. Structures de Calabi-Yau généralisées

Une structure géométrique (lisse) sur une variété X est une distribution (lisse) de
familles de tenseurs sur chaque espace tangent T, X . Cette structure est intégrable si
au voisinage de chaque point on peut trouver un systeme de coordonnées dans lequel
cette famille de tenseurs a une expression canonique. Une structure symplectique
) par exemple est la donnée pour tout point x d’une forme symplectique 2, sur
I’espace vectoriel T, X telle que localement il existe un systeme de coordonnées
(@15 -y qnsD1s---,pn) (dit systéme de coordonnées de Darboux) dans lequel

Q=dq Ndp1 + -+ dgp, N\ dpy,.
Cette condition d’intégrabilité est équivalente a la condition de fermeture
dQ2 = 0.

Nous généralisons cette notion de structure symplectique en introduisant la notion
de structure de Monge-Ampere :

DEFINITION 4.1. Une structure de Monge-Ampére sur une variété réelle
lisse de dimension 6 est la donnée d’un couple de formes différentielles

(Q,w) € N(X) x B(X)
satisfaisant les conditions suivantes

(1) Q est une forme symplectique sur X, c’est a dire qu’elle est fermée et
partout non dégénérée

(2) w est une forme effective sur (X,) i.e. QA w = 0.
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Cette structure de Monge-Ampére (2, w) est dite non dégénérée si la 3-forme w
est partout non dégénérée au sens de Hitchin ' : \(wy) est non nul pour tout x € X.
Si de plus

on dit que cette structure est fermée.

Nous montrons dans cette partie comment cette notion de structure de Monge-
Ampere généralise la notion de structure presque Calabi-Yau. Nous commengons
par rappeler le théoreme de Newlander-Nirenberg sur l'intégrabilité d’une struc-
ture presque complexe (ou presque produit) et étudions ’exemple de la structure
presque complexe sur la sphere S associée & la restriction de la forme associative.
Nous définissons ensuite ce qu’est une structure presque Calabi-Yau généralisée et
montrons comment une telle structure peut étre construite a partir d’une structure
de Monge-Ampere non dégénérée en dimension 6. Nous montrons enfin que la condi-
tion d’intégrabilité de ces structures est équivalente a la condition de fermeture de
la structure de Monge-Ampere associée.

1.1. Le théoréeme de Newlander-Nirenberg.

DEFINITION 4.2. Une structure presque complexe sur une variété X est une
section lisse I du fibré vectoriel TX @ T*X — X telle que pour tout x € X

I? = —1Id.

Cette structure presque complexe I permet de munir chaque espace tangent T, X
d’une structure de C-espace vectoriel en posant .U = [, U pour tout vecteur tangent
UeT,X.

EXEMPLE 4.3. Soit X" une variété holomorphe de dimension complexe n et

soit (Uj ﬁ (C”) - un atlas holomorphe de cette variété. On peut munir la variété
je
réelle X d’une structure presque complexe I en posant pour x € Uj et U € T, X :

L(U) = (Tu¢;) " (i.Ta;(U)).
(Cette définition est indépendante du choiz de j € J puisque les changement de

cartes Ty () Pk © gbj_l sont C-linéaires).

Soit I une structure presque complexe sur une variété X. Notons V; et V_ les
distributions sur TX ® C des sous-espaces propres de [ :

Vi(@)={ZeT,X®C: I,(Z)=1iZ}
V_(2)={Z €T, X®C:I(Z)=—iZ}.

Notons que la conjugaison Z +— Z sur T X ® C induit un isomorphisme réel V, — V_
et que 'application T, X — T,X ® C, X — X —il,(X) induit un isomorphisme
complexe (T, X, I,) — (Vi(x),1).

Notons D(V4) (respectivement D(V_)) l'ensemble des sections lisses du fibré
TX ® C — X a valeurs dans V. (respectivement V_).

Ihous reprenons les notations du chapitre 2 sans y faire référence systématiquement
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DEFINITION 4.4. Une structure presque complexe I est dite intégrable au
sens de Frobenius si D(Vy) et D(V_) sont des sous-algébres de Lie de [’algébre de
Lie des champs de vecteurs D(X) ® C.

On peut vérifier que I est intégrable au sens de Frobenius si et seulement si le
tenseur de Nijenhuis N7 est nul, avec

Ni(U, V) =[U, V] = IU,IV] + I([IU,V] + [U,1V]).

DEFINITION 4.5. Une structure presque complexe I sur une variété X est
intégrable si il existe sur X un atlas holomorphe pour lequel I est la structure presque
compleze associée. On dit alors que I est une structure complexe sur X.

Le (difficile) théoreme de Newlander-Nirenberg dit qu’'une structure presque
complexe I est intégrable si et seulement si elle est intégrable au sens de Frobe-
nius :

THEOREME 4.6 (Newlander-Nirenberg). Une structure presque complexe I
est intégrable si et seulement si N7 = 0.

EXEMPLE 4.7 (Structure presque complexe sur S%). Soit X une variété lisse
de dimension 6 munie d’une forme volume 6 € Q5(X). Si w € Q3(X) est une forme
différentielle non dégénérée sur une variété de dimension 6, la section lisse

K@
47"" X —-TXQT*X
[Ag(w)]

définie par Hitchin est une structure presque compleze sur la variété X si A\g(w) < 0.
Nous étudions ici Uexemple de la célébre forme associative restreinte ¢ la sphére SS.
Notons E; le sous-espace des imaginaires purs :

E;={z€0: (z,1) =0}.
Rappelons que la forme associative est une 3-forme extérieure sur E7 définie par
bz, y,2) = (w,y2).
La sphére S8 s’identifie a la sous-variété de Ey
S6 ={x e By |z|| =1}

Munissons S de la forme volume 6 définie par la métrique (,) et considérons la
forme différentielle sur S°,

1
W= ﬁdﬂsﬁ-
Un calcul direct (informatisable) montre que \g(w) est une fonction constante sur
S6 égale a —1. Le tenseur KO est donc une structure presque complexe sur SS.
Cette structure presque complexe est en fait bien connue. On vérifie aisément en
utilisant la table de multiplication des octonions (table 1) que K? vérifie

Ko (2)U = 2.U

pour v € S et U € T,S8% = {U € E; : (x,U) = 0}. Cette structure n’est pas
intégrable (voir [HS]). L’ezistence d’une structure compleze sur S° reste une ques-
tion ouverte aujourd’hus.
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REMARQUE 4.8. Une structure presque produit sur une variété X est une
section S: X — TX ®@T*X telle que S? = Id pour tout x € X. De facon tout a fait
analogue au cas des structures presque complexes, on dit qu’une structure presque
produit est intégrable au sens de Frobenius si les distributions Vi et V_ sont des
distributions intégrables avec

Vi(z)={U € T,X : SU = U}
V.(z)={U € T,X : SU = —U}.

Une version réelle du théoréme de Newlander-Nirenberg dit qu’une structure presque
produit est intégrable (c’est a dire que localement (X, S) est isomorphe a la variété
produit (R™ x R™, Sp) avec So(X,Y) = (Y, X) si et seulement si elle est intégrable
au sens de Frobenius.

1.2. Structures presque Calabi-Yau généralisées.

DEFINITION 4.9. Une structure presque Calabi- Yau généralisée sur une variété
réelle X de dimension 2n est la donnée d’un 5-uplet (g, K, «, 3) tel que
(1) g est une métrique éventuellement indéfinie sur X

(2) Q est une forme symplectique sur X
(3) K: X - TX ®T*X est une section lisse telle que K* = £1 et telle que

g(U, V) = Q(KU,V)
pour tous vecteurs tangents U et V

(4) « et B sont des n-formes décomposables (éventuellement complezxes) telles
que

aNQ=0AN0=0

a N

Qn

et dont les distributions associées sont les distributions des sous-espaces
propres de K :

est une fonction constante.

{U:iga=0} ={U : KU = —cU}
(U:ipB =0} = {U: KU = U}

avec e =1 ou 1.

EXEMPLE 4.10. Rappelons qu’une structure de Calabi-Yau sur une variété
de dimension réelle 2n est la donnée

(1) d’une métrique g
(2) d’une forme symplectique €2
(3) d’une structure complexe I telle que g = Q(I.,.)

(4) d’une n-forme complexe o holomorphe pour la structure compleze I et telle
que
alNa
On

est une fonction constante.
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Soit (z1,...,2n) un systéme de coordonnées complexes de (X,I) avec z; = xj + iy;.
Puisque o s’écrit dans ce systéme de coordonnées

a= f(z)dz1 N+ Ndzy,

avec f holomorphe, on a immédiatement que

0 o,
Ker(a) = <87 + Zaiy)]_l’ n = V_
J J
_ 0 o,
Ker(a) = <87 - Zaiy>g—1,.--,n =V
J J

De plus QN = QA@ = 0 puisque 2 est de type (1,1) et donc (g,Q, I, o, @) est une
structure presque Calabi- Yau généralisée.

PROPOSITION 4.11. Soit (2, wq) une structure de Monge-Ampére non dégénérée
sur une variété réelle X de dimension 6. Posons

_wo
vV A(wo)

Soit q,, la métrigue de Lychagin-Roubtsov et K, le tenseur de Hitchin définis par
le couple (,w). Soit w = a+ B la décomposition de w en somme de deuz formes
décomposables.

Alors (quw, 2, Ky, o, B) est une structure presque Calabi-Yau généralisée sur X .

DEMONSTRATION. Puisque ¢, = Q(K,.,.) (proposition 2.20) il reste & vérifier
que « et (3 sont effectives et que aQ—/\g,ﬁ est une fonction constante. Mais K () = £(2.
Donc puisque w est effective et puisque @ = Kjw on en déduit que w est effective et
donc d’apres la proposition 2.14, « et 3 sont effectives. De plus comme |A(w)| = 1,
on déduit que O‘Q—/\gﬁ est une fonction constante. O

EXEMPLE 4.12. La structure géométrique sur T*R> associée a l’équation
lagrangienne spéciale

hess(f) —Af =0

est la structure de Calabi-Yau classique (g,1,Q, ) avec

3
g= —Zda:j ~dxj + dy; - dy;
j=1
5.0 9
I = — Rdr: — — R duy-
jglayj@) 0 Gy O

3
Q= du; Ady;
j=1

(o =dz1 Adzg N dzs.

De maniére similaire, la structure géométrique associée a l’équation pseudo la-
grangienne spéciale

hess(f)+0f =0
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est la structure pseudo Calabi-Yau (g,1,9Q,«) avec

(g = day - dey — dug - dao + das - dos + dy, - dy1 — dys - dya + dys - dys
I:i@)d fi®d +i®d fi@)d fi®d +i®d
8.?7’51 Y1 A T1 Dy T2 O Y2 Dy T3 O3 Y3
Q= du; Ady;
j=1
a=dz Ndzy A dzs.

La structure géométrique associée a l’équation de Monge-Ampére classique
hess(f) =1

est la structure Calabi-Yau “réelle” (g,S,Q,a, 3) avec

3
g = Zd:pj - dyj
=1

L) 9
S=""" @dr; — — @dy;
;a%j@ x] 8yj® yj

3

Q= du; Ady;
j=1

o = dx1 Adze ANdxs, B = dy; Adys A dys.

1.3. Intégrabilité d’une structure presque Calabi-Yau généralisée.
DEFINITION 4.13. Une structure presque Calabi-Yau généralisée
(9, K, , 3)
est dite intégrable si o et B sont fermées :
da=dp = 0.
Les deux propositions suivantes explicitent cette définition.
PROPOSITION 4.14. Une structure presque Calabi-Yau généralisée
(9, K, , 3)

compleze (i.e. K est une structure presque complexe) sur une variété X est intégrable
si et seulement si (g, 2, K, ) est une structure de Calabi- Yau (éventuellement indéfinie).

DEMONSTRATION. Supposons que da = d3 = 0. Par définition

Ker(a) =V_ ={Z: K(Z) = —iZ}
Ker(8) =V, = {Z : K(Z) = iZ).

Soit Q1 = {¢ € Q1(X) : &|y, = 0}. Puisque 3 est décomposable, elle s’écrit 8 =
B1 A - A By,. Toute forme £ € Q}r est combinaison des 3; et vérifie donc £ A B = 0.
Ainsi

0=d(ENB)=dENB—ENdB.
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Ainsi, si 3 est fermée alors d§ A 3 = 0. Autrement dit d§ = > 5; A 7; pour tout
Jj=1
£ € QL. Soit Z et Z' dans D(Vy) et £ € Q1 (V) :

0=1d§(2,2') = 2¢(2') = 2'6(2) = £((2, 7).
Et donc &([Z, Z']) = 0 pour tout £ € QY : [Z,Z'] € D(V,). On en déduit d’apres le

théoreme de Newlander-Nirenberg que la structure presque complexe K est intégrable.
De plus il existe un systeme de coordonnées complexes (z1, ..., z,) dans lequel

a= f(z,Z)dzy N+~ Ndzp

B=g(z,z)dzi A+ Ndzy.

Mais 0f = 0 puisque o« est fermée et donc « est holomorphe. De méme 3 est
antiholomorphe. En particulier

a=h(z)8
avec h holomorphe et donc H = “QLE est antiholomorphe.

Remarquons maintenant que (g,$, K) est une structure de Kéhler sur X. I
existe donc un potentiel de Kihler F tel que = i00F. En particulier Q = Q
et donc nécessairement H = —H. La fonction H est donc constante et finale-
ment (g,9Q, K, a) est une structure de Calabi-Yau (avec une métrique de Kéhler
éventuellement indéfinie) sur X.

La réciproque étant triviale, la proposition est démontrée. O
PROPOSITION 4.15. Une structure presque Calabi-Yau généralisée
(97 Q? K7 a? 5)

réelle (i.e. K est une structure presque produit) sur une variété X est intégrable si
et seulement si au voisinage de chaque point il existe un systéme de coordonnées
(z,y) et une fonction F(x,y) tels que

DEMONSTRATION. Supposons que da = d3 = 0. Par le méme raisonnement que
précédemment on vérifie que la condition da = df = 0 implique l'intégrabilité au
sens de Frobenius des distributions

Ker(a) =V_ ={X : K(X)=-X}
Ker(f)=Vy ={X : K(X)=X}.
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D’apres la version réelle du théoreme de Newlander-Nirenberg on en déduit qu’il
existe un systéme de coordonnées (z,y) de X dans lequel

a= f(x)dey A+ Ndzy,
B=g(y)dys A--- A dyn.

et
0 0
K—=_—"—
(9$j 81']'
0 0
K—=——.
Oyj 8yj

De plus, comme a A2 = A Q =0, V_ et V. sont des distributions lagrangiennes.
Par exemple, si X,Y € V, alors

0=ixnv(Q2AB) = QX Y)B.

Donc nécessairement
Q= Z a;pdxj A dys.
Jik

De la condition d? = 0 on déduit que les coefficients a;; vérifient les relations

6&1']' . 8akj
81’k N 8.%

6aij o 8aik
oy, 0y;

Posons alors
1 x2
fi(z,y) = / ai;(t,za,. .., xy, y)dt + / az;(0,t,23,...,2,,y)dt
0 0

+...+/ ang (0, 0,1, y)dt.
0

Pour tout couple (4,7) on a gg; = a;j et gﬁﬁ = B—ZZ 1l existe donc F tel que f; = g—i :

F' est le potentiel recherché.

REMARQUE 4.16. Une variété de Monge-Ampere au sens de Kontsevich et
Soibelman ([KS]) est une variété riemannienne affine (M, g) telle que localement la
métrique g s’écrit

F étant une fonction lisse dont le hessien est une fonction constante. Les variétés
munies d’une structure de Calabi-Yau réelle sont trés similaires. La métrique vérifie
en effet

avec
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Revenons maintenant a notre structure presque Calabi-Yau généralisée

(Qwa Q, Ky, a,ﬂ)

associée & une structure de Monge-Ampere non dégénérée (2,wp). D’apres 2.14, «
et (B sont fermées si et seulement si w et @ le sont. D’ou la proposition

PROPOSITION 4.17. Une structure presque Calabi-Yau généralisée associée
a une structure de Monge-Ampére non dégénérée sur une variété de dimension 6 est
intégrable si et seulement si celle-ci est fermée.

2. Structures de Monge-Ampere localement constantes

Nous revenons maintenant & notre probleme d’équivalence locale des équations
de Monge-Ampere sur R? : quelles conditions sont nécessaire pour qu’une équation
de Monge-Ampere non dégénérée A, = 0 puisse étre ramenée par un changement
de variable symplectique a 'une des trois équations canoniques

hess(f) =1

Af —hess(f)=0

Of +hess(f) =07
Autrement dit, quelles conditions faut il sur w pour qu’il existe localement un
systeme de coordonnées de Darboux de T*R3 dans lequel w est une forme & co-

efficients constants 7
Posons la définition

DEFINITION 4.18. Une structure de Monge-Ampére (2, w) sur une variété
X est dite localement constante si il existe localement un systéme de coordonnées de
Darboux de (X,Q) dans lequel w est une forme a coefficients constants.

Puisque g, et K, sont des invariants de l’action du groupe symplectique Sp(3),
si (Q,w) est localement constante il est clair que la structure presque Calabi-Yau
généralisée associée est intégrable et que la métrique est plate. Nous montrons ici
que ces conditions sont en fait suffisantes.

Nous commencgons par rappeler ce qu’est la courbure d’une métrique. Nous
démontrons ensuite ce résultat et nous étudions enfin & titre d’exemple la struc-
ture Calabi-Yau (non plate) de Stenzel sur 7%S3.

2.1. Courbure d’une métrique. Soit X une variété lisse et D(X) I’ensemble
des champs de vecteurs lisses sur X.

DEFINITION 4.19. Une connexion (affine) sur X est une application
V:D(X)x D(X)— D(X)
vérifiant :
(1) VivsgvW = fVyW + gVy W
(2) Vu(V+W)=VyV +VyW
(3) Vu(fV) = fVuV +U(f)V
pour tous U, V,W € D(X) et tout f,g € C*(X).
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REMARQUE 4.20. Soit (x1,...,2z,) un systéme de coordonnées sur X. Les
symboles de Christoffel d’une connexion V sur X dans ce systéme de coordonnées
sont les coefficients (Ff’]) définis par

Bml axj Z i 8xk

DEFINITION 4.21. La courbure R d’une connexion V est la 2-forme sur X
a valeur dans TX @ T*X définie par

RU V)W =Viyy)W — [Vy, Vy|W

En coordonnées cette courbure s’écrit

2 9.0 < 9 o, orl, O 9
25— = > (O —ThTn —ik IRy~
(8xi’ oz’ Oxy, (T gk >8xm + (&xj Ox; ' Oxy
I,m=1 =1
Autrement dit, si on note R la matrice R( a?ci, a%j) et I'; la matrice (I‘fj)j pr Ol
a
g or; Ol
RY = ([Iy,T L - 1),
([ v j] + 81‘j 8.%'2)

THEOREME 4.22 (Levi-Civita). Soit X une variété lisse munie d’une métrique
g €ventuellement indéfinie. Il existe une unique connexion affine V sur X compatible
avec g et symétrique i.e.

Ug(V,W)=g(VuV,W) +g(V,VuW)
VyV = VyU = [U,V]

pour tous champs de vecteurs U, V,W sur X. Cette connexion s’appelle la connexion
de Levi-Civita associée a g.

REMARQUE 4.23. Notons G la matrice de la métrique g dans le systéme de
coordonnées (T1,...,%n) :

o 0
Gij = 9(87%’ 87%)

Alors

dx;  Ox;  Oxy’

DEFINITION 4.24. Une (pseudo) métrique est dite plate si la courbure R de
la connexion de Levi-Civita associée est identiguement nulle sur X.

1 15) ; i
(F G) ( 9jk +8gk2 ag])

2.2. Un second critére d’équivalence locale. Nous aurons besoin d’un petit
lemme que nous démontrons dans ’annexe D :

LEMME 4.25. Soit C1,Co,Cs des matrices carrées a coefficients lisses au voi-
sinage de 0 sur R3 telles que

oC;  9C;

axj ox;

+1Ci, Gy =
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Alors il existe toujours G = G(x1, x2,x3) solution du systéme différentiel

oG

axC}G_l == Cl
oG

ang 1 - CQ
oG ,
87:E3G - 03

THEOREME 4.26. Soit (Q,w) une structure de Monge-Ampére locale non
dégénérée sur une variété réelle N de dimension 6. Soit la forme normalisée as-

sociée a wo
wo

VA @o)|

(Q,w) est localement constante si et seulement si

dv=dw=0
R(Qw) = 07

ot R(qy) est le tenseur de courbure de la (pseudo) métrique q,, associé d w.

DEMONSTRATION. Cas hyperbolique : A(w) = 1

Si w = dui A dus A dus + dvy A dvg A dvg dans un systeme de coordonnées
symplectique (u,v) alors @ = duy A dug A dus — dvi A dvg A dvs. Donc dw = dw = 0.
De plus

0 0
Kj(=—)=— j=1,2,
(Gu]) 8Uj J 3
0 0
K,(=—)=—-—— j=1,2,3.
((%j) 6vj J 3

3
et donc ¢, = > du; - dvj : q, est plate.
j=1

Réciproquement supposons que dw = dw = 0 et R(q,) = 0. Nous savons qu’il

existe un systeme de coordonnées (z,y) dans lequel

(o = f(z)dzy A dxg A dxs

e}
B = g(y)dy: A dyz A dy3

0 0
KWZZ xA®dxi—?®dyi

=1 8 v a v
Fa20)
Q i
Ej,:ﬁxi(“) jda: A dy;

Utilisons maintenant le fait que ¢, est plate. Soit Ffj les symboles de Christoffels
de la connexion de Levi-Civita V = V,, dans les coordonnées (z,y). On vérifie



2. STRUCTURES DE MA LOCALEMENT CONSTANTES 83

facilement que pour j =1,2,3

_ 9%
avec Aj, = Rt
Posons C; = gTAjA_l et Dj = A_lg—é pour 7 = 1,2,3. De R = 0 il vient pour
j,k=1,2,3
oC;
o
oc;  0C

T%_T%+[ijck]:0

=0

et
aD,;

oD;  dD;

dy; Oy

+ [Dz, D]]

Soit G = G(z) une solution du systéme différentiel

oG 4 )
8ij Cj, j ,2,3

(une telle solution existe toujours, voir lemme 4.25). On a alors pour j = 1,2,3

0A7IG  9A™! oG
= G+A 1=

aCCj al'j * axj

A oG
194 1 A1

al‘j G + axj
=-A"C;G+ A705G
=0

— A

et donc
A(z,y) = G(z)F(y)
Notons Gj(z) = (Gj1($)>Gj2(3x)an3(x)) et Fj(y) = (F1;(y), F2j(y), F35(y)) pour

- 93¢ . .
7=1,2,3. De O;02,0y = Dwnde, 00 il vient

0G;  0Gy,
et L Y
<a$k 6.73j’ l>
et done 254 = 9Gk . {] existe des fonctions u (), u2(x),us(x) telles que
Oy, dx; 1 y W2 ) W3 q
8uj 8u]' 6uj

j= (87351’ 87902’ 87353)
et de la méme fagon il existe des fonctions v (y), v2(y), v3(y) telles que

(9 v O
o= (33/1’ y2’ 8y3)
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Dans le systéeme de coordonnées (u,v) on a alors

Q = duy N dvy + dug A dvg + dus A dus
w = r(u)duy A dug A dus + s(v)dvy A dva A dvs.

Mais w A @ = —%Q?’ donc r et s sont constantes et inverses I'une de 'autre. Quitte
a remplacer uy par ru; et v, par %vl on obtient le résultat souhaité.

Cas elliptique défini négatif : A =1, s(q.) = (0,6)

La démonstration est analogue a la précédente en remplacant les coordonnées
réelles (x,y) par les coordonnées complexes (z,Z) :
Si
w = Re(idz1 A dza A dz3)
i - - -
Q= 5((121 ANdz1 + dzo N dzg + dzz N ng)
3
alors dw = dw = 0 et ¢, = ) dz; - dZ; est plate.
j=1

Réciproquement supposons que dw = dw = 0 et R(q,) = 0. Il existe un systéme
de coordonnées complexes (z1, 29, 23) de (X, K,,) dans lequel

a=dz Ndzy A dzs

2 92
VX E ; .
i | 92,075 dzj A dzy
J.k=1

De R(q,) = 0 on déduit que la matrice A = (%) s’écrit nécessairement

A(2,7) = G(2)F(z)

Mais A" = A donc F' = GF(at)*l. Or F et G sont holomorphes et F(G')~! est
antiholomorphe donc constante :

A(z,%) = H(z)H (%)

et donc nécessairement il existe des fonctions holomorphes wu;(z), u2(2), us(z) telles

que
Po__ you m
8@8@ N = aZj 07k

On a alors le résultat voulu dans le systéeme de coordonnées complexes (u1,uz2,us) .
Cas elliptique indéfini : N(w) = 1, s(qw) = (4,2)

On remarque que la structure de Monge-Ampere pseudo-Kéhler se déduit de la
structure de Monge-Ampere Kéhler par le changement de variable £ : zo — Z3. (2, w)
est alors localement constante si et seulement si (£*(2, {*w) est localement constante.

O

Ce critere d’intégrabilité (qui porte aussi sur les dérivées secondes de w) permet
d’interpréter géométriquement le critere d’intégrabilité démontré dans le chapitre 3.
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La démonstration et ’énoncé de celui-ci sont beaucoup plus simples mais ils sont
équivalents.

Pour conclure, nous résumons dans le tableau 1 la correspondance entre struc-
tures (pseudo) Calabi-Yau et structures de Monge-Ampere elliptiques (i.e. A(w) < 0).

presque (pseudo) CY MA elliptique
(pseudo) CY MA elliptique fermé
(pseudo) CY plat | MA elliptique localement constant
TaAB. 1. Correspondance entre structures de Calabi-Yau et structures
de Monge-Ampere elliptiques

2.3. La métrique de Stenzel. Ce résultat doit permettre en théorie d’exhiber
d’autres exemples d’équations de Monge-Ampére de type lagrangien spécial en di-
mension 3. Par exemple si (X, g, I, 2, «) est une variété de Calabi-Yau de dimension
complexe 3 et si la métrique g n’est pas plate alors ’équation lagrangienne spéciale
Aqp(a) = 0 n’est pas localement équivalente a I’équation

Af —hess(f) =0.

Il y a malheureusement tres peu d’exemples explicites connus de métriques de Calabi-
Yau (sauf en dimension complexe 1). La métrique de Stenzel (Ricci plate mais non
plate) sur le cotangent 7*S™ de la sphere S™ est I'un de ces rares exemples. Cepen-
dant T*S™ est non compacte : il n’existe aucun exemple explicite sur une variété
de Calabi-Yau compacte. Nous donnons ici une description (formelle) de I’équation
lagrangienne spéciale sur 7*S%.

T*S" = {(u,v) € R x R ¢ lu|| = 1, (u,v) = 0} s’identifie & la variété

complexe Q" = {z eOntl: 24 ... 4 Z%_H = 1} via l'isomorphisme

X

——Y)-
V1l

§(z +iy) = (

La forme volume holomorphe est alors
o (Z1,...,Zy) =det(z, Z1,...,2Zy).

et la forme de Kihler est Q = i00¢ avec ¢ = £(7), 7 étant la restriction & Q" de
|21|2 + - - 4 | 2a|? et & étant une solution de I’équation différentielle ordinaire

()" + ") a* - 1) =¢c>0.

Pour écrire ’équation lagrangienne spéciale nous devons trouver un systeme de co-
ordonnées de Darboux. Utilisant les relations

4
Zukduk 4+ vpdv, =0

k=1
4

Zukdvk 4+ vpdur, =0
k=1
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sur T*S2, nous constatons que sur I'ouvert de carte uy # 0,

3
Q:Zdwk/\duk
k=1
avec 9
(2 + 2]||lv 1+ ||v]|?
:2f( | Huj\/ vl (s — vtaa).

Soit ¢ 'application (u,w) — (x + iy). L’équation lagrangienne spéciale s’écrit

(¢ o df )" (Im(a)) = 0.
Il est difficile d’expliciter cette formule : il semble que ’équation lagrangienne spéciale
de Stenzel n’a pas d’expression simple.



CHAPITRE 5

Grassmannienne associée a une équation de
Monge-Ampere

La grassmannienne associée a une équation différentielle en un point = est une
approximation a ’ordre 1 des solutions généralisées passant par ce point x : c’est
I’ensemble des espaces tangents en x de toutes les solutions passant par ce point.
Ainsi, la grassmannienne I E,(x) (nous reprenons les notations de Lychagin ([L2]))
associée a une équation de Monge-Ampere symplectique A, = 0 sur R" est 'en-
semble des sous-espaces lagrangiens L de (T, T*R™, Q) vérifiant

wz|r = 0.
Considérons par exemple I’équation de Monge-Ampere elliptique sur R?
Af=0.
La grassmannienne I FE,, associée est 'ensemble des plans L de T*R? vérifiant

(dg1 A dpy + dga A dp2)|r = 0
(dg1 A dpa — dga A dp1)|L = 0.

Ainsi, L € IE, si et seulement si (dz; Adza)|r, = 0 avec 21 = q1 +1iqa et 2o = p1 —ip2
ou encore si et seulement si il existe (a1, az) € C? tel que L est le noyau de la forme
linéaire aijdz; + asdzo : IE, est homéomorphe & P(C?) = CP!. On vérifie de la
méme facon que la grassmannienne associée a I’équation hyperbolique

Of =0

est homéomorphe au tore S x S1.
La topologie de ces grassmanniennes est en général beaucoup plus compliquée
en dimension supérieure. Nous présentons dans ce chapitre deux facons différentes

de I'aborder :

(1) IE,(x) est un sous-espace topologique de la grassmannienne des plans la-
grangiens (orientés) de T*R"™ qui s’identifie naturellement & ’espace ho-
mogene U(n)/SO(n). Il est bien connu par exemple que la grassmannienne
des plans lagrangiens spéciaux de T*R" s’identifie a ’espace homogene

SU(n)/SO(n)
qui une variété lisse et connexe. Nous montrons dans la premiere partie que

les grassmanniennes associées aux deux autres équations de Monge-Ampere
hess(f) =1 et Of + hess(f) = 0 sont des “orbifolds” plus complexes.

(2) IE,(x) peut étre vue comme une sous-variété algébrique de l’espace pro-
jectif P(A"(R?")) en utilisant le plongement de Pliicker. Nous montrons
dans la deuxieme partie que la grassmannienne associée a une équation de

87
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Monge-Ampere pluriharmonique est une sous-variété algébrique réelle de
cpPt.

La cohomologie de la grassmannienne associée a une équation de Monge-Ampere
définit certains invariants topologiques des singularités de ses solutions. Par exemple
la premiere classe est une obstruction a la construction de solutions discontinues a
partir d’une solution généralisée (voir [Z1], [Z2], [Z3]). Nous complétons dans la
troisieme partie le calcul des classes caractéristiques de Zilbergleit pour les trois
équations de Monge-Amperes non dégénérées et & coefficients constants sur RS.

1. Grassmannienne des sous-espaces calibrés de R®

Soit (Q,w) € A%(R%) x A3(RC) une structure de Monge-Ampere non dégénérée sur
RS et soit (g, Ku,, 3) la structure de Calabi-Yau généralisée associée. Rappelons
que la signature £(q,) de g, est (3,3) si A(w) =1 et (0,6) ou (4,2) si AM(w) = —1.

Soit IE,, l'ensemble de tous les sous-espaces lagrangiens (orientés) de (R, €2)
sur lesquels s’annule w. Puisque q,, est en général indéfinie, la signature de q,, |, peut
changer en fonction de L € I'E,,. Introduisons alors les notations suivantes

DEFINITION 5.1. (1) IE}, = {L € IE, : qu|1 est non dégénérée}
(2) IEY? ={L € 1B, : (qu|1) = (.0)}

LEMME 5.2. IEL est un ouvert de IE,, et si p+q = 3 alors IELp’q) est une
réunion de composantes connexes de IEI,.

DEMONSTRATION. Notons G(3, 3) la grassmannienne de tous les sous-espaces de
dimension 3 de R% et G1 (3,3) la grassmannienne de tous les sous-espaces de dimen-
sion 3 sur lesquels ¢, est non dégénérée. Soit L € GT(3,3) et LY un supplémentaire :

Lo L®=RS.
Notons Uy, = {K € G(3,3) : K ® L° = R°} et ¢, : L(L,L°) — U, lapplication
qui, a une application linéaire ¢, associe son graphe K4 dans L @ L°. La famille

{L(L, L) 2y UL}LGG(3 3) constitue un atlas de la variété (G(3,3). Fixons une base

A B
C D
la matrice de g, dans B U By. Soit maintenant Ky € U, Ky étant le graphe de
laaplication linéaire ¢ : L — Lg. La projection 7 : £L & Ly — L permet d’identifier
la forme quadratique q,|x , avec la forme quadratique sur L

gy = A+ Bo+ ¢'C + ¢' Dg.

B de L et By une base de Ly et notons A la matrice de q,|;, dans B et

Il vient alors
det(gg) = det(A) + o([|8]]).

Ainsi si la norme de ¢ est suffisamment petite alors g, est non dégénérée sur Ky :
G1(3,3) est un ouvert de G(3,3). De plus les valeurs propres de o restent de signe
constant lorsque ¢ reste petit : la signature de g, reste constante sur chaque com-
posante connexe de GT(3,3). On en déduit alors le résultat pour le sous-espace
topologique IE,, de G(3,3). O
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REMARQUE 5.3. Posons [EE = |J IEP? pour k =0,1,2,3.

p+a<k
) =IE;' CIEC CIE, c IF? Cc IE? = IE,
est une filtration de IE,,.

PROPOSITION 5.4. (1) si N(w) =1 alors

IE], = (SL(3)/SO(3)) U (SL(3)/SO(1,2))
(2) si N(w) = —1 et e(q,) = (0,6) alors
IE, = IE! = SU(3)/50(3)
(8) si Mw) =—1 et e(q,) = (4,2) alors
IEl = SU(2,1)/S0(2,1)

DEMONSTRATION. Remarquons tout d’abord que si L € IEI, alors K, - L est
I'orthogonal L° pour ¢, de L. En effet ¢, = Q(K,.,.) et L est lagrangien donc
K,-L c LY. Si G|, est non dégénérée alors L0 est de dimension 3 et donc K,-L = LY.
En particulier

LoK, L=R"

Cas ANw) =1
Fixons une base (e1, ez, €3, f1, f2, f3) de RS dans laquelle

( 3
Q=) e Aff
=1
3
Qv = Ze:‘ . f;‘
=1

3
Ko=) ei®e;— fi® ff

=1
w=erNeaNez— i Nfa NS5
w=elNesNes+ [T NfINf3.

Notons
Lo ={(z,z) 1z € R*} € IEFD)
L9y = {(z1, 02, 23,71, —72, —73) } € IES’Q)-

Soit L € IELSp’q) avec p + g = 3. Soit {a1,az,as} une base orthonormée directe
de (L, qu) :

qw(ai,aj) = 52-515 E; = +1
e} Nes Nez(ar ANag Aag) > 0.
_ ai+Ky(ai) _ ai—Ky(ai) - : :
Posons u; = 5 etv; = 5 bouri= 1,2, 3. Soit A la matrice des u; dans

la base {e1,ea,e3}, B la matrice des v; dans la base {fi, fa, f3} et C = <gl g)
On a clairement L = C - Ly. De plus A et B vérifient

AL 0N (0 Id\ (A 0\ [ 0 Iy
o B')\1d 0)\o B) \Ip,y O
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avec
€1 0 0
Ipg =10 e 0
0 0 €3

Autrement dit A'B = I, ;. En particulier det(B) = ﬁ(fl) si (p,q) = (3,0) ou
(1,2) et det(B) = _#(Aﬂ si (p,q) = (0,3) ou (2,1). Utilisant maintenant le fait que
w(a; A az A as) =0 on obtient det(A) = det(B). Finalement

A 0
IE£J370) — 0 (At>*1 . L(370) cA € SL(?))

A 0
1B} = 0 (1) oo A€ SL(3)
TE%3) = ¢
IEZY =,

A 0 : .
Enfin 0 (Ah)! Iy Lp.q) = L(p,qg) st et seulement si pour tout vecteur X
de R?
-1
(A% lpg)X = LpgAX

i.e. si et seulement si A € SO(p, q). Et donc
TEGY = S1,(3)/S0(3)
TE(}?) = S1,(3)/50(1,2).

Cas Aw) = —1 et e(qu) = (4,2)
Choisissons une base (e1, ez, €3, f1, f2, f3) de RS dans laquelle

3
i=1

qu=ej-e]—ey-estes-es+ fi-fi—fi-fs+fif3
Ko=ea®ff —e2@fi+es®@ fi —fivel+fa®e; — f3@e;
(w = Re((e] +if3) A (e5 —if3) A(ez+if3)).

Notons Loy € IEO(JQ’I) le sous-espace réel engendré par {fi, fo, f3}. Soit L € IE] et
{a1, a2, a3} une base orthonormée directe de L :

G (aj, ar) = €;0jk
avec €; = +1. Soit A 'endomorphisme C-linéaire (pour la structure complexe K,,)
défini par A - f; = a;. Il satisfait la relation

. €1 0 0
A 1(271)14 = 0 £9 0
0 0 €3

En comparant les déterminants de gauche et de droite dans cette égalité on constate
que nécessairement

€1 0 0

0 £9 0 = 1(271) .

0 0 €3
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Ainsi A € U(2,1). De plus comme w|;, = 0, nécessairement A est de déterminant
complexe 1 ie. A€ SU(2,1). Ainsi

IEl, ={A-Lo: Ac SU(2,1)}.
De plus ALy = L si et seulement si A est une matrice réelle. Donc

IE!l = SU(2,1)/S0(2,1).

2. Grassmannienne associée a un opérateur pluriharmonique

Rappelons qu’un opérateur de Monge-Ampere pluriharmonique A, associé & une
2n-forme w sur T*M (M étant une variété complexe de dimension complexe n) est
un opérateur différentiel sur les fonctions pluriharmoniques H(M). Cet opérateur
est uniquement déterminé par la partie bieffective de w.

La grassmannienne associée en un point x est ’ensemble des plans bilagran-
giens (ou lagrangiens complexes) de T, T7*M sur lesquels w, s’annule. Nous étudions
ici cette grassmannienne pour quelques exemples célébres d’équations de Monge-
Ampere sur R* = C2.

Soit (V4,9Q) un espace vectoriel symplectique complexe de dimension complexe
4. Soit w € A}z (V*) une 4-forme bieffective réelle et h, la forme hermitienne sur
W = A%(V, C) associée (voir chapitre 2). Rappelons que W est un espace vectoriel
complexe de dimension 5 muni d’un produit scalaire complexe qn défini par

/
40(6,60) = 9329 .

Soit I' : A2(V,C) — A%(V*,C) I'isomorphisme induit par la forme symplectique
complexe {2 entre les bivecteurs complexes de V et les 2-formes C-linéaire sur V.
Cet isomorphisme induit un plongement (appelé plongement de Pliicker) de la grass-
mannienne des plans complexes de C* dans le projectifié CP® de A?(V*,C) = C% :

[X AY]— [[(X AY).

L’image de cette application est I’ensemble des 2-formes décomposables i.e. I'en-
semble des formes 6 telles que #AO = 0. Autrement dit lorsque I’on identifie A2(V*, C)
4 CO la grassmannienne des plans complexes de V s’identifie au cone isotrope pro-
jectif gqo = 0 dans CP°

Notons Xy I'unique bivecteur tel que I'(Xy) = 6 pour 6 € A%2(V*,C). Un calcul
direct montre le résultat suivant

LEMME 5.5. Pour toutes formes 0 et § € A?>(V*,C) l’égalité suivante est
satisfaite
0'(Xy) + 2M = 1(0)L(0") = Q(Xp)QXg).
QAQ

En particulier pour toutes formes effectives 0 et §' € A%(V*, C),
ONO
QAQ

COROLLAIRE 5.6. Soit X et Y € V. Le sous-espace X AN'Y est un plan
lagrangien complexe de (V,Q) si et seulement si T'(X AY') est une forme effective
non nulle sur V.

0'(Xg) = —2
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DEMONSTRATION.
QAT(XAY
QX ANY) = _292) + QX ANY)Q(Xq)
QAT(XAY)
=2 20X AY)
et donc

QXA =T(XAY)AQ.

D’ou la proposition

PROPOSITION 5.7. I' induit un isomorphisme entre la grassmannienne des

plans lagrangiens complezes de C* et le cone isotrope projectif {qgq = 0} de CP* =
P(AR(V*,C)).

Intéressons nous maintenant aux plans lagrangiens complexes L sur lesquels
s’annule w.

DEFINITION 5.8. On associe a w la forme quadratique réelle q, sur W
définie par

ch(9> = hw(ea 0)

LEMME 5.9. Soit 6 une 2-forme bieffective décomposable et L = [Xy] le plan
lagrangien associé.

w’L =0 Qw(0> =0.
DEMONSTRATION. Décomposons w dans une base {o1,...,05} de A% (V*,C) :
w = Z G;jk05 N\ Ok
Jik
w|r, = 0 si et seulement si w(Xy A Xy) = 0. Or
w(Xg A Xg) = a;x0;(Xg)Tr(Xo)
j?k
=Y a0 (Xo)ow(Xp)
j?k
= 4Zajkaj ANB.op N0
j?k
= 4h,(6,0).
D’ou le résultat. U

PROPOSITION 5.10. L’ensemble des plans lagrangiens complexes sur les-
quels s’annule w s’identifie a la sous-variété algébrique réelle de CP*

g0 =0
quw = 0.
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Etudions maintenant quelques exemples. Fixons sur C? = R* les coordonnées
(21 = o1 + iy1, 22 = T2 + iy2) et munissons T*C? des coordonnées symplectiques
complexes induites

(21 =21 +iy1, 22 = X2 + Y2, w1 = p1 — iq1, W2 = P2 — iq2),
la forme symplectique complexe sur M = C* étant
QO =dz1 N dwy + dzg A dws.

Fixons une base de l'espace des formes complexes effectives W = A% (C*,C) :

o1 =dz; Ndwy — dzg A dws
09 =dz1 Ndzo
o3 = dz1 N dwy
o4 = dwi N dzg

o5 = dwi A dws.

Le produit scalaire ¢q(6,60") = 68—26, s’écrit dans cette base
-1 0 0 0 O
0 0 00 —3
J=[0 0 0% o0
0 0 2 0 0
1
0 -5 0 0 O
Soit (aq,...,as5) le systéeme de coordonnées complexe associé & cette base. La

grassmannienne des plans lagrangiens complexes s’identifie au sous-ensemble de

CP*:
L(CYH ={[a1,...,a5] € CP*: a2 + azas — azay = 0}.
Nous nous intéressons aux exemples d’équations de Monge-Ampeére suivants

(1) Equations associées aux variétés kahlériennes spéciales :

hess(f) =1  (hessien elliptique)
hess(f) = —1 (hessien hyperbolique)

(2) Equations auto-duales gravitationnelles :
Ces équations ont été obtenues par Plebanski et Przanowski dans [PP] a
partir de réductions symétriques des équations de Yang-Mills auto-duales :

( 82]0 82f B an an
021019 0y10yy  Ow10Y2 0y1072

O & Bf ., 0 &

—55 — — = & i Pl ki IT
927 037 ( 9100 01072 90 0 (équation de Plebanski II)
O ’r ot - °f OF _ 0 (équation de Grant)

022 " O110ys 0120y 0m10y1 0madys d ‘

=1 (équation de Plebanski I)
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En utilisant 2.14 on peut calculer les formes quadratiques associées a ces équations :
g+ (@) = |ao|* = |as|? (hessien elliptique)

qr-(a) = |az|* + |as|?
gpr(@) = |1 [* + |as|?
grri(a) = 2Re(a1@5) — |ag)?

hessien hyperbolique)
Plebanski T)
Plebanski IT)

(
(
(
gc(a) = é{Re(agcﬂ + a3@; — 20205) — |a1]?}  (Grant).

Le calcul de la signature ¢ pour chacune de ces formes quadratiques nous permet
de constater que toutes ces équations sont dans des orbites différentes pour ’action
de Sp(2, C) sauf peut étre I’équation hessien hyperbolique et I’équation de Plebanski
I:

Dans le cas ot les deux signatures coincident il nous faut un autre argument pour
séparer ces deux orbites. Notons pour une 4-forme bieffective réelle w, A, : W — W
I’endomorphisme C-antilinéaire associé a la forme hermitienne h,. On constate que
Paction de Sp(2,C) est

Aps, = FAF!
Or on peut vérifier que les endomorphismes Ay et Ap; associées aux équations
hessien hyperbolique et Plebanski I n’ont pas la méme forme de Jordan et ne sont
donc pas semblables : ces deux équations ne sont pas dans la méme orbite.

Remarquons enfin que pour ces deux équations, la forme particulierement simple
de la forme quadratique nous permet de décrire toutes les solutions pluriharmo-
niques. Elles s’écrivent dans C* = T*C? de coordonnées (z1, 22, w1, wa) :

(1) hessien hyperbolique
L ={(z1,cz1 +d, —cwa + e, w3) : (21, w2) € CQ}
ou ¢, d et e sont des constantes complexes
(2) Plebanski I
L={(z1,¢,F(z1),w2) : (z1,wq) € C*}

ou c¢ est une constante complexe et F' : C — C est une fonction holomorphe.

3. Classes caractéristiques des équations de Monge-Ampeére

Zilbergleit a calculé dans [Z3] la cohomologie modulo 2 des grassmanniennes
associées aux équations de Monge-Ampere a coefficients constants sur R3. Ce calcul
est basé sur la classifiation de Lychagin et Roubtsov ([LR3]) dans laquelle manque
I’équation lagrangienne spéciale

Af —hess(f) =0.
Toutefois, la grassmannienne associée est ’espace homogene SU(3)/SO(3) et le
calcul de la cohomologie de cet espace modulo 2 a été effectué par Borel ([Bor])

puis Fuks ([Fu]). Borel a notamment montré que les générateurs de la cohomolo-
gie modulo 2 de la grassmannienne des sous-espaces lagrangiens orientés de R
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(grassmannienne qui s’identifie & U(n)/SO(n)) sont les classes de Stiefel-Whitney
w; € H'(U(n)/SO(n),Zs) du fibré tautologique de cette grassmannienne. Ces classes
sont bien stir de carré nul :

H*(U(n)/SO(n),Zs) = Za|ws, . .. ,wn]/(w%, .. .,w2).

n

Utilisant alors le difféomorphisme naturel U(n)/SO(n) = S* x SU(n)/SO(n) on en
déduit que
H*(SU(n)/SO(n), 7o) = Zalwa, . .., wy]/ (w3, ..., w?).

La premiere classe de Stiefel-Whitney n’apparait pas puisque SU(n)/SO(n) est
orientable. On peut trouver une démonstration plus récente de ce résultat dans
[MT]. Nous proposons ici une autre démonstration (partielle) en utilisant les tech-
niques de Zilbergleit.

Soit € la forme symplectique naturelle sur R® = T*R3 et (g,p) le systéme de
coordonnées symplectique canonique :

3
0= Z dgi A dp;.
i=1
Notons 7 : T*R? — R? la projection naturelle :
m(¢,p) = ¢.
On note pour L sous-espace vectoriel de T*R3,
L, = LN Ker(m).

Soit I = U(3)/SO(3) la grassmannienne des sous-espaces lagrangiens orientés
de T*R3 et pour k € N,

Xy ={Lel:dim(L,) >3-k}
Soit (E™",d™") 1a suite spectrale définie par la filtration
®:X71CX0CX1CX2CX3:I.

Par exemple les termes B = HY(X,/X,_1,Zs) sont de la forme

0,0]01/0
0 |Zo|Z2| 0
0 |Zy|Z2| 0
Zo|Zoy| 0 |0

THEOREME 5.11 (Borel [Bor)). La suite spectrale (E&",d*") stabilise au
premier pas et converge vers la cohomologie H*(I,Z2). Une conséquence directe est
la relation

X 3)
H (Ia Z2) = Z2[w17 w2, w3]/(w%7 w%a w?2))7
les w; étant les classes de Stiefel Whitney du fibré tautologique de la grassmannienne
I. (On note (;) un isomorphisme jusqu’a l'ordre n d’algébres graduées).

Soit w € A3(R6) et IFE, la grassmannienne des sous-espaces lagrangiens sur
lesquels s’annule w :
IE, ={Lel:w|,=0}.
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Soit Xf = X N IE,. L’idée de Zilbergleit est de comparer la suite spectrale
(E&*(w), d*®) définie par la filtration

h=X'cXx?cx!cx?cXx3=IE,

avec la suite spectrale (E&"(w), d>) pour calculer H*(IE,,, Z3) jusqu’a I'ordre 3.
Calculons donc les termes EY ’b(w) dans le cas ol w est la forme lagrangienne
spéciale

dpy A dpa A dgs — dpy A dps A dga + dpa A dps A dqr — dqy A dga A dgs.
Nous devons pour cela décrire les espaces topologiques X%/ x5! pour p=0,1,2, 3.

Notons V = T*R3, V4 lespace engendré par les 8%2' et V), I'espace engendré par

0
les i

(1) Etude de X2/X!
L’unique sous-espace lagrangien L contenu dans Ker(7) est V},. Puisque

0 ol ol

Bor Doy 873) = 0 on en déduit que

w(
X/ X5 =1{V,}.
(2) Etude de X! /X0
Soit L € IE, tel que le sous-espace L, de V), soit de dimension 2.

Notons X¢ 'unique vecteur tel que ix, 2 = £ pour § € V*. Une base de L,
est {Xg,, Xe, } avec § et S € V'

§1 A& = adqy A dga + bdqy A dgz + cdga A dgs
Xey N Xg, = adpy A dpa + bdpy A dpz + cdpa A dps.

La 1-forme X, AXg,w D€ dépend que de dq1, dgs et dgs : c’est une 1-forme
sur V;. Soit v € L tel que L = L, ®Ru. Notons u = ug +u, avec uy € V, et
u, € V). Le vecteur u, est non nul puisque L, est de dimension 2. Puisque
L est isotrope on a pour ¢ = 1,2

§i(ug) = A Xe ug) = UXe,u) = 0.
Et donc Ker(&;) N Ker(&2) = Ruy. De plus
W(X&vXém Uug) = W(XENXSwU) =0.
Ainsi, la 1-forme 4 Xe, AXe,W s’annule sur Ker(&1) N Ker(&2) et donc
(ixe, nxe,w) N1 A& = 0.
Ceci s’écrit
a> +b*+ 2 =0.
Finalement

XL/x0 =9.
(3) Etude de X2/X}
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X2/XL est un fibré au dessus de RP? de projection m : L + L.
Déterminons 7~ 1(L,). Munissons pour cela V = T*R? du produit scalaire

o 0

g dg,
o,
ops op;’
o J
—, ) =0
<36_h’ 8Pj>

Soit X¢ un vecteur de norme 1 de L, C V, et £ € V' la forme sur V;
correspondante. Fixons une base orthonormée directe {u,v} de Ker(§).

Soit L € 7r_1(Lp). Puisque L est lagrangien, on peut toujours trouver
deux vecteurs a et b de V}, orthogonaux a X¢ (pour le produit scalaire (,))
tels que {X¢,u + a,v + b} est une base de L. Ces vecteurs a et b doivent
vérifier de plus

Qu+a,v+b) =0
w(Xe,u+a,v+b) =0,

La premiere condition se réécrit
(u,b) = (v,a),
a et b étant les images de a et b dans V,, par I'isomorphisme a%i — 8%1_. On
vérifie sans peine que la seconde condition s’écrit
(Xe Au, by = (Xe Av,a),

ou X’g A u est le produit vectoriel usuel sur V, = R3. Finalement a et b
vérifient

<§L7 {Q) =0

(b, X¢e) =0
(b.u) = (@)
(b,v) = —(a, u).

On a ainsi construit un isomorphisme entre X2/X?} et T*RP?, ou
T, RP? = {a € R’ : (a, X¢) = 0},

Etude de X2 /X2

Si L € X2/X2 alors L, = {0}. 1l existe donc trois vecteurs uj, us et ug
de V,, uniquement déterminés tels que {8%1 + uq, 8%2 + uo, % +us} est une
base de L. Ecrivons pour i = 1,2,3

Puisque L est lagrangien, Q(a%_ + Ui,a%. + u;) = 0 pour 4,j = 1,2,3.
i j
Autrement dit
Oéij = Oéjl'.
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3
La matrice a = (aij)' - est donc symétrique. De plus
,L?]:
0 0
w(z— +u1, =— +u2, =— +uz) =0.
(8q1 Iq2 Jqs3 )

Ceci s’écrit
2 2 2 _1—9
Q1102 — Qg + (1133 — @3 + Qegizg — gy — 1 = 0.

Soit alors le changement de variables

(o= % —ap— %
Qo2 = —= + T2 — —=
V3 V3
_1'1 2333
0433—%+ﬁ
Q12 = T4
Q13 = T5
Q923 = Tg.

X3 /X2 est isomorphe & I’hypersurface de RS

x%—x%—m%—xi—x%—x%zl.

Cette hypersurface a deux composantes connexes R; et Ry homéomorphes
toutes deux & RS :

Ry = {(/1+ ||z|2,z) : z € R%}
Ry = {(—/1+ ||z|2,2) : € R®}.
Ces calculs se résument ainsi
Xo/X T | {4
XL/XD 0
X2/XL | T*RP?
X3/X2 [ R’ x Zs
On obtient alors les termes E§a’b) (w) = HYP (X2 /X0~y
0{0] 0 0
0 0 ZQ ZQ X ZQ
0 |0|Ze 0
Zy | 0| Zs 0
Répétant alors les arguments donnés dans [Z3] on complete le théoreme de Zil-
bergleit de la fagon suivante

PROPOSITION 5.12. Soit w € A3(R®) une trois forme effective et q, la
métrique de Lychagin-Roubtsov associée.

(1) sie(q,) = (3,3) alors

—~

. 3)
H*(IE,, Zy) ~= Zylwy, w, us]/(w?, wy.uz).

(2) sie(qn) = (0,6) alors

. ()
H*(IE,,Zs) ~= Zalwa, ws]/ (w3, w3).
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(3) sie(q) = (4,2) alors

. 3)
H*(IE,, Zn) == Lo[wi, w2, us]/(w?).
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Conclusion

Ce travail apparait comme une généralisation en dimension 3 des différents
résultats (connus de lauteur) sur le probleme d’équivalence locale des équations
de Monge-Ampere en dimension 2. De nombreuses questions restent cependant sans
réponses (curieusement, il semble méme y en avoir plus aujourd’hui qu'il y a trois ans
...). Nous présentons ici quelques pistes de recherche qui pourraient étre un prolon-
gement naturel de cette these. Nous espérons qu’elles donneront lieu a de prochain
travaux.

(1) Que se passe t’il en dimension 4 et plus? Nous avons apporté une réponse
tres partielle en introduisant la notion de solution pluriharmonique. Ceci
permet de distinguer sur quelques exemples des équations différentes. Ly-
chagin et Roubtsov ont aussi étudié quelques orbites particulieres qui ont de
fortes symétries (qu’ils appellent transvections caractéristiques, voir [LR3]).
Ces réponses sont bien sir loin d’étre satisfaisantes. Nous avons déja sou-
ligné que ’espace des orbites devient beaucoup plus compliqué en dimension
4 et plus. En dimension 4, quelques résultats sur la géométrie des 4-formes
effectives existent cependant, dis notamment & Antonyan ([An]) et Ka-
tanova ([Kal), basés sur la décomposition Zy graduée de 1’algebre de Lie
exceptionnelle Fyg :

Es = sp(4) ® AL(R®).

Ces résultats seront peut étre utilisables pour donner une description d’un
grand nombre d’équations de Monge-Ampere sur R* mais il est impossible
de donner une classification exhaustive (c’est a dire discrete) de toutes les
orbites. Un point de vue plus global s’impose alors pour comprendre la
géométrie de ces équations en toutes dimensions. On peut donner ici deux
approches différentes. La premieére consisterait a étudier ’espace des mo-
dules des formes effectives du point de vue de la théorie des déformations de
MacLean. Goto ([Got]) a par exemple obtenu des résultats tres intéressants
en “déformant” des exemples de calibrations comme la calibration lagran-
gienne spéciale ou les calibrations exceptionnelles. La seconde approche
consisterait a considérer qu'une équation différentielle provient d’un phénomeéne
physique sur un espace donné. L.’idée que nous voudrions développer est que
le nombre de structures de Monge-Ampere globales sur cet espace est limité
par des contraintes topologiques ou géométriques. Paradoxalement, il sera
peut étre plus facile de décrire I’ensemble des équations de Monge-Ampere
sur S™ ou T™ par exemple que sur R".

(2) 11 reste toutefois beaucoup de pistes a explorer en dimension 3 déja. Les
variétés lagrangiennes spéciales ont des propriétés remarquables en théorie
des déformations par exemple. McLean a notamment montré que I'espace
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des déformations d’une sous-variété lagrangienne compacte L est une variété
lisse et que son espace tangent en L s’identifie a I’espace des 1-formes har-
moniques sur L. Il semble tres vraisemblable que le résultat reste vrai pour
une sous-variété compacte calibrée par une structure de Monge-Ampere
(Q,w) non dégénérée sur une variété lisse de dimension 6 : espace des
déformations d’une sous-variété L compacte calibrée est en général une
variété lisse dont ’espace tangent en L s’identifie a I'espace des 1-formes
harmoniques pour 'opérateur de Hodge associé a la (pseudo) métrique g, de
Lychagin-Roubtsov. Il faut rester toutefois prudent sur le terme en général.
La différence essentielle avec le cas des variétés lagrangiennes spéciales
est justement la métrique indéfinie ¢, et I’approche de McLean doit peut
étre modifiée dans le cas pseudo riemannien. Au dela de cette théorie des
déformations, il nous semble que la construction proposée de ces structures
de Calabi-Yau généralisées est suffisamment naturelle pour avoir une signi-
fication physique. Il est alors naturel de se demander si les variétés munies
d’une structure de Monge-Ampeére non dégénérées ont un partenaire mi-
roir et si la conjecture miroir de Strominger Yau et Zaslow peut ainsi se
formuler en termes d’équations de Monge-Ampere.

(3) Une autre généralisation possible est celle des équations de Monge-Ampere
tout simplement. Peut on adopter une approche similaire pour une plus
grande famille d’équations (d’ordre 3, 4, etc.) présentant une non linéarité
du type déterminant 7 Nous pensons en particulier aux équations d’associa-
tivité (WDVV) en théorie topologique bidimensionnelle des champs ou aux
équations satisfaites par les fonctions de corrélation de modeles intégrables
de théorie des champs quantiques. Par exemple, la fonction de corrélation
paire du modele de Ising vérifie

T Tz Tzz Tzz Tz Tzz
Tz Tzz  Tzzz =Tz T Tz )
Tzz Tzzz Tzzzz Tzz Tz Tzz

(avec T, = %, etc.). Il semble naturel d’étudier les formes différentielles
sur I’espace des k-jets pour décrire de telles équations et utiliser la distri-
bution de Cartan (ou le crochet de Maier, voir par exemple [KL]) en lieu
et place de la structure de contact pour généraliser les travaux de Lychagin
sur 'espace des 1-jets et les opérateurs de Monge-Ampere. On peut aussi
étudier directement 1’espace des jets infinis en utilisant la “C-distribution”
définie par Vinogradov et dévopper ainsi une étude plus systématique des
invariants scalaires différentiels, des symétries et des lois de conservations
des équations de Monge-Ampere “généralisées”.

Les réponses apportées dans cette these au probleme d’équivalence locale des
équations de Monge-Ampere doivent aussi trouver des applications plus concrétes.
Voici trois exemples que nous nous proposons de développer par la suite.

(1) En météorologie théorique, des équations de Monge-Ampere apparaissent
trés naturellement dans certains modeles décrivant le flux hydrodynamique
de I’'atmosphere ou des océans, comme le modele semi-géostrophique ou le
modele quasi-géostrophique. L’équation d’inversion du “potentiel tourbillon” ([Hol)
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peut s’écrire par exemple en dimension 3
fFo*e 1 )

Ax7yq) -+ ﬁiaZQ — ﬁ heSSx7y b = f R
f et N étant des “constantes” physiques. Roulstone et Roubtsov ([RR]) ont
montré comment, en dimension 2, une transformation symplectique permet
de changer de modele, c’est a dire de changer le domaine de validité de ces
constantes. De la méme fagon, les différents types possibles de ’équation
d’inversion en dimension 3 (hessien ou lagrangien spécial par exemple) vont
peut étre correspondre & des modeles différents. Les limites de ces modeles
seront alors données par la dégénérescence de notre équation.

Les théories des représentations des équations différentielles permettent de
construire certaines familles de solutions. Il est connu par exemple que
I’équation hess(f) = —1 admet une représentation de Hirota en dimension
2, ce qui doit permettre de construire des solutions “solitoniques”. Une com-
paraison plus approfondie de la théorie des opérateurs de Monge-Ampere
avec la théorie de Hirota devrait permettre de construire plus d’exemples.

Nous avons caractérisé dans cette these les solutions complexes (ou plu-
riharmoniques) de certaines équations de Monge-Ampere en 4 variables et
notamment les équations obtenues par réductions symétriques des équations
de Yang-Mills auto-duales. Cette approche devrait permettre en particulier
de construire des solutions algébriques complexes. Elle doit aussi permettre
de distinguer des équations différentes. Par exemple, I’équation de Grant

92f  8f  O2f oxf  9f
022 " Ox10yy Oxedyy  Ox10yy Oxedys
et ’équation de Husain
2f *f 0 0°f  f 0f
0x? ' 9x2 " 9x10ys Ox90y: © 0110y1 0x20ys

sont elles réellement différentes? La réponse n’est pas claire. Tous les in-
variants connus de l'auteur associés a l'action des symplectomorphismes
complexes de C? coincident pour ces deux équations, ce qui nous fait sup-
poser qu’elles sont équivalentes du point de vue pluriharmonique. Sont elles
équivalentes pour 'action du groupe des symplectomorphismes réels 7 1l se
peut que la réponse soit positive et qu’ainsi les modeles qu’elles décrivent
en théorie de la gravitation coincident. Nous espérons clarifier la situation
en étudiant notamment les invariants de Antonyan et Katanova associés
aux deux formes effectives correspondantes.

0







Annexe A

THEOREME. Toute 3-forme effective sur un espace symplectique de dimen-
sion 6 est dans une et une seule des Sp(3)-orbites décrites dans la table 1.

DEMONSTRATION. Soit Q la forme symplectique sur V et soit w € A3(V*). La
proposition 2.5 dit que si g, = 0 alors w est dans 'orbite de f" A e A e3. Supposons
donc que g, # 0. Choisissons (A, B, W) comme dans la proposition 2.14 :

w=0Q4 ANwy1 + Qp A wo,

w1 et wy étant effectives sur 'espace symplectique (W, Q') et ' et wy étant effectives
sur l'espace symplectique (W, w1).

Q' étant non dégénérée, Q' est nécessairement elliptique ou hyperbolique sur
(W, w1). La forme w9 peut étre elliptique, hyperbolique, parabolique ou nulle. Le cas
ellitpique-elliptique a déja été étudié au chapitre 2 de cette these. Etudions les sept
autres cas.

(1) wq est hyperbolique

Il existe d’apres la proposition 2.1 une base (a1, az,b1,b2) de W dans
laquelle

w1 =aj Abj + a3 A b
wy = Aaj] Ab] —ad AD3), XN#O.

Comme Q' Awy = Q' Aws = 0, il existe quatre réels p, q,r, s tels que
Q' = ai A (pab + b)) + b5 A (rad + sb3)

De plus qr — ps = epu? avec € = +1 et pu # 0 puisque € est non dégénérée.
Soit le changement de base sur W

c=aj
dy = b}
ucy = e(ray + sby)
pds = paj + qbs.
Dans la nouvelle base on a
wi =i ANd] + 5 Ndy
we = AN ANdy — 5 AN d3)
QO = p(cy Nds+ edi A ).
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Considérons alors la base symplectique (r1, 79,73, 1, $2, s3) de (V, Q) définie
par
ry = uA, s1=41B

o
1
rog = —c1, Sy =da
19
r3 = ——cg, 83=dj.
1

Puisque w = Q4 A w1 + Qp A wo, il vient
w = (87 = M2rP) ATh A sk 4 e(sT+ M) A sh ATy

Finalement, dans la base symplectique (e1, e2, e3, f1, f2, f3) définie par

¢ = st — NPy, fp =g
& =13, i = 53
€3 = 83, fs = —r3
il vient
w=ejANesNes+Vfi N fy A f3
avec v # 0.

w9 est elliptique et Q' est hyperbolique

On applique le raisonnement précédent en inversant wo et Q' : il existe
une base (aj,az, by, by) de W dans laquelle

w1 = aj ANb] + a5 A b
wy = p(ay Aby — a3 ADT), p#0
Q' =Naj Ab] —a3 ADS)  A#0.

Dans la base symplectique (c1, ¢2, c3,dy,ds,d3) de (V, ) définie par

1
Ccl1 = *A, d1 = )\B
7
€2 = ya, dy = by
c3=by, d3= sa,

on a alors
7

w:c’{/\(cg/\dg—cg/\dg)—pd’{/\(%/\c};—i—d;/\d;’).

Ainsi, dans la base symplectique (e1, e2, e3, f1, f2, f3) de (V,Q) définie par

el =i, s;=dj

* * d*
es+e5 = ves, 7f2;f3 =2
15— 13 e s dE
9 =vd, fo—fi=3

avec {3 = ev? e =+l et v # 0, w s'écrit
w=cff NesNes+ fanelNes+ finel Nes+efF A fiNf5.
Quitte a échanger es avec ez et fy avec f3 ceci se réécrit

w=fiAe N+ EAE NS+ RN NS +EFF NN
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(3) we est parabolique
11 existe une base (a1, az, b1, by) de W dans laquelle
w1 =aj Ab] + a3 A b
wo = aj A b
Q' = pai Aajs+ qal Aby+rbi Aby+ s(af AbT —as ADS), pr+s?#£D0.

Soit Cy : W* — W* I"automorphisme défini dans la base (a}, a3, b}, b3) par

1000
010 0
Ct_Otl()
t 00 1

pour t € R. Cet automorphisme laisse invariant wy et wy et modifie ' de
la facon suivante

C,
(p,q.7,8) = (p,q,r — pt* — 2st, s + pt).

Appliquons Cy, avec tg tel que 1’ = r — pt? — 2st est non nul (¢¢ existe car
7, p et s ne sont pas tous les trois nuls). Puis remplagons b} par b} — Zaj.
Les formes wy et wy sont inchangées par cette opération et ’expression de
Q' devient

Q' = (p,0,r,s), pr+s° #0.
(a) p=0

Appliquons Cy, avec t; = 5. Dans la base obtenue on a
w1 = a; Aby + a3 A by
wo = aj A b

Q' =s(af Ab] — a3 ANVy), s#0.

Soit alors la base symplectique (c1,co,c3,d1,dz,d3) de (V, ) définie

par

1

Cl1 = *A, Cll =sB
il

cg = —ai, dg=sb
S
1

c3 = f2a2, d3 = —Sbg.
S

Dans cette base w s’écrit
w=dy Nz Ndy —c3 Nd3)+ ] Ay Ads.

Finalement, dans la base symplectique (e1, e2, es, f1, fa, f3) de (V, )
définie par

* % * *
=i,  fi=—c
*+*

e§+e§:c§, f22f3 =d

* *
€y — €

2 3 _ gx * * ok

9 =d3, f3—fs=c35

on a

w=fiNes Nez+ fo Nel Nes+ f3 Nel Aes.



108 ANNEXE A

(b) p#0
Appliquons C}, avec to = —g. Dans la base obtenue on a
w1 = aj Ab] + a3 A b3
wo = aj A b
Q' =paj ANay+rb] AbY), pr#0.
Soit (uq,uz,us, v, v2,v3) la base symplectique de (V, Q) définie par
uyp = A v = B
1

Uz = —a1 V2 = a2
p

1
us3 = —by  v3 = be.
r
La forme w s’écrit dans cette base
w=v] A (oujy Auj + vy Avs) + Bul Auj Avs.

Définissons la base symplectique (eq, es, €3, f1, f2, f3) par

* * * 1, %
e] = -y fT = 5]
* * * 1 %
ey = Ay 2 = b2
* * * 1, %
ez =pvy  f3 = —Lus,

avec a = g1A\% et 3 = egu? (61 = %1, g9 = £1). On obtient finalement
I’expression de w suivante

w=ei1fs Nel Nes+ fs Nel Nes+eaff Nes Aes.

En appliquant alors une permutation circulaire sur les indices, on
vérifie que w est dans 'une des deux orbites

finesnes+ fos Nel Nes+ fa Nel Aes
{f{‘/\e’g/\ej;,—f;/\e’{/\ngrfg‘/\e’{Ae;.
(4) wa =0
Il existe une base (a1, asz,b1,b2) de W dans laquelle
w1 =aj] ANb] + a5 A b
wo =10
Q' = Aaj Abs +eay Ab}), X#0,e==+l1.
Dans la base symplectique (e1, ea, 3, f1, f2, f3) de (V, Q) définie par
e1=AB, fi= —%A
;al, f2a=0bo

39 f3 = bi,

€9 =
€3 =
notre forme w s’écrit

w=faANe]Nes+efs Nel Aes.
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PROPOSITION. La partie bieffective d’une 4-forme réelle w € A*(V*) sur
un espace symplectique complexe (V,Q1 +iQ2) de dimension réelle 8 est

1 1
wy=06-— Z{TZJ_QH + T11:0 — ZM(MG — T11l00 + TQJ_le)}
avec ) )
(3Liw — L3w) .o
=w— ————="2Q05 —
v 64 L
DEMONSTRATION. w s’écrit

w=uwg+wi AQr +wa A Qo+ w18 A2y + w21 A Qo + waolda A Qo

Lilow (313w — 13w)
8 64

5

avec
wo S A%E(RS)

wi,wy € AQBE(RS)
w11, w12, w22 € R.
Calculons 1w :
Lw=11Tiw+ L1 Tows + w11 L19F + w12 L1 T1Qs + wao L1 T20s.

Or
11 Tiw = [L1, T1]wr = 2w
11 Towg = [L1, ToJwa = —Mws
1402 =69
117190 = [L1, T1]Q2 = 2Q9
(L1 T2 = [Ly, T2 = 20,
et donc

11w =2w; — Mwy + (60011 + 2(,(.)22)91 + 2w12€).

On en déduit alors que

loljw = 8wqa.
De la méme facon, on obtient en calculant 1ow

J_%w = 8wi1 + 24wos.

{J_%w = 24w11 + Sway

Ainsi
313w — 13w
YT T 6
312w — 13w
w22 = 764
111w
wiz2 = .

8
109
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Soit maintenant 6 = w—(wHQl AQ+w128 /\QQ+W22Q2/\QQ) = wotwi A +waAws.
Calculons M¥ :
MO = Mwy+ MTiwy + MTows.
De plus
J_19 = 2w1 — sz
190 = Mwy + 2ws.

Ainsi
MTiw = [M, Tl]wl + T1Muw

=2Tow1 + T1Muw;
= 2Tow; + T1(Laf — 2ws)
=2Towi — 2T we + T1L90.
et de la méme fagon
MTowg =2Towi — 2T 1wy — Tol40.
Ainsi
MO = 4(T2w1 — T]_WQ) + T1l90 — T9l140.
Calculons maintenant M (Tow; — Tiws) :
M(Tow; — Tiwe) = M Tow; — M Tiws
=[M, Tolwr + ToMwy — [M, T1|ws — T1Mw,
= —2Tiw; + Ta(Llab —2wy) — 2Towy — T1(2wy — 116)
= —4(—|—1W1 + Tgtug) + Tolof + T1146.
On en déduit que

M
4(w1 A+ wo A Qg) = Tolof+T1L160 — Z(M& — T11l00 + TQJ_19>.

Le lemme est démontré puisque wg = 0 — wi A Q1 + wao A Q9.
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LEMME. Soit P = (P1,...,Pp) : R™ — R™, les P; étant des polyndomes de
degré k + 1 homogénes en x — qg avec qo € R™. Soit le champ de vecteurs

X = ZPaql

=1

et soit w une forme différentielle sur R™. Alors
(1d + P)*wly, = [wlg, + Lx ([w]g,)-

DEMONSTRATION. Soit 7 = Id + P. On suppose que w = adg;, A --- A dg;, avec
a fonction lisse de q. Par définition

n*w = (aon)dni N Ndni, = (aon)(dg, +dP;,) A+ A (dg;, + dF;,).

Donc
. P,
n'w =(aon)dg A--- A dg, )qu Adgiy A - A da;,
Jj= 1
S op;
++ Z(a on. 8q;l Ydgi, A -+ Ndgs,_, N dg; + Z Byudgy, \--- A dgy,
Jj=1 |u|=l
avec [Bu] = 0. En effet [aon- aP“l 8(;2“] = 0 des que r > 2. De plus
[aonlg, = [a]léo "
OP 8 + P
aonz =5 Z 0) 5 g e — 05+ (dox = 05,
et donc
[y = Wi, + Lx ([w]g,)
avec
0
X=» P—.

O

LEMME. Soit Q1,...,Q¢ des polynomes de degré 2 homogenes en x — qy avec
qo = (q(l), . ,qg) vecteur de RS. Posons

232621 q0) 0°Qp(qo) N 9*Qi(q0) 0°Qp(qo0) N 9*Qi(q0) 9*Qp(qo)
0q,0qr,  0q;0q 0q,0q; 0qrOq 0q,0q;  0q;jOqy

]kl

111



112 ANNEXE C

et définissons pouri=1,...,6,
18
=56 Z ]kl Qk—Qk)(QZ—QIO)-
7.k, [=1
Soit
Q: (le"'vQG)
.9
U= i=—
ZQ 3%‘
V= V .
; 04

Pour toute forme w € Q3(RY), la relation suivante est vérifiée

[(Id—i—Q)*w]go — [(Id+Q)* ] = w? —i—LUw + 1(LULUw —va )

avec [w]2 = w? +w! + w2

DEMONSTRATION. Supposons que w = adg; A dg; A dgi. De

n*(w) = aon(dg + dQ;) A (dgj + dQj) A (dgx + dQy.)

il vient

6
n(w):aondqi/\dqj/\qu—i—g aonagdqu/\dqj/\qu
u=1 u

00, o
-l-Zaon qui/\dqu/\qu—i-zao”a g A dg; A das

Jq

+Z dequ/\dqv/\qu—i—Zao 0Qi 0Qk

aQu 9qy

u,v=1

in A dgy N dgy

£ e

uu=1 8(1“ Qv
Or |
o~ el =1l Z e
[aongfi]go ~lao Z g;: ;;u%;b — ) (a0 — af)
o ”gif 2% o~ oo "gii (;%E’O - aila( )aicé?;a ;;vg(j]b
000 Gt G, ~ a0l GL T, =0

(4a

dqu N dgj N dgy

- %) (g0 — 49)

—q2)(q — ap)
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Finalement
5. 9a 8%Q
*, 12 _ - w 0 _ 0
[77 w]qo [77 w qo - + Z 8qw 8quaqv q qu)(qv QU)
6
da 0*Q; 0 0
— w — dqy N dg; N d
W; 94, 90,00, (00 — ) (quw — 4%)dqu A dg; A day,
da 02Q;
+ gy — ) (quw — ¢%)dg; A dgu A dgi
w1 00 999w

6
da ?
+ > k(g — 4)(qu — 43)dg; A dg; A da,

w1 990 9440w
! u U%; ) 0zz§;a aaqvg;b (40 — 42)(ab — ap)dqu A dgy A dap,
" “ Z; . a(zg;a aaqig;b (02 — a2)(qp — q8)dqu A dgj A dg,
" u v§ 1 3(22:52;& aaqvg; (40 — 43)(a — a3 )dgi A dgu A dgy.

Calculons Ly Lyw? avec w®

= a(qo)dg; N dg; A dgy. D’apres la formule de Cartan

Ly (w°) = digw® + ipdw® = digw’

il vient

0 0%Q;i 0
Lyw® =) alq) . (qv — ¢y)dgu A dg; A dgy,

Q.
- > a(w), 82 (qv — q0)dqu A dg; A dag

62
> a(cm)aq gg (g0 — 40)dgu A dg; A dg;.
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On obtient alors pour Ly Lyw® = igd(Lyw®) + diy (Lyw®) :

82621 8*Q;

LyL =2
v UW Z aC_IanZ 8‘]1)8(]11;

u,v,w,z=1

<QU - qg)(‘]w - Q'?U)dQZ A dg, N\ dgy,

62@@' 82Qk 0 0
2 = ) (G — ©)da. A dg: Adgy
Z_ a(90) 5o Fadg (9u ~ ) (dw = @u)das A da; A dg

Q; *Qu
2 J —¢° w 0 z ) v
> alq )aquaqz 90,00 (qu — @u)(qw — 4)dg: A dgi A dg

aQQi aQQu 0 0
+5 Y a((Jo)aquaqz 90,01 (90 — ) (qw — qu)dg= A dg; A dgy,

1 92Q; Q. . .
-5 > ala D) 3050 Fada @0~ ) (Gw — du)da: A dgi A dgy

1 82Qk 82Qu 0 0
2 Z a’( 0)8quaqz 8qvaqw (q’U - qu)(Qw - qw)sz A dq’L A dq]

u,v,w,z=1

32621 92Q, . .
" Z OQuan 3qv8qw (q o QU)(qw - qw)dQU A dq] A qu

u,v,w,z=1

32@] 0%Q:- 0 0

u,v,w,z=1
asz aQQz 0 0
+uv§wz 1 aquaqzaqvaqw(q 0u)(Qw — Guw)dgu N dg; A dg;

Calculons maintenant Lyw’

Ly’ =3 al(q: — ¢O)(q — gy A dg; A dgy,

Y,2,t
=3 Z ay.(q )(gt — 47)dgy A dgi A day
Y,2,t
=+3 Z ay.4(q )(g: — 47)dgy A dgi A dg;.

Y,2,t
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Ce qui s’écrit

6
1 0%Q; 0%Q
Lyw® == ! Y (qr — (g — ¢Ndgy A dg; N d
4% B 7y;_1 a(QO)aqany aqzaqt (q qz)(qt Qt) dy qj qr
82Qz 9*Qy o 0
+ . — @) (@ — q)dgy Ndgj Nd
y; 1 ) 5qu0a 8qy8qt(q qz)(qr — g )day N dgj A day,
6
1 aQQJ 8 QU 0 0
-5 — (¢t — ¢¥)dgy Adg; N d
2v,y; ) ( )aqvaqy 3q28qt( )@ —a;) qy q qk

6
- ¥ Qo — ®)dg, Adg; A d
a(q0)6q1)8qz 8qyaqt (q q,z)(qt qt) Qy/\ q A qk:

6
1 Qi 9%Qy 0 0
T3 > a(q‘))aqvaqy 9000 (¢ — az)(a — q; )day A dg; A dg;

v,Yy,2,t=1
aQQk 9*Q, . .
" z Yz - dag., N\ d i A\ da..
,ZJ; 1 aqvﬁqz 8qyaqt (q q )(Qt q: ) Qy q q;

Calculons enfin Lyw!. Puisque w' est la 3-forme

6
Oa
wh = %(QO)(Qu — ¢0)dg; A dg; A dgy.
u=1 w
on a 6
da 9%Q
L 1—7 v — ¢ (qw — ¢°)dg; N dg; A d
yw Z 94, 90,00 (40 — 4)(qw — do)dgi A dg;j A day

6
da 0%Q;
+ > (9w — @) (qw — q0,)dgy A dgj A dgy

u,v,w=1 8qu aQanw
6
8(1 0?2 QJ . ,
— w d i/\d v A d
6
da 0%*Qy . .
+u§ 18qu aqva(Iw q qv)(q qw) q. q] q

En comparant ainsi les expressions de Ly Lyw?, Lyw® et Lyw! d’une part, et

celle de [n*w]go - [n*w];o on vérifie alors le résultat.
U






Annexe D

LEMME. Soit Cy,Cs,C3 des matrices carrées a coefficients lisses au voisinage
de 0 sur R3 telles que

oC; 00y B
Alors il existe toujours une solution G = G(x1,x2,x3) du systeme différentiel

9o,
e

—G =0
e

—Gat=cC
8:1‘3 3

DEMONSTRATION. Soit X (1,2, r3) I'unique solution de

-1
(5) s G =0
avec X (0, x2,x3) = Id. Pour n’importe quelle matrice inversible Y (x2,z3), XY est
encore solution de (5). Nous allons montrer que I'on peut choisir Y (x2, x3) telle que
XY soit solution du systeme.
XY est solution du systeme si et seulement si

oy 0X

— v l=X"YO,X - =
(6) (?93};/2 “ ?)%(2)
Y =X (C5X axg)'

Posons Ch = X1 (Cy X — %) et Ch = X 1(C3X — gTXS). On vérifie sans peine
que

!/
0C; _ 0
8x],
oC%
3 _p
o) o
0Ly 003 I
81‘3 8332 + [027 03] 0.
Soit alors Y (2, z3) Iunique solution de
oY -
71/—1 — /
™ Tyiecy

telle que Y (0, x3) = Id. L’application Y (29, x3)Z(z3) est solution de (6) si et seule-
ment si Z(x3) est solution de
07
8 ——Z 1 =C
(8) Ds 3
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avec C”73 = Y 1(C4Y — %)‘ Or on vérifie que
0077
S =o.
(9132
Donc il existe un unique Z(x3) solution de (8) tel que Z(0) = Id. Une solution du
systeme initial est alors

G(x1,m2,23) = X (21,72, 23)Y (v2,23) Z(23).
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