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Modele (1)

Définition
Un processus de Galton-Watson (ou processus de

branchement homogeéne) (Z,),>0 est une chaine de Markov sur
N dont la probabilité de transition est donnée par: Vk, I € N,

ph(l) sik>1

IP)(Zn+1:l|zz ): 8o,/ si k=0

N

ol
o p:=(p(/));>0 est une probabilité sur N, telle que pg + p1 < 1 et
pk # 1, Vk > 0;
0 sik#l,
LRVNES .
’ 1 sik=1I;

e p*k désigne la k-eme puissance de convolution de la probabilité p
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Processus de Galton-Watson
L'environ ent aléatoire

Processus de branchement et environnement aléatoire

Le processus de Galton-Watson a été initialement introduit par
Francis Galton en 1873 pour étudier I'extinction des noms de
familles nobles britanniques.
Les variables X, ;,n > 1,i > 0 sont indépendantes et de méme loi
p:
@ la variable X, ; représente le nombre de fils de I'individu i de
la génération n
Z,—1
o la variable Z, = Z Xn,i,n > 1, est la taille de la génération
i=1
n (avec la convention Zy = 1)
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nvironnement i.i.d
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Processus de branchement et environnement aléatoire

Formulation générale

@ Soit g la fonction génératrice de la loi de probabilité p définie
par :

+o0
Vs [0,1] g(s) =Y s*p(k).
k=0

Dans la suite, on note G le semi-groupe des fonctions
génératrices des lois de probabilité sur N.
@ La fonction génératrice g, de Z, est la puissance n-ieme de
composition de g :
Vs €[0,1 s)=E(s*")=go---og(s).
[0,1] gn(s) =E(s™") =g g(s)

n fois

@ On suppose que les variables X, ; ont (au moins) des
moments d'ordre 2 et on pose
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Résultats connus

Théoreme

@ Cas critique et sous-critique : si m < 1 alors
P(limp—st00 Zp =0) = 1;

@ Cas sur-critique : si m > 1 alors P(limp_ 400 Zp, = 0) < 1.

Théoreme (A. Kolmogorov 1938)

Supposons que la v.a. Z; est de carré intégrable.

2
@ Cas critique : sim =1, alors P(Z, > 0) ~ —
no

@ Cas sous-critique : si m < 1, il existe ¢ > 0 tel que

P(Z, > 0) ~ Cm".
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Présentation de I'environnement markovien (1)

Soient E un ensemble fini a N > 1 éléments et X := (X,)n>0 une
chatne de Markov irréductible et apériodique sur E; on note

P = (pij)ijce sa matrice de transition et v := (v1, - ,vn)
I'unique mesure de probabilité P-invariante sur E.

@ On considere une famille F = F(i,j,-); jce de mesures de
probabilités sur G.

@ On pose E=G xR x E et & = B(G) ® B(R) ® P(E).
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Processus de Galton-Watson

Processus de branchement et environnement aléatoire

Résultats antérieurs en environnement i.i.d
Résultat de Y. Ye en environnement markovien

Présentation de I'environnement markovien (2)

e Pour toute suite de fonctions génératrices (gk)k>o telle que
0 < g;(1) < +oo pour tout k > 0, on fixe Sy et on pose

n—1
Sn=S0+ ZIngL(l), n>1
k=0

o La suite (l\~/l,,),,20 = (&n, Sn, Xn)n>0 € EN est une chaine de
Markov de probabilité de transition @ définie par:
V(g,x,i) € E, VA€ B(G) ® B(R) et Vj € E,

Qf(g, x, 1), (Ax{j})} = PU/G 1al(h, x +Ing'(1))]F(i.j,dh).
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L’environnement aléatoire
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Processus de branchement et environnement aléatoire

Présentation de I'environnement markovien (3)

Pour simplifier les notations, nous noterons IP; la mesure de
probabilité P(jy o ;) et E; I'espérance qui lui correspond.

La chaine de Markov (M,),>0 est I’environnement markovien du
processus de Galton-Watson.

Remarque
© Dans le cas ot I'ensemble E est réduit a un point, le processus
de branchement (Z,)p>0 est dans un environnenment i.i.d;
cela revient & choisir une probabilité produit Q=N sur GV.
@ Lorsqu’on munit GY d'une mesure ergodique et stationnaire
pour l'opérateur de décalage, on parle d’environnement
stationnaire ergodique.
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Cas d'un environnement i.i.d : le cas critique

Théoreme
Cas critique [J. Geiger & G. Kersting (2000)], [Y. Guivarc'h, E. Le

. : g (1)
age & Q. Liu (2003)] Supposons que E[( /(1)?
&o

0 <E[lngy(1)]? < +oo avec E[Ing)(1)] =0.

=
>}<+ooet

Il existe alors ¢ €]0, +o00[ tel que

P(Z, > 0) ~ < lorsque n — +o0.

NG

But: Etendre ce résultat dans le cas ou (Z,),>0 est un processus
de branchement critique en environnement markovien.
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Cas d'un environnement i.i.d : le cas sous-critique

Dans le cas sous-critique, les mémes auteurs ont établi le résultat
suivant :

Théoreme
Sous des hypothéses de moment ad hoc, avec E[ln g{(1)] <0, on a
e cas fortement sous-critique : si E[g5(1) In g§(1)] < 0 il existe
une constante c¢ €]0, +oo[ tel que P(Z, > 0) ~ c(EZ;)".
@ cas intermédiairement sous-critique : si E[gg(1) In gg(1)] = 0 il
existe ¢ €]0,+oo| tel que P(Z, > 0) ~ c(EZ;)"n~ /2,
@ cas faiblement sous-critique : si E[g{(1) In g§(1)] > 0 et
Egy (1) < 400, il existe ¢ €]0,+o00] et p € [0,1] tels que
P(Z, > 0) ~ cp"n~3/?
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Processus de Galton-Watson
Processus de branchement et environnement aléatoire ) P ) _
Résultats antérieurs en environnement i.i.d
Résultat de Y. Ye en environnement markovien

Hypotheses

Hypotheses (H):

H1 Il existe a > 0, tel que pour tout A € C vérifiant
|RA| < «, on ait,

sup | F(i,j,\) < +oc,
(ij)EEXE
ol F(i,j,\) = [ e’F(i,j,dt).
H2 Il existe ng > 1 et (ip,jo) € E x E tels que la mesure
Pi,(Sny € dx, Xn, = jo) possede une composante

absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue sur R.

H3 37 jcexe ViPij Jg tF(i,j,dt) = 0.
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L'environne

Résultats antérieurs en environnement i.i.d
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Processus de branchement et environnement aléatoire

Résultat principal

Théoreme (E. Le Page & Y. Ye 2010)

Sous les hypothéses (H), pour tout (i,j) € E x E, il existe une
constante 3; j > 0, telle que

lim nPi(Z,>0,X,=j)= B

n——4-00
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Résultat principal

Théoreme (E. Le Page & Y. Ye 2010)

Sous les hypothéses (H), pour tout (i,j) € E x E, il existe une
constante 3; j > 0, telle que

lim nPi(Z,>0,X,=j)= B

n——4-00

Pour démontrer ce théoréeme, il faut dans un premier temps obtenir
un théoreme du type “ limite local” pour le minimum d'une
marche de Markov sur R.
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Notations et énoncé du résultat
L'approche classique dans le i
L'approche classique r dans le cas i.i
Théoreme limite local pour le minimun d'une marche de Markov L'approche alternative dans le
Cas des marches de Markov: la factorisation de Presman

Notations (1)

A
On considére une chaine semi-markovienne (Y;, X,)n>0 sur R x E

dont le noyau de transition P est défini par: V(x,i) € R x E,

P((y.i), A x {j})
=P(Yoy1 €A Xnp1=4/Ya=y,Xa=1i)=pijF(i,j,A).
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Notations (1)

A
On considére une chaine semi-markovienne (Y;, X,)n>0 sur R x E

dont le noyau de transition P est défini par: V(x,i) € R x E,

P((y.i), A x {j})
=P(Yoy1 €A Xnp1=4/Ya=y,Xa=1i)=pijF(i,j,A).

A
On fixe une variable aléatoire Sy a valeurs dans R et on pose, pour
n>1

) SnZSO—f-Yl—i-'--—i-Yn;
e m, = min(Sp, S1,- -, Sn).
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Notations et énoncé du résultat
e dans le cas i.i.d.

Théoreme limite local pour le minimun d'une marche de Markov L'approche alternative dans le cas i.
Cas des marches de Markov: la f'iCtOlls'itIOV1 de Presman

Notations (2)

On note enfin
(2= 1R x E}, (BR) R P(E)™, (Sns Xn)n20, P

I'espace canonique associé a la chaine de Markov (Sp, Xp)n>0-
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Notations (2)

On note enfin
(2= 1R x E}, (BR) R P(E)™, (Sns Xn)n20, P

I'espace canonique associé a la chaine de Markov (Sp, Xp)n>0-

Notations:

@ L'espérance correspondant a la mesure de probabilité P(, ;) est
notée K, i

@ La mesure P(g ;) est notée I; et I'espérance correspondante E;
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Notations et énoncé du résultat
L'approche classique dans le cas i.i.d.
L'approche classique r dans le i
Théoreme limite local pour le minimun d'une marche de Markov L'approche alternative dans le id.
Cas des marches de Markov: la factorisation de Presman

Un cas particulier et classique

Remarque

© Dans le cas ou I'ensemble E est réduit a un point, la suite
(Yn)n>0 devient une suite de v.a. i.i.d. de loi F.

@ Dans ce cas particulier, le théoreme limite local (TLL) pour
(mp)n>0 est étudié par plusieurs auteurs; citons par exemple le
résultat de M. V. Kozlov:
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Notations et énoncé du résultat
L'approche classique dans le cas i.i.d.
L'approche classique r dans le cas i.i.d
Théoreme limite local pour le minimun d'une marche de Markov L'approche alternative dans le cas i.i.d.
Cas des marches de Markov: la factorisation de Presman

Résultats connus (1)

Théoreme (M. V. Kozlov 197

SiIEY;=0et0< ]EY12 < +o00, alors pour tout réel x > 0 on a

lim /nP(m, > —x) = V(x)

n—+o00

ot V(x) est une fonction harmonique strictement positive sur R pour la
marche aléatoire centrée (Sp)n>0 (autrement dit, V/(x) vérifie I'égalité:

Vx e Ry V(x) =EV(x+ Y1)).
De plus, on a V(x) ~ Cx au voisinage de +oc et, pour tout A > 0,

E(e™) ~ V(X)/V/n, n— oo,

—+o0
ol I'on a posé V()\) = / edV/(x).
0
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Notations et énoncé du résultat
L'approche classique dans le cas i.i.d
L'approche i i
Théoreme limite local pour le minimun d'une marche de Markov L'approche alternative dans le id
Cas des marches de N v: la factol

Résultats connus (2)

La démonstration est basée sur I'identité de Spitzer :
YA>0,Yn>1 E(eMn) =) E(e*; Ty > k) P(T. >n—k),

k=0

Ti:=inf{n>1:5,>0}et T,_ :=inf{n>15, <0}.
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Notations et énoncé du résultat
L'approche classique dans le cas i.i.d.
L'approche classique r dans le cas i.i.d
Théoreme limite local pour le minimun d'une marche de Markov L'approche alternative dans le cas i.i.d.
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Le théoreme limite local pour le minimum d 'une marche

de Markov (1)

Théoreme (Y. Ye 2011)
Sous les hypothéses (H), pour tout i,j € E,

n—+4o00 Hi' A
Vi Ei(e™, X, = j) "5 \/5?)

ol H;j est une fonction strictement positive sur R** et qui vérifie
lim AH;;j(A) =4/ 2
im 2 A = V.
a0+ o2 J
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Notations et énoncé du résultat
L'approche classique dans le cas i.i.d.
L'approche classique r dans le cas i.i.d
Théoreme limite local pour le minimun d'une marche de Markov L'approche alternative dans le cas i.i.d.
Cas des marches de Markov: la factorisation de Presman

Le théoreme limite local pour le minimum d 'une marche

de Markov (2)

Théoreme (Y. Ye 2011)

Sous les hypothéses (H), pour tout (i,j) € E x E et tout x > 0,
ona
lim /nPi(m, > —x, X, =j) = hj j(x) >0,

n—-+00

ot la fonction (x, i) — hj j(x) est une fonction harmonique sur
R4 x E pour la chaine markovienne (Sp, Xn)n>0. De plus,

2
hi j(x) ~ \/; vjx, lorsque x — +00.
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Notations et énoncé du résultat

L'approche classique dans le cas i.i.d.

L'approche classique r dans le cas i.i.d
Théoreme limite local pour le minimun d'une marche de Markov L'approche alternative dans le cas i.i.d

Cas des marches de Markov: la factorisation de Presman

Principe de la démonstration

On part de l'identité de Spitzer, on montre qu'il existe des
constantes strictement positives a(\) et b telles que

by
E[eksn; T+>n}~ig/2) et P[T._ > n]~

et I'on conclut grace au lemme suivant

Sle

Lemma

Soient (an)n>0 and (Bn)n>0 deux suites de réels positifs telles que
+oo

b
Zan = A < 400 avec (nap)p>0 bornée et (3, ~ —. Alors

n=0 \/B

n—-+oo

lim /n> axBai = Ab
k=0
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Notations et éno du rés

L'approche clas: dans le cas i.i.d

L'approche classique r dans le cas i.i.d.
Théoreme limite local pour le minimun d'une marche de Markov L'approche alternative da as i.i

Cas des marches de M la factorisation de Presman

La factorisation de Wiener Hopf (1)

On note p la loi commune des v.a. Y; et on rappelle la
factorisation dite de Wiener-Hopf

bo — zp = (50 - E[ZF‘SSTJ) * (50 N E[ZT*_(SST*—])
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Notations et énoncé du résultat

L'approche classique dans | i

L'approche classique r dans Ie as i.i
Théoreme limite local pour le minimun d'une marche de Markov L'approche alternative

d.
Cas des marches de Mar a factorisation de Presman

La factorisation de Wiener Hopf (1)

On note p la loi commune des v.a. Y; et on rappelle la
factorisation dite de Wiener-Hopf

So — zp1 = (50 _ E[zT+55T+]) x (50 _ E[zT*—(SsT*_])
. qui, appliquée aux caracteres x — e** donne
1- zp(\) = (1 - IE[ZT+eST+]> (1 - E[ZT*‘e)‘ST*—D

ol p(A) = [ eMu(dy) = E[e*"]
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Notations et é é du résult

L'approche e dans le .

L'approche classique r dans le cas .
Théoreme limite local pour le minimun d'une marche de Markov L'approche alternative dans le cas i.i.d

Cas des marches de : la factorisation de Presman

La factorisation de Wiener Hopf (2)

+oo _p
oy y- s z
En utilisant I'identité formelle 9 — zp = exp(— g —;ﬁ") et en
n
n=1

écrivant
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Notations et éno du rés

L'approche clas: dans le cas i.i.d

L'approche classique r dans le cas i.i.d.
Théoreme limite local pour le minimun d'une marche de Markov L'approche alternative da as i.i

Cas des marches de M la factorisation de Presman

La factorisation de Wiener Hopf (2)

+0o _p

z
En utilisant I'identité formelle 9 — zp = exp(— Z —;ﬁ") et en
n=1 n
écrivant
X zn R X zn
exp| — — *”) = ex (— —u*" )*ex (— — " *7),
p(nz_:lnu p ;nﬂ R+ ) *exp nz_:lnﬂR
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Notations et éno du rés

L'approche clas: dans le cas i.i.d

L'approche classique r dans le cas i.i.d.
Théoreme limite local pour le minimun d'une marche de Markov L'approche alternative da as i.i

Cas des marches de M la factorisation de Presman

La factorisation de Wiener Hopf (2)

+oo _p
oy y- s z
En utilisant I'identité formelle 9 — zp = exp(— g —;ﬁ") et en
n
n=1

écrivant
n

+o00 > +oo ZNn +00 ZNn
(=30 Tu7) = ep( = 30 T e s (= 30 T )
n=1 n=1

on peut identifier chacun des facteurs de Wiener-Hopf.
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ations et énoncé du résultat
L'approche jue dans le cas i.i
L'approche classique r dans le cas
Théoreme limite local pour le minimun d'une marche de Markov L'approche

Cas des marches de Ma

La factorisation de Wiener Hopf (3

400 2N
Ainsi, on a 6o —E[z7 65, |= exp(— E *M*an*7>
= n
n=1
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Notations et énoncé du résultat
L'approche classique dans le cas i.i.d
L'approche classique r dans le cas i.i.d.
Théoreme limite local pour le minimun d'une marche de Markov L'approche alternative dans le ca
Cas des marches de N ov: la factorisation de Presman

La factorisation de Wiener Hopf (3)

400 2N
Ainsi, on a 6o —E[z7 65, |= exp(— E *M*an*7>
= n
n=1

d'ou I'on tire

— 10 _n
szE[T+ > k;ds,| = ((50—E[ZT*’55T*7]) - exp(Z %u*"lR%).
k>0 n=1
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N ons e du résultat

L'approche classique dans le cas i.i.d

L'approche classique r dans le cas i.i.d.
Théoreme limite local pour le minimun d'une marche de Markov L'approche alternative dans le cas

Cas des marches de N v: la factonﬁhon de Presman

La factorisation de Wiener Hopf (3)

+oo 2N
Ainsi, on a 6o —E[z7 65, |= exp(— Z *M*an*7>
- n

d'ou I'on tire

— 10 _n
szE[T+ > k;ds,| = ((50—E[ZT*’55T*7]) - exp(Z %u*"lR%).
n=1

k>0

A travers les caractéres e’\y, A > 0, cela s'écrit

ZZkIE[TJr > k; e*k] = exp Z /* eV *”(dy)>

k>0
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Notations et énoncé du résultat
L'approche classique dans le cas i.i.d.
L'approche classique r dans le cas
Théoreme limite local pour le minimun d'une marche de Markov L'approche alternative dans le cas
Cas des marches de Markov: la factonﬁhon de Presman

Deux lemmes élémentaires (1)

En appliquant le théoreme limite local classique, et en appliquant le

Soient (ap)n>0 and (an)n>0 deux suites de réels positifs telles que

—+o0 —+o0
g onz" = exp( g a,,z”).
n=1 n=1

Si la suite (n3/2a,,)n21 est bornée, il en est de méme pour la suite

(n3/2a,,),,21.
on obtient
ASn. a(\) b
E|e™*"; T+>n} 32 et P[T.— > n] NG
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Notations et éno
L'approche ¢

Théoreme limite local pour le minimun d'une marche de Markov L'approche alternatlve dans le cas i.i.d.

Cas des marches de Markov: la factorisation de Presman

Le lemme de préparation de Weierstrass

Sous les hypothéses de moments exponentiel, la fonction
®:(z,\) — 1—zp(N)

est analytique sur C x {Re()) < a}.
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Le lemme de préparation de Weierstrass

Sous les hypothéses de moments exponentiel, la fonction
®:(z,\) — 1—zp(N)

est analytique sur C x {Re()) < a}.
De plus ®4(1,0) = 0 (centrage) et ®Y(1,0) = 02 > 0.
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Le lemme de préparation de Weierstrass

Sous les hypothéses de moments exponentiel, la fonction
®:(z,\) — 1—zp(N)

est analytique sur C x {Re()) < a}.
De plus ®4(1,0) = 0 (centrage) et ®Y(1,0) = 02 > 0. Ainsi

1—zp(\) = (A2 + b(2)\ + c(2))H(z, \)

avec H analytique sur C x {Re(A) < a} et non nulle sur un
voisinage de (1,0).
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L'approche ¢

Théoreme limite local pour le minimun d'une marche de Markov L'approche alternatlve dans le cas i.i.d.

Cas des marches de Markov: la factorisation de Presman

Le lemme de préparation de Weierstrass (2)

A z fixé, I'équation zp(\) = 1 a alors deux racines Ax(z).
Ce sont les racines du trinéme A2 + b(z)A + c(2)

Probabilité de survie d'un processus de branchement en environn:



assique r dans le
Théoreme limite local pour le minimun d'une marche de Markov L'approche alternative dans le cas i.i.d.
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Le lemme de préparation de Weierstrass (2)

A z fixé, I'équation zp(\) = 1 a alors deux racines Ax(z).
Ce sont les racines du trindme A2 + b(z)\ + c(z) d'ol

1— zp(\) = (A — A2 )X — A)H(z, \).
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Le lemme de préparation de Weierstrass (2)

A z fixé, I'équation zp(\) = 1 a alors deux racines Ax(z).
Ce sont les racines du trindme A2 + b(z)\ + c(z) d'ol

1— zp(\) = (A — A2 )X — A)H(z, \).

En résolvant I'équation implicite zp(A+(z)) =1, on a

Ai(z) = :I:\/Z\/l —Zz+ ...
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L'identité de Wiener Hopf

L'identité de Wiener-Hopf
1—zp(A\) = (1 —E[z"+ e)‘STJr]) (1 — E[ZT*—e)‘ST*—]>
peut s'écrire alors, au moins formellement

1-Elz7en] 1-E[z ]
A=Ay A=A

H(z,\) =
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L'identité de Wiener Hopf

L'identité de Wiener-Hopf
1—zp(A\) = (1 —E[z"+ e)‘STJr]) (1 — E[ZT*—e)‘ST*—]>
peut s'écrire alors, au moins formellement

1-Elz7en] 1-E[z ]
A=Ay A=A

H(z,\) =

et on peut démontrer que chacun des facteurs ci-dessus est
analytique et non nul au voisinage de (1,0).
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L'approche ans |

L'approche classique r dans le cas i.i.d
Théoreme limite local pour le minimun d'une marche de Markov L'approche alternative dans le cas i.i.d.

Cas des marches de Markov: la factorisation de Presman

Singularité au voisinage de z =1

On déduit de ce qui précede que, au voisinage de z =1, on a

0 Elz7-]=) zP[T..=K=1-avVI-z+..
k>1
o

1
1—E[zT 7]

= 82(A)+b2()\)\/1 —z4+---

> ZE[T, > ket =
k>0
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L'approche classique r dans le cas i.i.d
Théoreme limite local pour le minimun d'une marche de Markov L'approche alternative dans le cas i.i.d.
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Le lemme de P. Flajolet & A. Odlyzko

On conclut en utilisant le résultat suivant, de type théoreme
Tauberien, du a P. Flajolet et A. Odlyzko :

Soit z + G(z) = S5 g,z" une fonction de la variable complexe
telle que

o G est analytique sur Dpo;

o lim V1—-2zG(z)=c
ZEDP,Q
z—1

oll ¢ est une constante > 0,

alors

C
gn ~ y
Jn
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L'approche classique r dans
Théoreme limite local pour le minimun d'une marche de Markov L'approche alternative dans .d.
Cas des marches de Markov: la factorisation de Presman

Quelques notations (1)

@ On considére la famille (P(\))xec de matrice N x N a valeurs
complexes définies par

_ o oatp
POV = (P(Viy), . (p,u/Re F(l,j,dt))iJeE.
@ On note Viy[—a, o] I'algébre des matrices N x N dont les

termes sont les transformées de Laplace de mesures de Radon
(Ui,j)i,jeE sur R vérifiant

/e/\xd|a;J|(X)<+oo
R
pour tout i,j € E et A € C tel que | R\ |[< a.
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Quelques notations (2)

e Pour G € Vy[—a, ], on a alors

G(\) = (/Re)‘xdcf,-’j(x)%g’jglv.

@ Pour | R X |< @, on pose:

IJ

eAXdUi,j(X)) ;
]70(;?0[

PG = ( /[0 ) e = ( /]0 o),

@ Pour z € C tel que | z|< 1 et R A = 0, considérons les matrices
suivantes:
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Quelques notations (3)

B (\)

+o0o 400
= ZZ"/ eAydP;{Slen,SQESmm75n7125n75n§y,xn=f} i
— —oo

ij
B; ()
+oo 400
= Zz”/ eNdP{S1 > S5, 5 > Sn. o+, Sp1 > S5, Sa Sy, Xn = j} ;
n=1 -0 ij
G(A)

+oo 400
= Zz"/ eMdP{S1 >0,5>0,,5-1>0,5 <y, Xo=j}| ;
n=1 -0

i
aM
+oo 400
= ZZ”/ eNVdP;{5; > 0,5 >0,---,5,.1 > 0,5, <y, Xn = j}
n=1 - ij
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Théoreme limite local pour le minimun d'une marche de Markov L'approche alternative dans le cas i.i.d.

Cas des marches de Markov: la factorisation de Presman

Une factorisation probabiliste a la Wiener-Hopf ....

Onala

Pour R A=0et|z|<1, ona

I —zP(\) = (I = PB;(\)(I = N*C.()\)),

(I —=PB:(\) ™ =1+PC,(N),

(I = N*C,(\)) L =14+ N*B: ().
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Cas des marches de Markov: la factorisation de Presman

et I'identité de Spitzer correspondante

Pour tous i,j € ELAX>0etz€ C,|z| <1,0n a

+00
Hijf(z,0) = Y z"Ei(e™, X, =)
n=0

_ {[/ + N*BX(W][! + PCZ(O)]}

i
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La théorie de Presman (1)

Définition

On dit qu'un élément G d'une algebre de Banach (V,+,e,| |).
d’'élément neutre | pour e, admet une factorisation canonique a
gauche (f.c.g.) par rapport a N* s'il existe B, C € (V,+,e,| ||),
tels que

| —G=(I-P*B)(I - N*C),
(I-P*B)t=1+PC,
(I —N*CO) =1+ N*B.

On dit de fagon abrégé que (B, C) forment une N* f.c.g. de
I —G.
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Notations e oncé du résultat

L'approche classique dans le cas i.i.d.

L'approche classique r dans le id
Théoreme limite local pour le minimun d'une marche de Markov L'approche alternative dans le cas i.i.d.

Cas des marches de Markov: la factorisation de Presman

La théorie de Presman (2)

Lemme [ E. L. Presman 1969]

Si z — A(z) est une fonction analytique au voisinage de z, a
valeurs dans (V,+, e, ||) et si dans ce voisinage | — A(z) admet
une N* f.c.g. (B2, C;) alors les fonctions z — PB} et z — N*C,

e sont analytiques dans ce voisinage de zp;

e sont a valeurs respectivement dans PV et N*V.

D’apres les lemmes [Presman 1] et [Presman 2], on a
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Notations et énoncé du résultat

L'approche classique dans le c

L'approche classique r dans

L'approche alternative dans le cas i.i.d.

Cas des marches de Markov: la factorisation de Presman

Théoreme limite local pour le minimun d'une marche de Markov

La théorie de Presman (3)

Grace aux travaux de E. L. Presman, on peut écrire, en notant
D:={zeC:|z|] <1}:

Théoreme

Il existe un voisinage U de D\ {1} tel que, pour R A =0, les
fonctions z — Bj(\) et z — C,(\) admettent un prolongement
analytique sur U de fagon que

@ pour tout z € U, les trois égalités de factorisation sont
satisfaites;

@ les fonction z — PB; and z — N*C, sont analytiques sur U
et a valeurs dans V] — 00, a] et Vy[—a, +oo[ respectivement.

Probabilité de survie d'un processus de branchement en environn:



L'approche classique r dans
Théoreme limite local pour le minimun d'une marche de Markov L'approche alternative dans

Cas des marches de Markov: la factorisation de Presman

Comportement pres de z = 1 des facteurs de H; j(\, z)

On a
lim XN/ +N*Bf()\)) = A_
c)/\lo+ (I + N*Bi () ,

e la fonction /1 — z (I + P (C,(0)) admet un prolongement
analytique sur D, g et

I|m V1—-z(I +PC(0)) = \/fAJF,

ol A_ et Ay sont des matrices N x N liées par la relation

]/1 Vz .. VN
2
g v 1% e v
— A A == 12 N
2
1/1 V2 .. VN
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Merci pour votre attention !
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