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Introduction

Les processus Bienaymé Galton Watson modélisent une population ou
les individus se reproduisent de maniére indepéndante et
identiguement distribuée, toujours selon la méme loi.
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Introduction

Les processus Bienaymé Galton Watson modélisent une population ou
les individus se reproduisent de maniére indepéndante et
identiguement distribuée, toujours selon la méme loi.

Les processus de branchement en environnement aléatoire (PBEA)
[Smith, Wilkinson 69] sont une généralisation telle que

A chaque génération, un environnement est tiré au hasard (de

maniere i.i.d.) et il détermine la loi de reproduction de tous les
individus de cette génération.
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Motivations

@ Division d’une cellule infectée (Kimmel's branching model) :
comportement asymptotique du nombre de cellules
anormalement infectées.

@ Quel est I'effet de la variabilité de I'environnement sur la
croissance d’une population ? (expériences sur les vers de terre
au laboratoire d’écologie de 'ENS)
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Description des PBEA (Z,) >0
A chaque génération, on tire au hasard de maniere i.i.d. un
environnement :

&i = environnement entre la génération i et j + 1.

La loi de reproduction dans I'environnement e est donnée par la
variable aléatoire

N(e), m(e) :=E(N(e)).
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ou (Nj)jen sont des v.a. i.i.d. distribuées comme N(e).
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Description des PBEA (Z,) >0

A chaque génération, on tire au hasard de maniere i.i.d. un
environnement :

&i = environnement entre la génération i et j + 1.

La loi de reproduction dans I'environnement e est donnée par la
variable aléatoire

N(e).  m(e):=E(N(e)).
Pour tout n € N, conditionellement a £, = e,
Z
Zn1=> N,
i=1
ou (Nj)jen sont des v.a. i.i.d. distribuées comme N(e).

Un PBEA s’éteint p.s. ssi E[log(m(€))] < 0. [Athreya, Karlin 71].
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Exemple de PBEA

Cumulative effect
of the environment
8, = £l leg(mie)))
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Exemple de PBEA

Cumulative effect
of the environment
Sy = EE«_{; log(mi{&))
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Exemple de PBEA

Cumulative effect
of the environmem
8y = g leg(m(&))
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Exemple de PBEA

Cumulative effect
of the environment
8y = Tid leg(m(&:))
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Vitesse d’extinction

Quand la population s’éteint p.s., la vitesse d’extinction est

|Og P(Zn > 0) nj)o

- -y, P(Zp > 0) < exp(—nv).
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Vitesse d’extinction

Quand la population s’éteint p.s., la vitesse d’extinction est

|Og P(Zn > 0) nj)o
n
Elle dépend de la variabilité de I'environnement [Dekking 88 ; Liu 96 ;
D’Souza, Hambly 97 ; Guivarc’h, Liu 01 ; Geiger, Kersting, Vatutin 03] :

@ Cas fortement ou moyennement sous-critique
(E(m(£) log(m(£))) < 0) :

7 = —log E(m(€)).

@ Cas faiblement sous-critique (E(m(&) log(m(&))) > 0) :

-y, P(Zp > 0) < exp(—nv).

v=—log Sei[rg)f”E(m(E)s) = A(0)> — logE(m(&))

ou A est la fonction de taux de la marche aléatoire (S, : n > 0).
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Question :

Si apres un temps long (n >> 1), quelques nénuphars survivent. Est
cedu
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Question :

Si apres un temps long (n >> 1), quelques nénuphars survivent. Est
cedu

@ a des reproductions exceptionnelles (dans des environnements
normaux), c-a-d a la ?

@ a des environnements exceptionnels, c-a-d a la
?
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Résultats plus fin

[Geiger, Kersting, Vatutin 2003] :
@ Cas fortement sous critique : E(m(&) log(m(€))) < 0, alors

P(Z, > 0) ~ cE(m(£))", (n— o).
@ Cas moyennement sous critique : E(m(€)log(m(€))) = 0, alors
P(Z, > 0) ~ E(m(£))"/n'/2,  (n— o).
@ Cas faiblement sous critique : E(m(&) log(m(&))) > 0, alors
P(Z, > 0) ~ ¢"y"/n%2,  (n— ),

avec v = inf{E(m(€)%) : s € [0, 1]} <E(m(E)).

Vincent Bansaye () 30 septembre, lle de Berder

8/17



Dépendence de la population initiale

Pour tout k > 1, Px(Zn > 0) ~ axlP1(Zn > 0) (n — o0).
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Dépendence de la population initiale

Pour tout k > 1, Px(Zn > 0) ~ axlP1(Zn > 0) (n — o0).
@ Dans les cas fortement et moyennement sous critique
(E(m(&)log(m(£))) < 0),

ok = K.
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Dépendence de la population initiale

Pour tout k > 1, Px(Zn > 0) ~ axlP1(Zn > 0) (n — o0).
@ Dans les cas fortement et moyennement sous critique
(E(m(&)log(m(£))) < 0),
ok = K.
@ Dans le cas faiblement sous critique (E(m(&)log(m(€))) > 0),
Cilog(k)k® < ay < Colog(k)k*  (k > 1),

avec « € (0,1) donné par E(m(&) log(m(€))) = 0.
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Les idées derriere

Par un couplage des lois de reproduction, on peut se ramener au cas
ou ces lois sont toutes linéaires fractionnaires, i.e.

1-s
)71+ b(Ek) m(&)73(1 - 5)/2

fSk(S) =1- m(

avec b(&y) = £, (1) = E(N(Ek)? — N(Ek))-
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Les idées derriere

Par un couplage des lois de reproduction, on peut se ramener au cas
ou ces lois sont toutes linéaires fractionnaires, i.e.

1-s
m(Ex) " + b(Ek) m(Ek)~2(1 — 8)/2

avec b(&x) = £ (1) = E(N(&k)? — N(&)). Alors

fSk(S) =1-

1-—s
exp(—Sn) + (1 = 8) R0 znedp exp(—Sk)

E(s% | &, Enq) =1—

et en particulier
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Survie en régime sous-critique

1

IED1 (Zn > 0) =K ’
pr( Sn) + > k_ (1)2,[,’7(8“1 7 exp(— Sk)]

et

1

k
Pi(Zy>0)=1-E| [1- s ,
exp(—Sn) + k=g (e, )2 &XP(=Sk)

Vincent Bansaye () 30 septembre, lle de Berder 11/17



Cas faiblement sous critique

On considere le changement de probabilité

P(€ € de) = mmé’ € de)

avec « défini par E(m(&£)“log(m(&))) = 0. De sorte que
E(logm(£)) =0

et sous I?’, S, est une marche aléatoire centrée.
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Cas faiblement sous critique

On considere le changement de probabilité

m(e)*

P(€ € de) = BmE))

P(€ € de)

avec « défini par E(m(&£)“log(m(&))) = 0. De sorte que

et sous I?’, S, est une marche aléatoire centrée. Alors

n—1

P(Zy > 0) = E(m(€)*)"E | (M7= m(&))-4(D_ c(EMom(EN) | -
k=0

Et on peut appliquer un théoréme limite local sur le produit semi direct
de R’ et R de Le Page et Peigné [97] pour obtenir un équivalent.
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Processus surcritique

Dans le cas surcritique, si E(Z; log*(Z;)/m(&1)) < oo, on a p.s.
[Athreya Karlin 71] :

Zy ~ WNm(&) = Wexp(Sn) (n— o)

avec S, = Y1) log(m(&))).
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Dans le cas surcritique, si E(Z; log*(Z;)/m(&1)) < oo, on a p.s.
[Athreya Karlin 71] :

Zy ~ WNm(&) = Wexp(Sn) (n— o)
avec S, = Z,’-’:‘J log(m(&;)). Alors, en posant L = E(log(m(€))) > 0
Zyp=<exp(Ln) (n—o0) p.s.
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Processus surcritique

Dans le cas surcritique, si E(Z; log™(Z;)/m(&1)) < oo, onap.s.
[Athreya Karlin 71] :

Zy ~ WNm(&) = Wexp(Sn) (n— o)
avec S, = Z,’-’:‘J log(m(&;)). Alors, en posant L = E(log(m(€))) > 0
Zyp=<exp(Ln) (n—o0) p.s.

Quelle est la probabilité d’'observer une croissance anormale :
Zp=<exp(fn) ps., 6<L

pour n >> 1 et comment peut elle se produire ?

Références : Kozlov (06,10), B. & Berestycki (08), Boeinghoff &
Kersting (09), B. & Boeinghoff (10,11), Liu & al (10)
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Probabilité de survie en restant borné

Quelle est la valeur de

1
0:= lim ——logP(0 < Z, < K)?

n—oo N
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Probabilité de survie en restant borné

Quelle est la valeur de

0:= lim —1IogIP>(0 <Zp<K)?

n—oo N

Si (Z,: n > 0) est un processus de Galton Watson, alors

0 = —log(f'(Pext))
ouU pext = inf{s € [0,1] : f(s) = s}.
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Grandes déviations inférieures avec C. Boeinghoff

Proposition
La limite o existe et sous des hypothéses de moments,

o < N\(0).
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Proposition
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o < N\(0).

Proposition
SiP(Zy > 1) =1, alors

o= —logP(Z; =1).
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Grandes déviations inférieures avec C. Boeinghoff

Proposition
La limite o existe et sous des hypothéses de moments,

o < N\(0).

Proposition
SiP(Zy > 1) =1, alors

o= —logP(Z; =1).

Theorem
Si N(&) est p.s. fractionnaire linéaire, alors

B —logE[1/m(&)] , if E[log(m(€))/m(E)] >0
¢ = {A(O) , else
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avec J. Berestycki et C. Boeinghoff
Fonction de taux inférieure

Plagons nous dans le cas du processus de Galton Watson et
supposons P(Z; = 0) = 0. Comment realiser

1 < Z, <exp(cn), c <L
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avec J. Berestycki et C. Boeinghoff
Fonction de taux inférieure

Plagons nous dans le cas du processus de Galton Watson et
supposons P(Z; = 0) = 0. Comment realiser

1 < Z, <exp(cn), c<L.

Et en environnement aléatoire ?
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avec J. Berestycki et C. Boeinghoff
Fonction de taux inférieure

Plagons nous dans le cas du processus de Galton Watson et
supposons P(Z; = 0) = 0. Comment realiser

1 < Z, <exp(cn), c<L.
Et en environnement aléatoire ? {1 < Z, < exp(cn)} D {S, ~ cn}

x(c) = tele1 {tg—l— 1—HA(c/(1 - t))}

Theorem
Sous quelques hypotheses de moment, pour tout ¢ < L,

lim flogP(1<Z,<e”) = —x(c).
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Grandes déviations inférieures avec J. Berestycki et C. Boeinghoff

Ressort de la preuve

La borne inférieure est facile.

Pour la borne supérieure, on décompose en fonction du dernier temps
de passage sous K grand

P(1 < Z, <exp(cn))
n
<> P(1<Z < K)P(1 < Z, < exp(cn); Ziy1 > K, ..., Zy > K)
i=1
puis
Proposition

Pour tout A> 0 ete > 0, il existe Ky > 1 et C tels que pour tout n € N

P(Z, < exp(Sn—ne) | Z1 > K, ..., Z, > K) < Cexp(—An)
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