MARCHES ALEATOIRES SUR LES GROUPES HYPERBOLIQUES

par Peter Haissinsky

Soit I' un groupe dénombrable que I’'on munit de la topologie discrete et d'une mesure
de probabilité u. Si e désigne 1’élément neutre de I', on construit la marche aléatoire (Z,),
en posant Zy = e, puis, par récurrence, on choisit X,,; selon la loi x indépendamment de
Zn et on pose Z,11 = Zp Xy

Le but est de comprendre le comportement asymptotique de (Z,),. Dans la plupart des
cas, on peut montrer que la marche est transiente, c’est-a-dire qu’elle quitte définitivement
presque surement tout ensemble fini. On associe aussi deux caractéristiques numériques
qui quantifient les propriétés de la marche : I'entropie asymptotique, h, qui ne dépend
que de la loi p, mesure la dispersion de la marche; la vitesse de fuite, £, mesure a quelle

vitesse la marche part a I'infini, lorsque le groupe opere sur un espace métrique.

Lorsque 'on suppose que I' est hyperbolique au sens de Gromov et muni d’une distance
des mots d,,, on peut étudier les phénomenes a l'infini du groupe en utilisant son bord
géométrique : c¢’est un compact OI' que 'on peut munir d’une famille de distances formant
la jauge conforme. Parmi elles, les distances visuelles d. qui dépendent essentiellement
d’un petit parametre € > 0 jouent un role particulier. En effet, il existe une mesure de
Radon p sur OI' qui, pour chaque distance d., est comparable a la mesure de Hausdorff de
dimension v/e, ot v désigne I’entropie volumique de (I',d,,), et qui se comporte comme
la mesure de Lebesgue dans un espace euclidien : la masse de toute boule B.(r) C dI' de

rayon r assez petit est comparable & 7/

Sous des hypotheses assez peu contraignantes sur I' (hyperbolique) et sur p, la marche
tend presque strement vers un point Z,, € 0I'. On considere la loi v de Z,, que I'on
appelle la mesure harmonique. Comprendre les comportements asymptotiques de (Z,),
revient alors a étudier les propriétés de v. Un des résultats principaux établis dans ces

notes est le suivant.

THEOREME. — Soit I' un groupe hyperbolique non-élémentaire muni d’une mesure de
probabilité u. Soit d. une distance visuelle sur OI'. Si u est de support fini et symétrique
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et si son support engendre I', alors la dimension de la mesure harmonique vérifie
h
el

ou h désigne I'entropie asymptotique de la marche et ¢ sa vitesse de fuite. De plus, h = (v

HD(v)

si et seulement si v est équivalente a p.

La dimension de la mesure v quantifie la taille de I’ensemble des points de OI" atteints
par la marche.

Un des intéréts de la démonstration repose sur la méthode utilisée qui consiste a adopter
une approche géométrique en introduisant la distance de Green — une distance adaptée
a la marche — et en travaillant sur ses propriétés. On illustre la plupart des notions
rencontrées sur le groupe libre a d générateurs, d > 2, muni de la mesure uniforme sur

ces générateurs.

Plan du texte. Les deux premieres parties visent a introduire proprement les objets étudiés
et a établir quelques-unes de leurs propriétés élémentaires. Ensuite, au § 3, on applique
notre point de vue a I’étude du bord de Martin afin de I'identifier & un bord géométrique.
Le paragraphe suivant est dévolu a la démonstration du théoreme énoncé ci-dessus. Enfin,
dans la derniere partie, on donne quelques applications de la distance de Green : la mesure
stationnaire d’une marche de support fini sur un réseau non-uniforme de PSLs(R) est
toujours singuliere par rapport a la mesure de Lebesgue du cercle unité (Guivarc’h-Le
Jan), la solution de la conjecture de Baum-Connes sans coefficients pour les groupes
hyperboliques non-élémentaires (Lafforgue, Mineyev-Yu) et une approche de la conjecture
de Cannon.

Notations. Nous reprenons l'essentiel des notations des autres articles de cet ouvrage. Le
cardinal d’un ensemble F est noté #FE. Une distance sur un ensemble X est notée dx
et plus généralement d lorsqu’il n'y a pas de confusion. La boule ouverte de centre z
et de rayon r > 0 est notée B(z,r). En général, I" désigne un groupe dénombrable. Ses
¢éléments sont notés «y s’ils sont vus comme opérant sur un ensemble, ou z, y, etc. s’ils sont
considérés comme des points de ’ensemble I'. Si I' opere sur un espace métrique pointé

(X, w), la fonction orbitale est définie par la formule
Nr(R) = #{y € I, dist(w,yw) < R} .

La dimension de Hausdorff d’un espace métrique (X, d) est notée HD(X, d).

Les variables aléatoires seront notées par des majuscules de la fin de 'alphabet, p.ex.
Xn, Y, et Z,; on réserve les minuscules pour des objets déterministes.

Si a et b sont deux fonctions positives, on écrit a < b ou b 2 a s'il existe une constante
u > 0 indépendante de a et b telle que a < ub. De plus, on écrit a < bsia Sbet b < a.
On utilise aussi les notations de Landau O(-) et o(-).
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1. PREMIERES PROPRIETES DES MARCHES ALEATOIRES

Soient I un groupe dénombrable muni de la topologie discrete et ;1 une mesure borélienne
de probabilité sur I', ¢’est-a-dire € £'(I',Ry) et Y popu(x) = 1.

Hypotheses permanentes. Les hypotheses qu’il faut avoir en téte sont les < hypotheses
permanentes > données ci-dessous, qui seront toujours réputées vérifiées par défaut. Ce-
pendant, les résultats seront énoncés sous des conditions plus faibles lorsque ce sera pos-
sible.
— Le groupe I' est non-moyennable, c¢’est-a~-dire qu’il n’existe pas de forme linéaire
continue de norme 1 positive sur £*°(I") et invariante par I'.
— La mesure p est symétrique c’est-a-dire p(z) = p(z~') pour tout = € T.

— Le support supp p = {x € T', u(x) # 0} engendre T

1.1. Action de groupes

Dans toutes ces notes, les groupes étudiés operent sur des espaces métriques. Nos ras-
semblons ici quelques définitions et notations qui seront utilisées par la suite.

Soit (X, d) un espace métrique. On dit que cet espace est propre si les boules fermées de
rayon fini sont compactes. Une courbe géodésique est une courbe isométrique a un intervalle
I de R. Elle est donnée par une application g : I — X telle que d(g(t), g(s)) = |t — s| pour
s,t € 1. On parle de segment lorsque I est compact, de rayon si I a un seul bout, p.ex.
I =R, et de géodésique lorsque I = R. Si deux points quelconques de X sont joints par
un segment géodésique, alors X est un espace géodésique.

Une action d’un groupe I' sur X sera donnée par une représentation gauche p : [' —
Isom(X) dans le groupe d’isométries de X : pour tout x € X, tous v,v € I', p(v-+)(z) =

(p(7) 0 p(v'))(x) et, pour tous z,y € X et tout v € I', d(p(v)(2), p(7)(y)) = d(z,y). Par
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abus de notations, et méme si 'action n’est pas fidele, nous considérerons les éléments

de I' comme des isométries de X et nous noterons 7 (z) pour l'action de vy sur z € X au

lieu de p(7)(x).

DEFINITION 1.1 (Action géométrique). — Un groupe I' opere géométriquement sur un
espace métrique propre X si

(1) chaque élément opére par isométrie ;

(2) laction est proprement discontinue (pour tous compacts K et L de X, le nombre
d’éléments v € T' du groupe tels que v(K) N L # 0 est fini);

(3) laction est cocompacte.

Par exemple, si ' est de type fini et S est une famille finie et symétrique de générateurs
de I'; on peut munir I' d'une distance invariante par translation a gauche de I' : [a métrique
des mots (gauche) associée a S. La distance dg(z,2’) entre deux éléments x,2" € T est
le nombre minimal de générateurs dans S nécessaires pour écrire z7'2’. On obtient une
réalisation géométrique en considérant le graphe de Cayley G associé a S : les sommets
sont les éléments du groupe, et une paire (z,z’) € I' x I’ définit une aréte si x7 'z’ € S.
En munissant G de la métrique de longueur qui rend chaque aréte isométrique au segment
[0,1], on fait de G un espace géodésique et propre, et l'action de T' sur lui-méme par
translations a gauche induit une action géométrique sur G. La restriction de cette distance
sur les sommets est isométrique a (I', dg).

Il s’avere qu’un groupe n’admet essentiellement qu'une seule action géométrique au sens

suivant :

DEFINITIONS 1.2 (Quasi-isométrie, quasi-géodésique). — Soient X, Y des espaces métriques,
et A > 1, ¢ > 0 deux constantes. Une application f : X — Y est un plongement (J, c)-
quasi-isométrique si, pour tous z,z’ € X, on a

(1) ;dx(x,a:’) C e <dy(f(@), (') < Adx(z,7) + c.

On dit que f est une (A, ¢)-quasi-isométrie s’il existe g : Y — X qui vérifie aussi (1) et
telle que, pour tout x € X, dx(g(f(x)),x) < c. De maniere équivalente, on demande que
f soit c-cobornée, c’est-a-dire que le c-voisinage de f(X) recouvre Y.

Une quasigéodésique est I'image d'un intervalle de R par un plongement quasi-isométrique.

LEMME 1.3 (Svarc-Milnor). — Soient X un espace quasigéodésique et propre, et I' un
groupe qui opére géométriquement sur X. Alors I' est de type fini et X est quasi-
isométrique a n’importe quel graphe de Cayley localement fini de I'.

On dira par extension qu'un espace est quasi-isométrique a un groupe de type fini s’il
est quasi-isométrique a I'un de ses graphes de Cayley localement fini.
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1.2. Distance de Green

On considere I'espace de probabilité (€2, A, P) suivant. On note Q = ' muni de la
tribu borélienne produit A et de la probabilité P = p®MN\OD  La suite des projections
(Xn)n>1 définit une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi p.

On associe la marche droite (Z,),>0 partant de 'élément neutre e en posant Z, =
e et Zyi1 = ZpXni1. La marche partant de x € T' est alors donnée par (xZ2,),>0. 11
est parfois commode d’introduire l'espace des trajectoires 7 = I'N, muni de la tribu
borélienne produit, et de considérer la famille de probabilités (P*),cr définies comme
image de P par l'application w — (22,),>¢. Cette famille de lois définit une chaine de
Markov (irréductible) homogene de probabilité de transition p(z,y) = u(zy).

On obtient une action & gauche de I" sur 7 en posant v - (2,)n = (Y20 )n-

Pour chaque n > 1, la loi de Z, est donnée par la puissance nieme du produit de
convolution p" de p. On rappelle que si I opeére sur un espace mesuré (X, v), alors le
produit de convolution puxv est la loi image de p® v par cette action : pour toute fonction

mesurable bornée h sur X, on a

() =Y n() [ty )iv(o).

yerl’

LEMME 1.4. — Pour m,n>1et x €I', on a

P () =) " (y) -ty )

yel’
Démonstration. — Calculons la loi de Z,,.,,; soit z € ',
P122n+n ::11 :ZEE:]P[22n+n ::x;ZZn ::y]:: 25:H%22;122n+n ::y_lx;ézn ::y];
yel yel’
or, Z 17 in = Xpat1 -+ Xpnan done Z 17,1, est indépendante de Z,, et de méme loi
que Z, :
P{22n+n ::11:: EE:]P[ZZQIZZn%ﬁz:: yilaj 'PWZZn ::ZA = EE:/Ln(y41aﬂ 'ﬁﬂn(y)'
yel’ yel’

U

L’hypothese de non-moyennabilité est utilisée pour avoir ’estimation suivante sur les
lois des positions de la marche.

THEOREME 1.5 (Kesten). — Si I' est non-moyennable, il existe m > 0 telle que p"(x) <

e~ pour tout n > 1 et tout x € I'.

Ce résultat implique notamment que la marche est transiente, c’est-a-dire qu’elle quitte
définitivement presque strement tout sous-ensemble fini de I'. Cela nous permet d’intro-
duire la fonction de Green G(zx,y) qui compte le nombre moyen de visites d'un site y € I’
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de la marche partant de x :
Gz,y) = PlaZy =yl =6,(y)+ > u"(z""y).
n>0 n>1

L’action diagonale par multiplication a gauche de I' laisse invariante G : pour tout v € I,
G(yz,vy) = G(z,y).

Si ACT et xel, lavariable aléatoire 75 = min{n > 0, 27, € A} définit un temps
d’arrét. En particulier, si on considere la probabilité d’atteinte F'(z,y) = P[7y < oo], alors

on a
G(z,y) = F(z,y)G(y,y) = F(x,y)G(e,e).
En effet, a n > k fixés, on a
() =kiaZ,=y) = (Zpy =y;2Z; # 9,0 < j < k;yXpq1... X = y)
donc
Pl = kiaZ, =y| =Plr) = k| - PlyZ, , = y]
et

Glry) = > Y Plri=kaZ,=yl=>_ Y Py =k PlyZ, =1y

n>0 0<k<n n>0 0<k<n
= D Plry =KD PlyZr =1
k>0 n>k
= Y Pl =kG(y,y) = F(z,9)G(y,y) .
k>0
DEFINITION 1.6 (Distance de Green). — Soit (I, ) un groupe dénombrable muni d’une

mesure de probabilité symétrique dont le support engendre I'. On définit la distance de
Green par la formule
do(z,y) = —InF(z,y) = LnG(e,e) = In G(z,y) .
Cette distance a été introduite par S. Blachere et S. Brofferio [BB| pour des marches de
support fini.

LEMME 1.7. — Soit u une mesure de probabilité symétrique sur I' qui définit une marche
transiente. La fonction dg(+,-) est une distance sur I' invariante sous l'action gauche de I'

sur lui-meéme.

Démonstration. — Tout d’abord, dg est bien positive puisque F'(z,y) est bornée par 1.
Comme le support de p engendre I, on a, pour tous z,y, F(z,y) > 0 donc dg(z,y) < oo.

La symétrie de p implique la symétrie de G et de F' donc de dg. On a bien F(x,z) = 1,
donc dg(z,z) = 0 pour tout = € I'. Réciproquement, si dg(z,y) = 0 alors F(z,y) =
F(y,z) =1, ce qui, avec I'hypothese de transience de la marche, implique = = y.
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L’inégalité triangulaire dg(x, 2) < dg(z,y) + da(y, z) se déduit de I'inégalité
Plr] < o] > Plr, < oo]P[7Y < oo].
L’invariance de F'(-,-) par multiplication a gauche implique l'invariance de dg(-,-). O

LEMME 1.8. — Soit p une mesure de probabilité symétrique sur I' qui définit une marche
transiente. Alors (I',dg) est un espace métrique propre. Plus précisément, les boules de

rayon fini sont finies.
La distance de Green définit donc la topologie discrete sur I'.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que G(e,x) tend vers 0 quand x quitte tout
ensemble fini. Pour cela, on montre d’abord p?"(z), u***(x) < p?"(e) pour tous x € T et
n > 1, en utilisant la symétrie de pu.

Soit n > 1; par le lemme 1.4 et I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

pr(x) = ey ) < D )2 Dy te)?.

yel yel yel

Comme on somme sur le méme ensemble, il vient
S o) = uty tx)?
yel yel
et la symétrie de p implique

S o) = eyt = p(e).

yel yel

Du coup, p**(z) < p?*(e). De méme,

P @) = ey ) < uly)et(e) < pPe).

yel yel’

Comme la marche est transiente, la valeur de G(e, e) est finie. Donc, étant donné € > 0,

on peut trouver k > 1 de sorte que
D)< Y pe) <.
n>k n>2k

Par ailleurs, puisque " est une mesure de probabilité sur un ensemble dénombrable pour
tout n, il existe un sous-ensemble fini K de I' tel que, pour tout n € {0,...,2k — 1}, on
ait u"(K) > 1 —¢/(2k). Par conséquent, si x ¢ K, alors

Gleo)= 3 w@) + S wi@) < 3 WO\ K) +23 p2(e) e+ 2.

0<n<2k n>2k 0<n<2k n>k

Ceci conclut la démonstration du lemme. O
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1.3. Point de vue dynamique

On considere le décalage o : Q — Q défini par (0(w)), = wyy1 pour tout n > 1. La
propriété principale est la suivante

PROPOSITION 1.9. — La mesure P est invariante et ergodique sous l’action de o, c’est-a-
dire, pour tout borélien A C Q, Plo~'(A)] = P[4] et, sio 1 (A) = A alors P[A](1-P[A]) =
0.

Démonstration. — Soit A C € un borélien invariant. Nous allons montrer que P[A] =
P2[A], ce qui nous permettra de conclure.

On se fixe € > 0 et on considere un sous-ensemble B formé d’un nombre fini de cylindres
tel que P[AAB] < g, ou A désigne la différence symétrique. Soit n la longueur du plus

grand cylindre formant B. On utilise B pour obtenir 1'identité suivante :
P[BNo~"(B)] =P[B] - Plo~""(B)] = P[B)?

par invariance et des faits (i) o~ ™*Y(B) = '™V x B et (ii) P est une mesure produit.

Nous utiliserons a répétition que, si E; et E, sont mesurables, alors |P[E;| — P[Es]| <
PE, AEs).

On écrit
[P[A] - P*[4]] < |P[A] - P*[B]| + |P[B]* — P[A]|
< [P[A] - P[BNo~"(B)]| + 2|P[A] - P[B]|
< |P[A] = P[BNo " (B)]| + 2¢.

Or, par invariance de A,

[P[A] — P[B o™ " (B)]]

IN

IP[AN o~ "(A)] —P[BNo "D (A)]
+P[BNo~ "D (A)] —P[BN o~ "D(B)]

P[AAB] + Plo~ " (A) Ao~ "1 (B)]

P[AAB] + Plo~ "V (AAB)]

< 2P[AAB]| < 2¢.

IN

IN

Par conséquent, on a obtenu |P[A] — P?[A]| < 4e avec € > 0 arbitraire. O

Cela nous permet d’appliquer en particulier le théoreme sous-additif de Kingman :

THEOREME 1.10 (Kingman). — Soient (9, A, u) un espace de probabilité et T : Q —
une transformation préservant la mesure. Soit (f,), une suite de fonctions mesurables
sur €2 sous-additives au sens suivant : pour tous m,n > 0, on a

fm+n§fmoTn+fn
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Si fi € LY, alors la suite (f,/n), est convergente presque partout vers une fonction f telle

1
fdp = lim = / fadp = inf ~ / Fudp .

Si cette limite est finie (elle pourrait valoir (—o0)), alors la convergence a aussi lieu dans

que

L. Enfin, si de plus (T, 1) est ergodique alors f est constante presque partout.
Nous donnons deux applications aux marches aléatoires de ce théoreme.

1.3.1. Entropie. On dit qu'une marche aléatoire est d’entropie finie si 'entropie de la

Zu ) Ln pu(

zel

mesure

est finie. On peut montrer que la suite numérique (H(u")), est sous-additive (voir ci-
dessous), ce qui permet de définir [entropie asymptotique de la marche

h < inf lH(/L") .

n>1ln

PROPOSITION 1.11. — Supposons j d’entropie finie, alors

—1
h = lim — Lnu"(Z,)

n—co M
presque strement et dans L.
REMARQUE 1.12. — L’entropie métrique de o est justement H(u).
Démonstration. — Posons, pour w € Q et n > 1,
hp(w) = —=LnP[Z, = wjws...w,].
Soient m,n > 1 et w € 2. Puisque

.7—1 _
(Zpin = W1Wa « . Winin) D (I = W1w2a « -« Wi Zo i = Wint1 -+ - - Windn )

on a
P[Zpmin = WiWs . .. Winan] > PZm = wiws ... W Z0  Znan = Wing1 - - - Winan)
> PlZ, =wiws...Wn] P2 2 = Wit - - - Wrngn]
> PlZ, =wiws...wn] - PlZ, =wni1-- Wninls

on obtient i (w) < hp(w) + (hy, 0 0™)(w). Par ailleurs
= —ZLn]P’[Zl =z|pu(x) = H(u) < oo
zel

donc le théoreme 1.10 s’applique. Comme la suite (_71 Ln p™(Z,)), est positive, la conver-
gence a aussi lieu dans L!'. On remarque aussi que, pour tout n > 1, on a E[h,] =
H(p"). O
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La notion d’entropie est tres utile pour étudier le bord de Poisson de (I, i), voir no-

tamment [KV, Kai2]. On peut en déduire U'interprétation suivante :

ProPOSITION 1.13. — Soit € > 0.
— Il eziste une suite d’ensembles finis (A,), de I' telle que Ln#A, < (h+ &)n et,
presque surement, Z, € A, pour tout n assez grand.
— Pour toute suite d’ensembles finis (By), de I' telle que Ln#B,, < (h — )n, pour
presque toute trajectoire (Z,), de la marche, on a Z, € B, pour au plus un nombre
(aléatoire) fini de temps n.

On voit ainsi ’entropie asymptotique comme une mesure de la dispersion de la marche

quand n tend vers l'infini.

Démonstration. — Soit € > 0. Posons A, = {y € I', u"(v) > e ""*9)}. D’une part, on

1> "(Aa) 2 0 () = #Ae

YEAR
donc Ln#A,, < (h+¢)n.
D’autre part, la limite presque sture vers h implique que Z, € A, presque surement
pour n assez grand.

On choisit B,, de sorte que Ln #B,, < (h — €)n et on considere
Q, ={weQ, p(Z,) < e h=e/2m}

de sorte que, comme ci-dessus, presque toute trajectoire vit dans €2,, a partir d’un certain
rang. Cependant, on a

]P)[w € Qn; Zn - Bn] S #Bn . 6—(h—6/2)n S e—(6/2)n ]

Par conséquent, le lemme de Borel-Cantelli affirme que (Z,), visite au plus un nombre
fini de B,, presque stirement. U

1.3.2. Vitesse de fuite. On suppose que I' opere par isométries sur un espace métrique
pointé (X, w). Nous pouvons alors faire agir la marche sur X afin d’obtenir une trajec-
toire aléatoire (Z,(x)), a valeurs dans X, ou z € X. On rappelle que I’action est une
représentation gauche de I' et que la marche est droite, ce qui préserve la propriété mar-
kovienne de la marche. On a en particulier Z,,1(z) = Z,(X,4+1(x)) pour tout z € X. On

dit que p a un premier moment fini si

E[d(w, X, (w))] = Y d(w, y(w))u(y) < oo

yel’
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PROPOSITION 1.14. — Supposons p de premier moment fini. Alors, pour tout x € X, la
limite

def. . 1
¢ Y Yim ~d(z, Z,(z))
n

existe presque strement et dans L', et ne dépend ni de v € X ni de w € Q. On Uappelle

la vitesse de fuite de la marche dans la métrique d.

La vitesse de fuite de la marche dans la distance de Green joue un role important dans
ce travail. Elle est notée /¢ tout au long du texte.

Démonstration. — On remarque tout d’abord que si x,y € X et n > 1, alors

|d(z, Zn(x)) = d(y, Zn(y))| < d(z,y) + d(Zn(2), Zu(y)) < 2d(z,y)

donc on a Eld(z, Z,(z))] < oo pour tout z et la limite de (d(x, Z,(x))/n)n, si elle existe,
sera indépendante de x € I
Par 'inégalité triangulaire, sim,n > 1, alors d(z, Z,in(2)) < d(z, Zp(2)+d(Z(2), Zimin(x)).
Or, puisque I' opere par isométries, on a aussi d(Z,(z), Zmin(z)) = d(x, Z, Z,10(2)).
Du coup,

Lipgn(w) < Lin(w) + L (0™ (w))

ot on a posé L,(w) = d(z,w;...wy(x)) pour w € Q. Donc le théoreme de Kingman

s’applique pour montrer I'existence de £. La limite a bien lieu dans L' puisque la suite est

positive. [
REMARQUE 1.15. — Sous les conditions de la proposition 1.14, on a aussi, pour tout
reX,

lim Ld(Zo(x), Zosr (2)) = 0

n—oo 1

presque surement. En effet, en fixant € > 0 :

Y Pld(Zu(x), Zuni(2)) 2 en] = ) Pld(z, Xpni(2)) 2 en]

n>0 n>0

= Y Pld(z,Xi(z)) > en]

n>0

1/00 Pld(z, X, (z)) > f]dt

3

IN

1
~Eld(z, X, (x).

IN

Donc le lemme de Borel-Cantelli permet de conclure.
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1.3.3. Inégalité fondamentale. On suppose toujours que I' opere par isométries sur un

espace métrique pointé (X, w). On note

e . 1 1 1 i
v < lim sup R Ln Np(R) = limsup R Ln#{y € I', dist(w, yw) < R}.

R—o0 R—o0

PROPOSITION 1.16. — Supposons u de premier moment fini et v fini. Alors p est d’en-

tropie finie et on a l'inégalité fondamentale

h</ftv.

Notons que h est une quantité qui ne dépend que du groupe et de la loi p et v est une
quantité qui ne dépend que de 'action du groupe sur X, alors que ¢ dépend a la fois de
la marche et de la distance de X. L’idée de la démonstration, lorsque p est de support
fini, est la suivante. Au temps n, Z, se trouve approximativement sur la sphere de rayon
In, ce qui fait environ e™ positions possibles. Or l’entropie d’une mesure de support
fini est maximale pour la mesure uniforme, donc, en premiere approximation, on obtient
H(p™) < nlv, d'ou h < lv.

Démonstration. — Montrons tout d’abord que p est d’entropie finie. On écrit

H(p) = /Ooou ({uly) < e™'}) at

et on découpe {u(y) < e7'} selon que d(w, y(w)) < at ou non, ot a > 0 est une constante
a déterminer.

Soit € > 0; si ¢ est assez grand, alors #B(w, at) < e®v+2) ot donc on a
p({p(y) < e hdw,y(w)) < at}) < #B(w,at)e™" < eldlr=1t;

par ailleurs, on a

p({p(r) < e fdw,y(w)) = at}) < p({d(w,v(w)) > at})
donc

Ho) < [ s [ (dw(w) > at .
Par conséquent, si on cho?sit a > 0 assez petiot pour que a(v +€) < 1 alors

H(p) S1+E[d(w, Z;1(w))] < oo

Comme g est de premier moment fini, la vitesse de fuite de la marche ¢ est bien définie.
On considere maintenant B(w, (¢ + €)n). D’apres la proposition 1.14, on a Z,, € B(w, (£ +
£)n) presque surement et #B(w, ({+¢e)n) < exp({+¢)(v +€)n pour n assez grand. Donc,
en appliquant la contraposée de la proposition 1.13 (2), on obtient

h—e<(l+e)(v+e).

L’arbitraire sur € > 0 nous conduit a h < fv. O



MARCHES ALEATOIRES SUR LES GROUPES HYPERBOLIQUES, NOTES DE COURS-13

1.4. Le cas du groupe libre

Nous illustrons les notions abordées dans ce chapitre par une situation particulierement
simple ol quasiment tous les calculs peuvent étre conduits. Considérons pour cela le
groupe libre engendré par d > 2 générateurs aq, ..., aq, que I'on désigne par F,. Le graphe
de Cayley associé est un arbre régulier infini ol chaque sommet a 2d voisins. On considere
la distance de longueur d qui rend chaque aréte isométrique au segment [0, 1]. On munit F,
de la loi uniforme y portée par les générateurs et leurs inverses : on a donc u(ajd) =1/2d.

Ce groupe est un archétype de groupe non-moyennable, donc la marche est automa-
tiquement transiente. On peut consulter [Woe, pp. 9-10] pour une démonstration < a la

main .

PROPOSITION 1.17. — Sous les conditions ci-dessus, on a
dG(Iv y) = d(I‘, y) Ln(2d o 1)7
h=1-1/d)In(2d —1), ¢ =1—1/d et v = Ln(2d — 1). En particulier, l'inégalité

fondamentale est une égalité dans ce cas précis.

Démonstration. — Comme un arbre est uniquement connexe par arcs et comme la
marche est au plus proche voisin, on en déduit que si z,y, 2z € Fy et y est sur le segment
géodésique [z, z], alors une marche qui va de x & z doit passer par y. Cela se traduit par
l'identité F(z,z) = F(z,y)F(y, z). En utilisant le role symétrique des générateurs et en
posant p = F(e, a1), on en déduit F(z,y) = p?@¥). 1l reste & déterminer p.

On calcule p en fonction de la position de la marche au temps 1 :
F(e,a1) = Plra, < 00;Z1 # a1] + Plr,, < 00;Z1 = a4].

Or, par la propriété de Markov et la forme de F', si Z; # ay, alors d(Z;,a,) = 2, donc

1
Plr,, < 00;721 # aq] = pQIP’[Zl # ay] = (1 — ﬁ) p?:

par ailleurs, on a P[7,, < 0c0; Z; = a1] = P[Z) = a1] = 1/(2d). Par conséquent, on trouve

p=(1-1/(2d))p* +1/(2d).
On résoud et on trouve
d+ (d—1)
T 241

Comme la marche est transiente, on doit avoir p = 1/(2d — 1), ce qui nous fournit dg.

Pour la vitesse de fuite, on calcule Eld(e, Z,11)]—E[d(e, Z,)]. Si Z,, = e, alors forcément
d(e, Zn1) = 1 et E[(d(e, Zn11) — (d(e, Z,))X2,=e] = P[Z, = €]. Sinon, on a (2d — 1) cas
avec d(e, Zny1) = d(e, Z,) + 1 et un seul avec d(e, Z,,1) = d(e, Z,) — 1. Du coup, on
obtient

Bldle, ) - (dles Zxzed =Pl ] (20 - ) =Pz £l (1- 1)

2d 2 d
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On en déduit
1
Eld(e, Z,+1)] — Eld(e, Z,,)] = P[Z, = e] + P|Z,, # €] (1 — 3) .

En passant a la limite et en appliquant le théoreme de Cesaro, on trouve

¢ = limEld(e, Zy )] — Eld(e, Z,)] = 1 — é |

Si on calcule la vitesse de fuite ¢ de la marche dans la distance de Green, on obtient
lg=(1-1/d)Ln(2d — 1). Or, le théoreme 3.2 implique h = (.
Enfin, pour le volume, on remarque que la sphere de rayon (n + 1) a (2d — 1) fois plus

d’éléments que la sphere de rayon n dés que n > 1. Ceci montre que v = Ln(2d — 1). O

Notes bibliographiques

Le théoreme 1.5 est montré dans [Kes|, voir aussi [Day]; aujourd’hui, on relie la crois-
sance de (1" (e)), avec le rayon spectral de opérateur de Markov associé sur ¢*(T'), voir
p. ex. [Woe, Furm]| ; puis ce dernier avec les propriétés de moyennabilité [DG]. Le théoreme
de Kingman est d’abord montré dans [Kin]; voir aussi [Derl, AB|. L’entropie asympto-
tique de la marche apparait dans la note d’A. Avez dans [Ave|. Y. Derriennic montre qu’on
peut la voir comme limite presque siire [Der2|. Enfin, I'inégalité fondamentale est d’abord
établie par Y. Guivarc’h [Gui], voir aussi [Ver|; on en trouve une démonstration dans la
situation la plus générale dans [BHM1]| (plus compliquée qu’ici!).

2. RUDIMENTS DE GEOMETRIE HYPERBOLIQUE

L’hyperbolicité au sens de M. Gromov conceptualise dans le cadre des espaces métriques
les propriétés a grande échelle des variétés de Cartan-Hadamard de courbure strictement
négative, les groupes hyperboliques correspondant aux groupes fondamentaux des variétés

compactes obtenues comme quotient.

2.1. Espaces métriques hyperboliques

DEFINITION 2.1 (Espace hyperbolique). — On dit que (X, d) est d-hyperbolique (6 > 0)

si, pour tous w,x,y,z € X, on a

(2) (y|2)w = min{(z[y)w, (2|2)w} =0,

(@]y)w = (1/2){d(z, ) + d(y,w) — d(z,)} -
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On écrira (+|-)y, = (¢|-) lorsque le choix de w sera sans ambigiiité. Lorsque X est
géodésique, I’hyperbolicité peut s’exprimer par la finesse des triangles, ou un triangle
de X est la donnée de trois points et de trois segments géodésiques qui les relient : un
espace géodésique (X, d) est hyperbolique si et seulement s’il existe une constante o telle
que n’importe quel coté d’un triangle est contenu dans le d-voisinage des deux autres.

Les espaces géodésiques hyperboliques jouissent de nombreuses propriétés dont les sui-
vantes.

(1) Le produit de Gromov (z|y),, est comparable a la distance de w & n’importe quel
segment géodésique [z, y].

(2) Le lemme de poursuite de M. Morse affirme que toute quasigéodésique d’un espace
hyperbolique est a distance finie d'une géodésique. Plus précisément, pour toute
(), ¢)-quasigéodesique ¢, il existe une géodésique g telle que dy(g,q) < K, ou dy
désigne la distance de Hausdorff, et K ne dépend que de 0, A and ¢ [GdIH, Th.
5.6].

Le lemme de poursuite de Morse implique que la propriété d’hyperbolicité est invariante

par quasi-isométries dans la catégorie des espaces métriques géodésiques.

Compactification

Soit (X, w) un espace hyperbolique propre pointé. Selon la terminologie usuelle, une
suite (z,,), tend vers Uinfini si iminf,, ;o0 (Tm|2n)w = 00. Cette condition implique que
la suite quitte tout compact, mais pas seulement : en géométrie de courbure strictement
négative, elle impose aussi une direction asymptotique de la suite, Le bord visuel X (ou
de Gromov) de X est 'ensemble des suites qui tendent vers l'infini modulo la relation
d’équivalence (z,,) ~ (yn) si (n|yn)w tend vers Uinfini.

On prolonge le produit de Gromov a l'infini en posant

(€1¢)w = nf lim inf (z;|y;)w ,

),

ou l'infimum est pris sur tous les représentants de £ et ¢ (pour deux représentants
quelconques, on obtient (£[¢), < lminf; ;oo (@ilyj)w < (€]¢)w + 26). On remarque
que l'inégalité (2) reste vraie avec {z,y,z} € (X U0X). Dans un espace hyperbolique
géodésique et propre, on peut définir le bord en considérant les rayons géodésiques modulo
les rayons qui sont a distance bornée pour la distance de Hausdorff.

Si v est une isométrie de X, alors v opere aussi sur 0.X puisque

(V@)Y (Y))w = (2]y)w| < d(w,~(w))

pour tous x,y € X.
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Une métrique visuelle vue de w et de parametre visuel € > 0 est une distance d, sur 0X
telle que d.(£,¢) est comparable & e~*¢l9%  On établit 'existence de métriques visuelles

pour des parametres € > 0 assez petit en utilisant le lemme suivant avec g(x,y) = e~@Ww

LEMME 2.2. — Soit ¢ : X x X — R, telle que q(z,y) = q(y, ), ¢(x,y) = 0 si et seulement
six =y, et q(z,z) < Kmax{q(x,y),q(y, z)} pour une constante K > 1.
Sie < Ln+/2/Ln K, alors il existe une métrique d. telle que

K¢ (v,y) < de(z,y) < ¢ (x,y).

2.2. Espaces hyperboliques quasiréglés

La plupart des propriétés intéressantes des espaces et des groupes hyperboliques sont
établies dans le cadre des espaces géodésiques (et propres). Cependant, la notion de quasi-
isométrie ne préserve pas ce type de propriétés. Il s’avere important de pouvoir travailler
avec des espaces hyperboliques non géodésiques.

La notion de structure quasiréglée s’est dégagée. Elle est issue d'une lecture approfon-
die du lemme de poursuite de Morse. En effet, non seulement celui-ci affirme que toute
quasigéodésique est a distance bornée d'une véritable géodésique, il établit aussi une pro-
priété d’alignement des points : si ¢ : R — X est une (), ¢)-quasigéodésique dans un
espace d-hyperbolique géodésique, alors il existe une constante 7 = 7(d, A, ¢) telle que,

pour tous s <t < u, on ait
(q(s)lq(u))qry < 7.

Cela nous a conduit aux définitions suivantes.

DEFINITIONS 2.3 (Quasiregles, structures quasiréglées, espaces quasiréglés et quasi-i-
sométries quasiréglantes). — Soit (X, d) un espace métrique. Une (), ¢, 7)-quasiregle est

une (A, ¢)-quasigéodésique ¢ : I — X telle que, pour tous s < ¢t < u dans I,

(4(8)lg(w))gwy <7

Une structure quasiréglée G sur X est un ensemble de (), ¢, 7)-quasiregles tel que toute
paire de points de X est liée par un élément de G, ou (A, ¢, 7) sont des constantes.

L’espace métrique X sera dit quasiréglé s’il existe des constantes (), ¢, 7) telles que X
est (A, ¢)-quasigéodésique et toute (A, ¢)-quasigéodésique est une (A, ¢, 7)-quasiregle.

Un plongement quasi-isométrique f : X — Y d’un espace géodésique est quasiréglant

si 'image des géodésiques définit une structure quasiréglée sur f(X).

Nous énoncons deux résultats qui justifient cette notion et qui généralisent le cadre
géodésique [GdIH]. IIs sont établis dans I’Appendice B.

THEOREME 2.4. — Soit (X, w) un espace d-hyperbolique et soit k > 0.
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(i) Si #X < 28 + 2 alors il existe un arbre métrique fini (T,dr) et une application
¢: X =T tels que :
— Vre X, dr(o(z),op(w)) = d(z,w),
— Vr,y e X, d(z,y) — 2ké < dr(¢(x), ¢(y)) < d(z,y).
(ii) Si (X, w;)1<i<n sont des rayons (N, ¢, T)-quasiréglés avec n < 2% tels que X = UX,
alors il existe un arbre réel pointé T et une application ¢ : X — T tels que
— Ve e X, dr(o(z), op(w)) = d(z,w),
— Vo,y € X, d(x,y) — 2(k + 1)§ — 4c — 27 < dp(é(x), d(y)) < d(z,y), oi
¢ = max{d(w,w;)}.

THEOREME 2.5. — Soient X un espace métrique hyperbolique géodésique et o : X —'Y

une quasi-isométrie sur un espace métrique Y . Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) Uespace Y est hyperbolique ;
(i) l'espace Y est quasiréglé ;

(iii) application ¢ est quasiréglante.

2.3. Groupes hyperboliques

Soient X un espace métrique propre et hyperbolique et I' un groupe d’isométries qui
opere proprement discontinument. Pour tout = € X, son orbite I'(x) ne peut s’accumuler
que sur le bord 0X, et I’ensemble des points d’accumulation s’avere étre indépendant du

choix de x; par définition, I'(z) N 0X est l’ensemble limite L(T") de I

DEFINITION 2.6 (Groupe hyperbolique). — Un groupe est hyperbolique 8’il opére géométriquement
sur un espace hyperbolique, propre et géodésique.

D’apres le lemme 1.3, un groupe I' est hyperbolique si seulement s’il est de type fini
et tout graphe de Cayley associé a un systeme de générateurs fini est hyperbolique. Dans
ce cas, L(I") est tout le bord visuel 0.X. Un groupe hyperbolique est dit élémentaire s’il
est fini ou quasi-isométrique a Z. On supposera toujours les groupes non-élémentaires.
Dans ce cas, il contient un sous-groupe libre a deux générateurs, ce qui implique qu’il est

non-moyennable.

REMARQUE 2.7. — Au vu du théoreme 2.5, il est facile de construire des métriques dans
la classe de quasi-isométrie d'un groupe hyperbolique I', qui sont invariantes a gauche,
mais qui ne sont pas hyperboliques. Par exemple, si | - | est une métrique des mots sur
T, la formule d(v,v") = |y — 7| + Ln(1 + |y — +/|) définit une telle distance, cf. prop. B.6
pour plus de détails.

Motivé par cette remarque, on note D(I") I'ensemble des espaces propres hyperboliques
quasiréglés qui admettent une action géométrique de I'. Par abus de notation, on écrit
aussi d € D(I') si d est une distance sur I' invariante a gauche, hyperbolique et quasi-
isométrique a I, c’est-a-dire (I',d) € D(T").
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2.4. Mesures quasiconformes

On introduit d’abord quelques notions supplémentaires issues de la géométrie rieman-
nienne, voir p.ex. [Pei].
Soit (X, w) un espace métrique propre hyperbolique et quasiréglé. Soient £ € 90X,
x,y € X. La fonction
Be(e) ™ sup {limsupe, ) — d(y)] |

n—oo

ou le supremum est pris sur toutes les suites (x,), de X qui tendent vers £, est appelée

la fonction de Busemann au point &.

Les fonctions de Busemann, les distances visuelles et 'action des isométries sont liées
par la propriété suivante : pour tout £ € 0X et toute isométrie ~, il existe un voisinage
V de ¢ tel que, pour tous (,(" € V,

d=(7(€),7(¢")) = Ly (§)d= (¢, ¢')
def.

ou L,(§) = e=Be(wy™ () De plus, ~ opere aussi sur les mesures de 0X selon les regles
suivantes : (7:0)(A) = p(y7'A) et (1*p)(4) = p(yA).

Le prochain théoreme, démontré par M. Coornaert [Coo| dans le cadre des espaces
géodésiques en généralisant les travaux de D.Sullivan [Sul], résume les propriétés des
mesures quasiconformes. Rappelons la définition de la mesure de Hausdorff d'un espace
métrique Z, voir [Led2] pour plus de précisions : soient s,t > 0, on pose

H!(Z) = inf {Z(diam U, Z c (UU;), diam U; < t} ,

et on définit Hy(Z) = limy_,o HL(Z). La dimension de Hausdorff de Z est le nombre
HD(Z) e [0, 00] telle que pour tout s’ < s, on ait Hy(Z) = oo et pour tout s’ > s,
on ait Hy(Z) = 0.

Enfin, on rappelle la notation suivante :

v < Jim sup 1 Ln Np(R) .
Rooo R

THEOREME 2.8. — Soit (X,w) un espace hyperbolique propre quasiréglé pointé muni
d’une action géométrique d’un groupe I, et soit d. une métrique visuelle. On a v =
e-HD(0X,d.) et il existe une mesure de Radon et de probablité p sur 0X, indépendante
de ¢, avec les propriétés suivantes :

(i) la mesure p est Ahlfors-réguliére de dimension o = v/e i.e., p(B.(r)) < r* pour
toute boule de rayon r, r < diam (0X,d;) ;

(ii) la mesure p est une mesure I'-quasiconforme i.e., pour tout vy € I', p < v p < p et

d *
% = (L,)* p — presque partout;
P
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(iii) l'action de T' est ergodique pour p (les ensembles boréliens I'-invariants sont de

mesure totale ou nulle).

De plus, si p' est une autre mesure I'-quasiconforme, alors p < p' < p et

d /
W,
dp
Il en ressort que v ne dépend pas du groupe opérant géométriquement sur X ; lorsque
X est l'espace hyperbolique H", alors v = Hyq(H") = n — 1 et lorsque X est le groupe T’
muni d’une distance des mots localement finie, alors on aussi v = Hy (). Ces observations

justifient d’appeler v [’entropie volumique de X . La mesure p est définie comme une limite

faible de
1

—sd(wy(w))
o e sdwatw) > e g
Y

vel

quand s décroit vers v.
Soient R > 0 et x € X. L’ombre O,(x, R) d'une boule B(z, R) vue de w € X est
I'ensemble des points £ € X tels que (§|x), > d(w,z) — R, & comparer avec [Pei].

Par le théoreme 2.4, on obtient :

PROPOSITION 2.9. — Soit (X,d) un espace hyperbolique. Pour tout 7 > 0, il existe des
constantes strictement positives C, Ry telles que, pour tous R > Ry, £ € 0X et x € X tels

que (w|§), < T, on ait

B (E, éeREeEd(w’I)) C Ou(z,R) C B- (&, CeREe’Ed(“”I)) :

REMARQUE 2.10. — Soit (X, w) un espace hyperbolique quasiréglé dont le bord contient
au moins deux points. Si son groupe d’isométries est cocompact, alors il existe 7y telle que,
pour tout point z € X, il existe £ € 90X tel que (w|), < 79. En effet, considérons deux
points distincts £, € 0X et une quasiregle ¢ reliant ces deux points. Soit maintenant x €
X ; il existe une isométrie v telle que d(z,v(q)) < K pour une constante K uniforme. Du
coup, on a min{(w|y(&))z, (w|v(¢).)} < 79 pour une constante uniforme 7y en approchant

[w,v(&)], [w,v({)[ et [w, z] par un arbre.

L’étude des mesures quasiconformes conduit a ’estimation suivante sur la mesure des

ombres.

LEMME 2.11 (de 'ombre). — Sous les hypotheses du théoreme 2.8, il existe Ry, tel que
si R > Ry, alors, pour tout z € X,

POz, R)) = 00

ol les constantes implicites dépendent de R mais pas de z.
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2.5. Marches sur un groupe d’isométries

Soit X un espace hyperbolique et considérons un sous-groupe discret I' du groupe
d’isométries de X muni d’une loi de probabilité p. On note (Z,,), la marche sur I' partant
de I'élément neutre. Pour chaque x € X, on obtient une trajectoire (Z,(x)),>o dans
X partant de z. Si on se fixe v € I', les trajectoires (Z,(y(x))), et (vZ,(x)), partent
toutes les deux de 7(z) mais sont en général différentes si I' n’est pas abélien. Dans le
premier cas, il s’agit de la marche partant de ’élément neutre appliquée a y(z) de sorte
que d(Zn(x), Zn(v(x))) = d(z,v(x)) pour chaque n, alors que dans le second cas, nous

considérons la marche partant de v appliquée a x.

THEOREME 2.12. — Soit ' un groupe discret d’isométries non-moyennable d’un espace
hyperbolique propre pointé (X, w) et soit u une probabilité sur T' de premier moment fini

dont le support engendre I'. On suppose en outre que
1
lim sup = Ln Np(R) < o0

Alors la vitesse de fuite { est strictement positive, et (Z,(w)), est convergente presque
surement vers un point Z., du bord de X, indépendant de w.

De plus, si X est quasiréglé et si on choisit mesurablement un rayon quasigéodésique
[w, &) pour chaque & € 0X, alors, pour chaque n, il existe une fonction mesurable m, :
0X — X telle que ,(§) € [w,§), et, pour presque toute trajectoire de la marche, on ait
(3) lim d(Zn(w), T (Zx))

n—o0 n

=0.

L’existence d’un choix mesurable d’un rayon quasigéodésique découle par exemple de
[Par, Thm1.4.2]. La convergence de la marche ne requiert pas un premier moment fini;
elle peut se démontrer directement avec les techniques de I’Appendice C.

Démonstration. — Posons I'p = {y € I, d(w,y(w)) < R}. Tout d’abord, on note m la
constante du théoréme 1.5, et on choisit une constante v < co de sorte que Np(R) < e
pour R assez grand. Soit ¢ > 0; on a

Pld(w, Z,(w)) < ne] < Np(nc) - sup pu*(y) < elemn,
YE ne
Donc, si on choisit ¢ < (1/2)(m/v), alors le lemme de Borel-Cantelli implique que presque
toute trajectoire (Z,,) vérifie d(w, Z,(w)) > nc pour n assez grand, ce qui implique ¢ > 0

par la proposition 1.14.

Comme I'(w) est discret, on peut appliquer le lemme 2.2 & T'(w) U 90X avec q(z,y) =
e~ @ pour obtenir une métrique visuelle d. sur I'(w) U 9X.
On note que I’hypothese de premier moment fini implique que

lim ld(Zn(w), Zni1(w)) =0

n—oo 1



MARCHES ALEATOIRES SUR LES GROUPES HYPERBOLIQUES, NOTES DE COURS-21

presque surement (voir la remarque 1.15). Du coup, étant donnée 0 < n < £/2, pour
une trajectoire typique (Z,), et pour n assez grand, on aura |d(w,Z,(w)) — nf| <
n(n/2), d(Z,(w), Zps1(w)) < nn et (Z,(w)|Z,1(w)) > n(l — n); par suite, il vient
de(Zn(w), Zpir (w)) < e7="=M_ Donc I'inégalité triangulaire implique, pour n assez grand
et p > 1,

dg(Zn(w)a Zn+p(w)) < Z @_E(n'i'k)(e_??) 5 e—an(f—n)

0<k<p—1
ce qui montre que (Z,(w)),, est une suite qui tend vers un point Z., a l'infini ; mais comme

I' est un groupe d’isométries, la limite ne dépend pas du point w car pour tout = € X, on
a d(Zy(x), Z,(w)) = d(x,w). De plus, il existe Cy telle que (Z,(w)|Z) > n(l —n) — Cy.

On suppose maintenant X muni d’une structure quasiréglée; il existe une constante
C1 < oo telle que, pour pour chaque quasiregle ¢ : [0, M[— X et pour chaque s €
[0,d(q(0),q(M))][, il existe t € [0, M|NN telle que l'on ait |d(g(0),¢(t)) — s| < C;. Pour
chaque n et £ € 0X, on choisit mesurablement 7, (§) € [w, &) de sorte que |d(w, m,(§)) —
nl| < Cy. Par hyperbolicité, on a

(Zn(w)|mn(Zoo)) = n(l —n) —Co— 0
donc
d(Zy(w), mh(Z)) < 2nn 4+ 2CH + 20 + C .
O

L’estimée (3) sera améliorée dans le Corollaire 4.7 sous 1'hypothese que dg appartient
a D).

On définit la mesure harmonique v comme la loi de Z,, c¢’est-a-dire, pour un borélien
A C 90X, v(A) désigne la probabilité que Z, soit dans A. Par définition, on a supp v C
L(I'). Si v € I', on note v, la mesure harmonique de la marche commencant par v,
correspondant donc a la loi de v(Z).

COROLLAIRE 2.13. — Sous les conditions du théoréme 2.12,
(1) la suite (ev, ™), tend vers v pour la topologie faible-étoile, ot ev : vy € T — y(w) ;
(2) la mesure v est p-stationnaire : p+v =v;

(3) on a vy, =

(4) les mesures v, ont les mémes ensembles négligeables.

Démonstration. — Comme (Z,(w)), tend presque surement vers Z.., le théoreme de

convergence dominée implique que, pour toute fonction continue ¢ sur X U 0X, on ait

n—oQ n—oo

lim [ (e)d(ev.u")(z) = lim Elp(Z,(w))] = Elp(Z.)] = / p(a)dv(z).
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Par définition, puxv est la loi de X - Z,, ou X est une variable aléatoire a valeurs dans I
de loi p indépendante de (X,,),>1. Par conséquent, c’est la limite des lois de (X - Z,(w)),

"+ Donc uxv = v.

soit ev,
Par définition, v, est la loi de 7Z, donc limite des lois de vZ,(w), ¢’est-a-dire des lois

ev Y. 1" puisque, pour une fonction test ¢, on a

Bl Zu(w))] = [ eaw)dn@) = [ elatw)dnn) (o).
Soit v € I'. 1l existe n > 1 tel que v soit dans le support de p". Or on a

V(A) = 1 5 (A) = () (A" ()
zel
donc, si ¥(A) =0, alors v,.v(A) = 0 donc v,(A) = 0. Réciproquement, si v, (A) = 0 alors
en utilisant que p est symétrique (donc ses puissances aussi), on obtient

0=v(y'4) = (z)(v A" (x)

zel
donc, comme p™(y7') > 0, on trouve v, 'v(ytA) = v(A) = 0. O
REMARQUE 2.14. — La proposition C.1 montre qu’il n’existe qu'une mesure stationnaire.

2.6. Le cas du groupe libre

Nous reprenons le cas du groupe libre défini au paragraphe §1.4. Tout d’abord, le
produit de Gromov (z]y), dans un arbre correspond exactement a la distance d(w, [z, y]).
On en déduit que (Fg4, d) est 0-hyperbolique.

Le bord du groupe libre s’identifie aux mots réduits infinis munis de la topologie pro-
duit : ce sont les bouts de 'arbre. On peut associer une distance visuelle (ultramétrique)
en posant d(&, () = e ¢ o1 |¢€ A (| désigne la longueur du préfixe commun de € et (.

Si m est un mot réduit qui désigne un élément de F,, alors son ombre vu de I'identité
correspond aux sous-arbre enraciné en m et donc a tous les mots réduits infinis de préfixe

m.

1
2d(2d—1)
formules de changement de variables sont exactes). On peut vérifier a la main que p est

La mesure définie par p(O.(m,1/2)) = 7= définit une mesure conforme (les

aussi la mesure stationnaire de la marche.

Notes bibliographiques

Il existe de nombreux articles et ouvrages concernant la géométrie hyperbolique. On
peut par exemple consulter [CDP, GdlH, A et al.]. La notion de quasirégle est définie
dans [BHM2]. Le théoreme 2.8 est dit & M. Coornaert [Coo], ou il établit aussi le lemme
de I'ombre. Le théoreme 2.12 est di a V. Kaimanovich suivant une idée de T. Delzant dans
[Kai2, Thm 7.2].
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3. COMPACTIFICATION DE MARTIN

Soient I' un groupe dénombrable et p une mesure de probabilité symétrique dont le
support engendre I'. Nous supposons que i engendre une marche transiente. Lorsque 'on
munit I" de la topologie discrete, on associe une compactification naturelle pour les marches
de loi p : la compactification de Martin [Dyn]. Le noyau de Martin est par définition

aet. G(2,y)
Gle,y)

La compactification de Martin I' U Oy I est la plus petite compactification de I" telle que

K(z,y) = K,(x)

le noyau de Martin se prolonge continument a I' x (I' U 9y,I"). On appelle 0T le bord de
Martin.

On rassemble quelques résultats classiques, sous les conditions ci-dessus :

THEOREME 3.1. — L’action de T' sur lui-méme par translation d gauche se prolonge
continument en une action par homéomorphismes sur Oy et la marche aléatoire (xZ,),
partant de x € I' converge presque surement en un point xZs, du bord de Martin. Soit v,

la mesure harmonique, c’est-a-dire la loi de xZ, (on note v =1,).

(1) Les mesures harmoniques (V;)zer sont toutes absolument continues les unes par
rapport auzx autres. Plus précisément, on a, pour v-presque tout & € Oy,
dv,
— (&) = K¢(2) .
%2 6) = Ke(w)

(2) On a

v

dy*v
h=- / /aL Y (€)aE)u()

3.1. Entropie et vitesse de fuite dans la distance de Green

Le résultat principal de [BHM1] est le suivant.

THEOREME 3.2. — Pour toute marche aléatoire transiente et d’entropie finie sur un
groupe dénombrable, 'entropie asymptotique h et la vitesse de fuite g dans la métrique
de Green sont égales.

Nous proposons une démonstration dans le cas ou u est de support fini et symétrique
afin d’éluder les problémes techniques. Pour le cas général, on pourra consulter [BHM1].

PROPOSITION 3.3. — Soit i une mesure de probabilité symétrique sur I de support fini.
Alors

lg = ZE[— Ln K(z, Zs)|p(x) .

zel
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Démonstration. — Comme p est de support fini, {5 est bien définie comme limite

presque siire et dans L!'. Nous allons montrer que la suite
Eldg(e, Zpi1) — dg(e, Z,)] = E[-LnG(e, Zn41) + LnG(e, Z,)]

est convergente de limite ) . E[—Ln K (z, Z.)|p(x). Comme sa limite au sens de Cesaro
vaut {g, on en déduira la formule recherchée.

Par invariance de dg, on a dg(e, Zny1) = dg(X; ', X' Z,i1). Mais d'une part X;'Z, 1 =
X5 ... X1 ala méme loi que Z, et d’autre part X; ' est indépendante de Xo, ..., X, 41
et de loi p car p est symétrique donc

Elde(X; ", Xy Zow)] = ) Elda(, Z,)lu(z)
zel’

ou on a utilisé le fait que p est de support fini pour inverser 'ordre de sommation. Par

conséquent,
E[-LnG(e, Z,41) + LnGle, Z,)] = Z E[-LnG(z,Z,) + LnG(e, Z,)|u(x)
= Y E[-LnK(z, Z,)|p(z).

La démonstration du théoreme 3.1 établit que la suite (K (x, Z,)),, tend presque stirement
vers K(z, Z,,) pour tout x € I'. De plus, pour tout x € I'; on a | Ln K (z, Z,,)| < dg(e, x)
et comme supp p est fini, on peut majorer | Ln K (x, Z,)| indépendamment de n par une
fonction intégrable, donc le théoreme de convergence dominée s’applique pour montrer
que

lim E[—~LnG(e, Zn1) + LnGle, Z,)] = Y B[ Ln K (z, Zo) u(x) .

n—00
zel

Démonstration du théoréme 3.2. — D’apres la proposition précédente, il suffit de mon-

trer que

h = ZE[— Ln K(z, Zs)|p(x) .

zel
D’apres le théoreme 3.1, on a

== [ O,

zel

Or, z*v=a'v =1, 1 et
de—l

= K(x~ !
() = KoL)
donc, en utilisant la symétrie de p et le fait que v est la loi de Z,, on trouve

-3/ LK Qd©ut) = 3Bl Ln K Za)lata)

zel
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d’ou h = {g. O

3.2. Bords de Martin, de Busemann et de Gromov

Un theme général consiste a identifier le bord de Martin d’un groupe avec un bord
géométrique de ce groupe (également pour une chaine de Markov ou une diffusion). On
présente d’abord une réalisation du bord de Martin qui était préalablement défini de
fagon abstraite. Soit W : I' — C'(I") 'application y — K (-, y) a valeurs dans l’espace des
fonctions continues définies sur I' muni de la topologie de la convergence simple. Cette
application est injective et nous permet d’identifier I" avec son image W(I"). La fermeture
U(I") est compacte dans C(I'), et on a Oy T’ =4 U(T) \ ¥(I).

On remarque que la distance de Green permet d’identifier le bord de Martin au bord

de Busemann. Rappelons que le bord de Busemann d’un espace métrique propre (X, d)
est construit selon le méme principe via Uapplication ® : X — C(X) définie par y —
d(-,y) — d(z,y), ou z € X est un point base arbitraire et C'(X) est muni de la topologie
de la convergence uniforme sur les compacts. La compactification de Busemann de X est
I'adhérence de I'image ®(X) dans C(X) (qui est compacte par le théoreme d’Ascoli). Si

un groupe I' opére par isométries sur X, alors on obtient une action sur ®(X) en posant

v-B=PB("()) — By (x)) pour € B(X).
Si on choisit pour (X, d) le groupe I' muni de la distance de Green dg, alors les deux
constructions des compactifications de Martin et de Busemann coincident puisque

da(,y) —dale,y) = —In K (-, y).

REMARQUE 3.4. — Les constructions des bords de Busemann et de Martin suivent le
principe suivant : Soit o : I' x I' = R, une fonction telle que y — «a(x,y) est bornée pour
tout x € I'. On peut alors définir une distance ¢ sur X en posant

5('777 y) = sz’a(xa Z) - Oé(y, Z)’
zel
ol (w,).er est une suite de poids tendant vers 0 assez vite. La compactification de I" est
alors donnée par la complétion de (I',d). Pour la compactification de Martin, on prend
a(z,y) = K(z,y) et pour celle de Busemann, «o(z,y) = d(z,w) — d(y,w). La construction

du bord de Gromov ne semble pas reposer sur ce principe en général.

THEOREME 3.5. — [BHM2, théoreme 1.7] Soient I' un groupe dénombrable et p une
mesure de probabilité symétrique dont le support engendre I'. Nous supposons que [ en-
gendre une marche transiente. Si la distance de Green est hyperbolique, alors le bord de
Martin est homéomorphe au bord de Gromov de (T',dg). Plus précisément, si T est muni
de la topologie discrete, alors application identité sur I se prolonge en homéomorphisme
équivariant entre I' U Oy " et T'U Ogl.
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Dans un espace métrique hyperbolique géodésique propre, on peut projeter le bord de
Busemann sur le bord de Gromov. Mais ici, la situation de (I',dg) est beaucoup plus

générale, et il n’existe méme pas d’application définie a prior: d’'un bord sur 'autre.

Rappelons qu'une fonction & : ' — R est harmonique si h € L'(p) ainsi que toutes ses

translatées et si elle vérifie la propriété de la moyenne

h(z) = h(zy)u(y)
~yel
(on peut vérifier que la fonction x — G(x,y) est harmonique en dehors de y). Une fonction
harmonique positive h > 0 est dite minimale si toute autre fonction harmonique positive
R’ plus petite que h (0 < h' < h) lui est proportionnelle.

A chaque point £ € Oy correspond une fonction harmonique positive K. Chaque
fonction minimale apparait ainsi : si h est minimale, alors il existe une constante ¢ > 0 et
§ € Oyl telle que h = cK¢. On désigne par 9,1 le sous-ensemble de dy/I" qui consiste en
les fonctions harmoniques minimales normalisées.

La représentation intégrale de Choquet implique que, pour toute fonction harmonique

positive h, il existe une unique mesure de probabilité " sur 9,,I" telle que
h:/&M%y

Nous utiliserons aussi le noyau de L. Naim © sur I x I défini par

def. G<x7y) o K?J(‘r)
Olz.y) = G(e,x)G(e,y) Gle,x)’

Comme le noyau de Martin, le noyau de Naim admet un prolongement continu a I x (I'U
OuT). En langage géométrique, il s’interprete ainsi :

(4) log ©(z,y) = 2(z|y)¢ —log G(e, e),

ot (x]y)¢ désigne le produit de Gromov dans la distance de Green. Voir [Nai] pour les
propriétés de ce noyau.

On suppose dorénavant que la distance de Green dg est hyperbolique, et on notera le
bord visuel de (I', d¢) ainsi : OgI.

On prépare la démonstration du théoreme 3.5 en introduisant la relation d’équivalence

~r sur Oyl suivante : on écrit £ ~j; ( 8’1l existe une constante C' > 1 telle que

1 K
~<Zf<q.
C~ K.~

Etant donné ¢ € 0y, on notera sa classe M (§).

On établit quelques propriétés de cette relation.
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LEMME 3.6. — (i) Il existe une constante £ > 1 telle que, pour toutes suites (), et
(Yn)n de T qui tendent vers £ et ¢ dans Jy/I" respectivement et telles que (O(x,, Yn))n

tend vers l'infini, alors
l < & < FE;
E-K ~

en particulier, & ~j; C.

(ii) Pour tout & € Oy T, il existe ¢ € M (&) et une suite (y,,), de I' qui tend vers un point
a € OgI' au sens de Gromov, vers ¢ € dyI' au sens de Martin et telle que O(y,,§)
tend vers 'infini.

(iii) Soit &, ¢ € IyT. Si ¢ ¢ M(&), alors il existe un voisinage V' (¢) de ¢ dans I" et une
constante M tels que

Ke(z) < MG(e, )
pour tout z € V().

Démonstration. — (i) Soient z € T et n assez grand pour que (z,|y,)¢ > dg(e,2);
on considere 'arbre approché T associé a F' = {e, z,z,,yn} et la (1, C)-quasi-isométrie
¢ : (F,dg) — (T,dr) (cf. théoréeme 2.4).

Sur ’arbre T', on a

[dr(p(e), p(zn)) — dr(e(2), p(zn))] = |dr(p(e), p(yn)) — dr(p(2), e(yn))l,
donc
[(da(e, n) — da(z, 1)) — (da(e, yn) — da(z,ya))| < 2C.

Exprimé avec le noyau de Martin, cela dit
|log K, (2) —log K, ()] < 2C'.

En faisant tendre n vers I'infini, on obtient le résultat.

(ii) Soit (y,)n une suite telle que
lim K¢ (y,,) = sup K.

Comme K¢ est harmonique, le principe du maximum implique que (y,), quitte tout
ensemble compact. Mais la marche est symétrique et transiente donc le lemme 1.8 implique
que (G(e,yn))n tend vers 0.

De plus, pour n assez grand, K¢(y,) > K¢(e) = 1, de sorte que

O(Yn, &) >

1
— 0.
G(e, yn)

Soit (z,,), une suite de I' qui tend vers £. Pour tout n, il existe m tel que

’K§<yn) - Kazm (yn)‘ < G(G’ yn) :

Du coup,
| Ke(yn) — K, ()]

G(e, yn)
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Par conséquent, en appliquant la partie (i) de ce lemme, on montre que toute limite de
(Yn)n dans Oy 1" appartient a M (&).

De plus, pour toute limite ¢ € 0,1 ainsi obtenue, on obtient

1
O(Yn, () > E@(ymf)-

Avec le méme argument que ci-dessus, on voit que, pour tout M > 0, il existe n et m,
tels que si m > m,, alors

OYn, Ym) > M — 1.

En utilisant un procédé diagonal et (4), on peut conclure qu’il existe une sous-suite (ny)
telle que (y,, ) tend vers I'infini au sens de Gromov.

(iii) Puisque ¢ ¢ M(€), il existe un voisinage V' ({) et une constante M tels que O(x,§) <
M pour tout = € V(). Sinon, on pourrait trouver y,, — ¢ de sorte que O(y,, &) tendrait
vers l'infini, et 'argument précédent impliquerait ¢ € M (). En conclusion,

Ke(z) < MG(e, ).

PROPOSITION 3.7. — Tout point du bord de Martin est minimal.

Démonstration. — On observe que si K¢ est minimale, alors M(§) = {{}. En effet, si

¢ € M(¢) alors
1
K¢ > K — EKC >0
ol C' > 1 est une constante. La minimalité de K¢ implique que K¢ et K. sont proportion-
nelles et, puisqu’elles prennent la valeur 1 en e, on doit avoir K¢ = K¢ i.e., £ = (.

Soit &€ € Oy T ; il existe une unique mesure de probabilité ¢ sur 9,,I" telle que

Kg = /ch/ig(C)

Par le théoreme de Fatou-Doob-Naim, pour x¢-presque tout ¢, le rapport G(e, x)/K¢(z)
tend vers 0 quand x tend vers ¢ dans la topologie fine [Anc2, théoreme I1.1.8]. D’apres
le lemme 3.6 (iii), on en déduit que x* a son support contenu dans M (£). En particulier,

M (€) contient un point minimal. O

Démonstration du théoreme 3.5. — Puisque chaque point Martin est minimal, le lemme
3.6, (ii), implique que pour tout & € dy I, il existe une suite (x,), de I' qui tend vers &
au sens de Martin et vers un point a au sens de Gromov.

Montrons que ce point a ne dépend pas de la suite considérée. Si (y,), est une autre
suite qui tend vers &, alors

lim sup ©(zy,, Ym) = 00
n,M—00
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car (©(&, z,)), tend vers 'infini. Du coup, on peut trouver une sous-suite de (y,), qui
tend vers a au sens de Gromov. Puisqu’il n’y a qu’un seul point d’accumulation, le point
limite a est bien défini. Cela nous définit une application ¢ : 9y ' — 05T

Maintenant, si (z,), tend vers un point a au sens de Gromov, alors il n’y a qu'un seul
point d’accumulation sur le bord de Martin d’apres le lemme 3.6, (i). Donc I'application
¢ est injective. La surjectivité provient de la compacité du bord de Martin.

Pour terminer cette démonstration, il suffit de montrer la continuité de ¢ puisque 0y, I"
est compact. Soient M > 0 et £ € OyI'. On considere une suite (x,), qui tend vers &
comme dans le lemme 3.6. Soit C' la constante donnée par le théoreme 2.4 pour 4 points.
On choisit n assez grand de sorte que (x,|¢(£))¢ > M + 2C + log 2. Soit

A = min{K¢(x),x € Bg(e,dg(z,,€))}.
Soit ¢ € Oyl tel que |K¢ — K¢| < (A/2) sur Bg(e, dg(xp, e)). 11 vient

K.
1/2 < —=<3/2.
25 7<)

En approchant {e,z,, ¢(£), #(¢)} par un arbre, on montre que (¢(&)|¢(¢))¢ > M, ce
qui établit la continuité de ¢. 0

Exemples

On présente quelques exemples de groupes munis de mesures de probabilité pour lesquels
la distance de Green est hyperbolique. Comme nous le verrons par la suite, si on considere
une marche de support fini sur un groupe hyperbolique, alors la distance de Green est
quasi-isométrique a une distance des mots et est hyperbolique, et le bord de Martin
s’identifie au bord de Gromov du groupe.

Une autre source d’exemples provient de la discrétisation du mouvement brownien de
variétés de Hadamard M de courbure sectionnelle strictement négative pincée. Lorsque
I' est un sous-groupe d’isométries qui opere sur M proprement discontintiment et avec
quotient de volume fini, la construction de T. Lyons et D. Sullivan associe au mouvement
brownien sur M une marche aléatoire sur I' de support tout le groupe et de méme me-
sure harmonique que le mouvement brownien [LS]. Le raffinement de W.Ballmann et
F. Ledrappier permet d’obtenir une marche symétrique dont la fonction de Green est pro-
portionnelle & la fonction de Green de M hors de la diagonale [BL]. Les estimées de la
fonction de Green sur M sont alors utilisées pour montrer que dg est hyperbolique et
que son bord est la sphere visuelle a 'infini M. Cette construction permet en particulier
de construire des exemples de groupes non hyperboliques pour lesquels la distance de
Green est hyperbolique, et aussi des exemples de groupes hyperboliques pour lesquels la
distance de Green est aussi hyperbolique, mais pas dans la classe de quasi-isométrie du
groupe en question. On peut ainsi munir le groupe libre a deux générateurs d’une mesure
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de probabilité de sorte que la distance de Green soit hyperbolique et son bord de Martin
homéomorphe au cercle unité. Et on peut également munir le groupe fondamental d’une
variété hyperbolique de dimension 3 complete de volume fini ayant un cusp de rang 2
d’une mesure de probabilité de sorte que la distance de Green soit hyperbolique (obser-
vez que ce groupe n’est pas hyperbolique puisqu’il contient un sous-groupe isomorphe a

Z x 7)) ; dans ce cas, le bord de Martin est homéomorphe a S2.

On conclut par la propriété suivante :

PROPOSITION 3.8 (quasiconformité de la mesure harmonique). — Soient T' un groupe
dénombrable et p une mesure de probabilité symétrique dont le support engendre I'. Nous
supposons que . engendre une marche transiente. Si la distance de Green est hyperbolique,
alors la mesure harmonique est une mesure quasiconforme de dimension 1/e, quand JgI’

est muni d’une distance visuelle de parametre € > 0 induite par dg.

Démonstration. — Le théoreme 3.5 implique que le bord de Martin est homéomorphe
au bord de Gromov de (I',dg), autrement dit & dgI'. Nous pouvons ainsi identifier ces
deux bords. Calculons les fonctions de Busemann Bg . en faisant tendre y vers un point
¢ € OgI' dans I'équation dg(e,y) — dg(z,y) = Ln K(z,y), on trouve

(5) B¢ (e,x) = Ln K¢(x).
Par conséquent, on a, pour £ € Ogl,
K (x,€) = exp BS (e, ),

ol Bg désigne la fonction de Busemann au point ¢ dans la distance dg.
Par ailleurs, si on note v la mesure harmonique sur 0I', le théoreme 3.1 implique, pour
~v € I' et v-presque tout £ € 0T,

dv*v dvy—1 1 G, 1
Donc v est clairement une mesure quasiconforme de dimension (1/¢). O

Notes bibliographiques

La référence principale sur la compactification de Martin dans le cas discret est [Dyn];
voir aussi [Ancl, Anc2]. La formule pour l'entropie vient de [KV] et [Der3]. L’identifica-
tion du bord de Martin avec un bord de Gromov est due a A. Ancona [Anc2|. Le contexte
présenté ici est plus général [BHM2|, mais les arguments suivent de pres ceux d’A. Ancona
(une démonstration alternative apparait dans [Kail] et [Woe|, mais n’est pas complete :
dans la démonstration, un point est construit en prenant une combinaison non conveze de
points d’'un cone convexe et il est affirmé qu’il appartient aussi a ce cone). La discrétisation



MARCHES ALEATOIRES SUR LES GROUPES HYPERBOLIQUES, NOTES DE COURS-31

du mouvement brownien part d’idées de H.Furstenberg et de J. Eells [Eel]. Les raffine-
ments utilisés ici viennent essentiellement de [LS, BL]; dans cette derniere, on trouve la
construction de 'exemple de la probabilité sur le groupe libre ; voir [BHM2] pour un peu
plus de détails.

4. MARCHE SUR UN GROUPE HYPERBOLIQUE

Nous supposons dorénavant que I' est un groupe hyperbolique non-élémentaire et que
it est une mesure de probabilité symétrique dont le support engendre I'.

On considere I'ensemble D(I") des espaces propres hyperboliques quasiréglés qui ad-

mettent une action géométrique de I'; voir la fin de §2.3.

4.1. Hyperbolicité de la métrique de Green

On a le résultat suivant.

THEOREME 4.1. — [BHM2, théoréme 1.1] Soient ' un groupe hyperbolique non-élémentaire
et 1 une mesure de probabilité symétrique sur I' dont le support engendre I'. Si p est de
support fini, alors dg € D(T).

On montre d’abord

LEMME 4.2. — Soit I" un groupe de type fini muni d’une mesure de probabilité symétrique
dont le support engendre I' et avec un moment exponentiel fini. Alors (', dg) est quasi-
isométrique a I

La loi g a un moment exponentiel fini s’il existe A > 0 tel que, pour une distance des

mots d,,,
Elexp(Adim(e, Z1))] = > eV p(7) < oo.
vyer
Démonstration. — On munit I' d’une distance des mots dg associée a un systeme de

générateurs S fini. Comme dg et dg sont invariantes par ’action gauche de I, il suffit de

montrer I'existence de constantes A > 1 et B > 0 telles que, pour tout v € T,
(1/A)d5'<677) - B S dG(e77) S Ads(e,’)/) -B.

Soit C' = max{dg(e,s), s € S}. Pour tout v € I', on écrit v = s152...5s,, avec (s;)
dans S et dg(e,y) = n, et on pose 7; = s152...s;. L'inégalité triangulaire implique

de(e,) <Y da(v;,v41) < Cds(e, ).

J
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Pour I'inégalité opposée, nous exploitons la condition de moment exponentiel : on se
donne A > 0 telle que Elexp Adg(e, Z1)] = E < oo. Pour tout b > 0, l'inégalité de
Tchebychev exponentielle montre

P [ sup dg(e, Zy) > nb] < e MR [exp ()\ sup dg(e, Z@)] .

1<k<n 1<k<n

Mais alors, si k < n, on obtient

6 Zk Z dS 1) = Z dg(e, Zj_leH) .

1<j<n—1 1<j<n—1

Les incréments (Z;'Z;,1) sont des variables aléatoires indépendantes de loi p. Par
conséquent

(6) P { sup ds(e, Zx) > nb} < e MNnEn — (AL E)n

1<k<n

On choisit b suffisamment grand pour vérifier ¢ © N+ InE <0.

e =Y = > e+ Y. (),

1<k<|y|/b k>[vy|/b

Du coup, on a

ou on a posé |y| = ds(e,7). En utilisant (6) et la non-moyennabilité (cf. théoreme 1.5),

on obtient
k) < D t(y) < DBEk < /b ta. 2
D, w) < 5 swp pf(y) < SPEE < /b ta. Zy =1
1<k<|v|/b 1<k<]|/b
< Dl s dste, 20 2 1| 5 hleet
b |1i<k<pyim
et

Z 1F () < emm/dht

E>|vl/b
Donc il existe C, C" > 0 telles que G(e, ) < C'e~¢¥s(¢7) ce qui implique

dg(e,v) > Cds(e,y) —LnC".
0

Nous avons vu que le fait que dg et dg sont quasi-isométriques n’assure pas que dg est
hyperbolique. Pour montrer I’hyperbolicité, nous aurons recours au résultat d’A. Ancona
suivant qui impose a la marche d’étre de support fini.

THEOREME 4.3 (A. Ancona). — Soient I' un groupe hyperbolique non-élémentaire et X
un graphe de Cayley localement fini de " et u une mesure de probabilité symétrique sur I’
dont le support — fini — engendre I'. Pour tout v > 0, il existe une constante C(r) > 1
telle que

F(z,v)F(v,y) < F(z,y) < C(r)F(z,v)F(v,y)
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pour x,y € X et v a distance au plus r d’un segment géodésique entre x et y.

Démonstration du théoréme 4.1. — Comme pu est de support fini, la marche a un mo-
ment exponentiel fini, et le lemme 4.2 implique donc que dg est quasi-isométrique a une
distance des mots dg associée a un systeme de générateurs fini. D’apres le théoreme 2.5,
il suffit de montrer que Id : (I',ds) — (I',dg) est quasiréglante pour montrer que dg est
hyperbolique. D’apres le théoréme 4.3, pour tout segment géodésique |1, 2] dans (T, dg)
et pour tout v € [y1, 2], on a

da(71,7) +da(v,72) < 27 +da(n, 12),

ouT=LnC(1)+ LnG(e, e). Ceci montre que [y1,72] est quasiréglé dans (', dg), et donc
que dg est une distance de D(I"). O

4.2. Propriétés découlant de I’hyperbolicité de la distance de Green

Sachant maintenant que (I", dg) est hyperbolique et quasiréglé, la proposition 3.8 nous
dit que v est quasiconforme et que le théoreme 2.8 s’applique, ainsi que le lemme 2.11 de
I'ombre. Il découle du théoreme 2.8 que I'entropie volumique de (I', dg) vaut exactement
1 (résultat vrai pour tout groupe non-moyennable d’apres [BB, BHM1]). De plus, on a

PROPOSITION 4.4. — Soient I' hyperbolique non-élémentaire, (X,d) € D(I') et p une
mesure de probabilité sur I' telle que dg € D(I"). Il existe Ry > 0 tel que, pour R > Ry et
vyel', ona

v(Ou(v(w), R)) = e~

ot les constantes implicites dépendent de R, de p et de X.

Nous aurons recours au résultat suivant. Munissons X d’une structure quasiréglée G.
On associe alors la notion d’ombre suivante : Og(x, R) est I’ensemble des points £ de 0X
pour lesquels il existe une quasiregle [w, ) € G qui intersecte B(z, R). Par approximation
par les arbres (théoreme 2.4), on obtient

PROPOSITION 4.5. — Soit X un espace hyperbolique muni d’une structure quasiréglée G.
Il existe des constantes C, Ry > 0 telles que, pour tous R > Ry, £ € 0X et x € [w,§) € G,

on a

Og(x, R — C) C Oy(z, R) C Oglz, R+ C).

Démonstration de la prop. 4.4. — 1l est pratique d’introduire une distance des mots d,,
auxiliaire qui est bien sir géodésique. Cette distance induit une structure quasiréglée G
pour les deux espaces (X, d) et (I, dg), donc les bords sont aussi canoniquement identifiés.
Par la proposition 4.5 appliquée aux deux espaces, on a pour R assez grand et v € I, les
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inclusions O.(v, R — C) C Oy(y(w), R) C O.(y, R+ C) donc le lemme de 'ombre permet
de conclure. U

PROPOSITION 4.6. — Supposons que I' est un groupe hyperbolique non-élémentaire, (X, d) €
D), et p est une loi symétrique telle que sa distance de Green appartienne ¢ D(T).

(i) Il existe une constante b > 0 telle que, pour tous D >0 et n > 0,
Pd(Za(w), [, 7)) > D] S &P
(i) Il existe Ty telle que, pour tout triple d’entiers naturels m,n,k, on ait

El(Zn (W) Zmntns1 (W) Zp ()] < 7o

Autrement dit, la trajectoire de la marche est quasiréglée en moyenne.

Démonstration de (i1). — On observe que

Pld(Za(w), [, Z)) 2 D] = ) Pld(Zu(w), [w, Zw)) 2 D, Zy =1

= > Pld(y(w), [w,vZ; Zs)) > D, Zy = 7]

vyel

= Y Pld(y(w), [w,7Z, Zx)) > DIP[Z, = 1]

yerl

= 3 Pld(y(w), [w,7Zx)) = DIPIZ, =]

yel’
La troisitme égalité provient de lindépendance de Z, = X1 Xp--- X, et Z, 17, =
X1 X490+ -. La derniere égalité repose sur le fait que Z; 17, et Z, suivent la méme
loi.

Sous I'événement {d(y(w), [w,v7Z)) > D}, on a en particulier d(w,~y(w)) > D et on
peut choisir z € [w,y(w)) N T'(w) pour que d(y(w),z) = D + O(1). Du coup, puisque le
quasitriangle (w,y(w),7Zs) est fin et que d(vy(w), [w,vZ)) > D, on doit avoir Z,, €
O, (w)(x, R). Comme d’habitude, R est une constante qui ne dépend ni de y(w), ni de D
et ni de Z,,. On peut donc appliquer la proposition 4.4 pour en déduire

Pld(y(w), [w,7Z)) > D] < PlyZs € Oqu)(x, R)] = 14,(Osw) (, R)) S e,
Enfin, en utilisant la quasi-isométrie entre d et dg, on obtient

Pld(Z,(w), [w, Zs)) > D] S e P
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Démonstration de (ii). — En utilisant I'indépendance des incréments de la marche, on
peut tout d’abord supposer m = 0.

Choisissons Y, (w) € [w, Zs) telle que d(w, Y, (w)) soit aussi proche de (Z,(w)|Z) que
possible. Puisque (X, d) est quasiréglé, on a d(w, Y, (w)) = (Z,(w)|Zs)+O(1), ot le O(1)
est indépendant de la trajectoire.

Posons
AO = {d(w7Yn(w)) < d<wa Yn-i—k(w))}
et, pour 7 > 1,
Aj={j -1 <d(w,Yo(w)) — d(w, Yoik(w)) < j}.

En approchant {w, Z,,(w), Z,+x(w), Zoo} par un arbre, on montre que, sous 1'événement
AOa

et, sous I’événement A;,

Donc

E((w] Zn (1)) 2,w)] < Eld(Zn(w), [w, Zo))] + Y jP(4;) + O(1).

Si d(w, Y, (w)) — d(w, Yuix(w)) > 7 alors d(Z,1k(w), [Zn(w), Zs)) > j de sorte que
]P)(Aj-f—l) < P[d(Zn-‘rk(w)u [Zn(w)7 Zoo)) > .7] :
En utilisant (i) pour la marche commencant en Z,,, on obtient

> JP(A) ST

Jj=1

D’autre part,
E[d(Z,(w), [w, Zs))] = /OOOP[d(Zn(w), lw, Z)) > D]dD < /Doo e?PdD =1/b.

La proposition suit. 0]

Nous pouvons maintenant améliorer l'estimée (3) du théoreme 2.12 quand dg € D(T).

COROLLAIRE 4.7. — Soient I un groupe hyperbolique non-élémentaire, (X, d) € D(T'), et
p une loi symétrique telle que sa distance de Green appartienne a D(I'). On a

d(Zn(w), [w, Z))
Lnn

(7) lim sup <o Pp.s.
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Démonstration. — D’apres la proposition 4.6 on peut trouver une constante x > 0 telle

que
Pl(Z,(w), [, Zuc)) > £ Lnn] <

Par conséquent, le lemme de Borel-Cantelli montre que

d(Zn(w), [0, Z))

lim sup <oo Pps.
Lnn
et le corollaire suit. d
REMARQUE 4.8. — Ce corollaire était déja connu dans le cas du groupe libre [Led1] et

du mouvement brownien sur une variété riemannienne hyperbolique au sens de Gromov

et pour des marches de support fini sur un graphe hyperbolique [Anc2, théoreme 7.3].

On rappelle quune mesure de Radon m est doublante s’il existe une constante C' > 0
telle que, pour toute boule B de rayon majoré par le diametre de 'espace, on a m(2B) <

Cm(B), ou 2B est la boule de méme centre que B et de rayon double.

PROPOSITION 4.9. — Soient T' un groupe hyperbolique non-élémentaire, (X,d) € D(T),
et 1 une loi symétrique telle que sa distance de Green appartienne a D(I'). La mesure
harmonique est doublante dans la distance visuelle d. de 0X.

Démonstration. — La formulation moderne du théoreme de Efremovich et Tichonirova
affirme qu’une quasi-isométrie entre espaces géodésiques propres et hyperboliques ¢ :
X — Y g’étend en un homéomorphisme quasisymétrique ¢ : X — 9JY entre leur bord
visuel, c’est-a-dire qu’il existe un homéomorphisme croissant 7 : R, — R, tel que

dey (4(€), 9(C)) < n(t)dey ($(), #(¢"))

des que d: x (£, ¢) < td- x (&, ).

Comme dg € D(I'), les espaces sont visuels. Done, ce résultat reste vrai pour la distance
de Green puisque 'on peut utiliser I'approximation par les arbres.

Comme (X,d) et (X,dg) sont quasi-isométriques, leurs bords sont quasisymétriques
pour les distances d. et d¥. De plus, v est doublante pour d¥, puisqu’Ahlfors-réguliere et

comme cette propriété est invariante par quasisymétrie, v est aussi doublante pour d.. [

On conclut ce paragraphe par un théoreme central limite et la loi du log itéré pour la
distance a l'origine di & M. Bjorklund [Bj6], complétant le théoreme 2.12, lorsque T" est

muni de la distance de Green :

THEOREME 4.10. — Soit I un groupe hyperbolique non-élémentaire muni d’une marche
symétrique de support engendrant I' et admettant un moment exponentiel fini et telle que
de € D(I'). La suite de variables aléatoires

(),
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tend en lot vers une variable normale centrée de variance o > 0 et de plus

d Zp) —nl
o = lim sup ale, Zn) —n

n—00 vVnlnLnn

presque surement.

La démontration utilise de maniere essentielle que les bords de Busemann et de Gromov
de (T',dg) coincident.

4.3. Dimension de la mesure harmonique

On établit une formule < dimension-entropie-vitesse de fuite >, bien connue en dy-
namique géométrique, qui donne une interprétation géométrique de < I'inégalité fonda-
mentale > h < lv. La dimension HD(v) de la mesure v est le plus grand minorant des

dimensions de Hausdorff des ensembles mesurables de mesure positive, voir 'appendice

§A.

THEOREME 4.11. — Soient T’ un groupe hyperbolique non-élémentaire, (X,d) € D(T), et
i une loi symétrique de premier moment fini et telle que sa distance de Green appartienne
a D(T'). On désigne par d. une métrique visuelle sur 0X et par B.(§,r) la boule de centre
& € 0X et de rayon r pour cette distance d.. Soient p une mesure quasiconforme sur 0X
et v la mesure harmonique de la marche (Z,),.
Pour v-presque tout &, on a
lim Lnv(B.(&,7)) _ N
r—0 Lnr el
ou £ > 0 désigne la vitesse de fuite par rapport a d et h [’entropie asymptotique. En
particulier, on a HD(v) = h/el.
De plus, les propositions suivantes sont équivalentes.
(i) On a légalité h = (v.
(ii) Les mesures p et v définissent la méme classe.
(iii) Les mesures p et v sont équivalentes et leur dérivées de Radon-Nikodym sont
bornées supérieurement et inférieurement.
(iv) L’application (I, dq) LN (X, vd) est une (1,C)-quasi-isométrie.

(v) La mesure v est une mesure quasiconforme sur (0X,d.) .
4.3.1. Dimension ponctuelle. On montre d’abord

PROPOSITION 4.12. — Soient I un groupe hyperbolique non-élémentaire, (X,d) € D(T),
et 1 une lot symétrique de premier moment fini et telle que sa distance de Green appar-
tienne a D(T'). Soit v la mesure harmonique de la marche (Z,(w)).

Pour v-presque tout £ € 0X,

: LHV(BE(f’T)) _ KG
llgtl) ILnr el
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ou B.(&,r) désigne la boule de centre & € 0X et de rayon r dans la distance visuelle d.
sur 0X et lg la vitesse de fuite dans la distance de Green.

La proposition montre HD(v) = {g/el, voir [Led2, Prop.2.5]. L'idée motrice de la
démonstration repose sur les propositions 4.4 et 2.9 pour avoir

Lnv(0(Z,)) lim —da(e, Zn)/n _ lg
Lndiam O(Z,) —ed(w, Z,(w))/n el

La propriété de doublement permet de rendre cet argument rigoureux.

lim

Démonstration. — 11 est pratique d’introduire une distance des mots d,,, auxiliaire qui
est bien sur géodésique. Cette distance induit une structure quasiréglée G pour les deux
distances d et dg.

On combine les propositions 2.9 et 4.5 pour obtenir, pour un rayon R assez grand mais
fixé, pour tout £ € 90X et tout = € [w,§) C G, v = y(w),

B, (1/C)e ") C Og(x, R) C B.(&,Cem*"™))

et

BE(€, (1/C)e=0e) € Og(w, R) € BE(€, Ce=a()
ou C' > 0 est une constante. On rappelle que les ombres Og(z, R) sont définies & partir
des géodésiques de la distance d,,.

La propriété de doublement de v dans la distance de Green nous indique
(8) v(B.(¢, Cem=9))) = v(Og(w, R))

pour tout z € [w,§), cf. prop. 4.4.

Soit n > 0; par définition de la vitesse de fuite, les trajectoires de la marche (Z,(w)),
vérifient presque strement |d(w, Z,(w)) — {n| < nn et |da(e, Z,) — len| < nn pour tout
n assez grand.

D’apres le théoreme 2.12 appliqué a la distance d,,, on obtient pour n assez grand
A (Zp, mn(Zs)) < mn et, puisque d et dg sont quasi-isométriques a d,,, par hypotheses,
on peut aussi supposer d(Z,(w), m,(Z)(w)) < nn et dg(Zn, mp(Zs)) < nn.

Cela nous permet de conclure que

(9) { |d(w, m(Zoo)(w)) — €n| < 2nn,

ld(e, m,(Zs)) — ban| < 2mn .

Posons
Ty = e—fd(wﬂrn(zoo)) .
En utilisant (8) avec £ = Z et = m,(Z)(w), on obtient

V(Bs(Zomrn)) = V(Og(ﬂn(zoo)’ R)) = eidG(evﬂ'n(ZOO))
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ou l'estimée de droite provient de la proposition 4.4. Du coup, on déduit de (9) que, pour

n assez grand,

Inv(BZoo, 1)) Lo
(10) Lnr, el

<

~Y

Comme la mesure v est doublante (proposition 4.9), v est aussi a-homogene pour un

certain o > 0, (cf. [Hei, Chap. 13]), c’est-a-dire qu’il existe une constante C' > 0 telle que,

si0<r < R<diamoX and &£ € 90X, alors
BIET) o (B

v(B:(¢:r)) r
A partir de
—ent
Ln < 2nen
Tn
il vient

V(B:(Zo, eignf))

B (Zoe )

‘ < 2naen+ O(1).

Par conséquent,

) Lnv(B.(Zy, e Lnv(B.(Zs, Tn
lim sup (Lrie—mé ) — (ngr ) <n.

Puisque 7 > 0 est arbitraire, on déduit de (10) que
Lnv(B(Zoo, 1)) ’ Lnv(B.(Zy, e "))

lim = lim = lim

Inv(B.(Zeo, ) Lo

r—0 Lnr n—00 Ln e—ent n—00 Lnr, el

En d’autres termes, pour v-presque tout € € 0.X,

iy LRV (B(6,) _ e
r—0 Lnr el

O

4.3.2. Egalité fondamentale. On se donne (X, d) € D(I"), une mesure de probabilité u sur

I' admettant un moment exponentiel et telle que dg € D(I"). Donc il existe A > 0 telle

que
o def. E [e)\d(le(w))} < 0.

On commence par un résultat clef concernant le cas de dimension maximale.

PROPOSITION 4.13. — Sous les hypothéses du théoréme 4.11, si h = lv, alors p et v sont

équivalentes.

Nous en ferons la preuve en supposant p de support fini. Pour le cas général, se reporter

4 [BHM2].

On note R la constante donnée par le lemme de 'ombre (lemme 2.11) et on écrira plus

simplement U(z) au lieu de O, (x, R).
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Posons

On=—"omr—~ et ¢,=Lny,.
v(O(Zn(w)))
Puisque p™ est la loi de Z,,, on a

=" () POOD) gy S oy 1 (B0 0)
E[wn]—;ﬂ o500y © Elel ;u (v L (V(U(’Y(w)))

On commence par établir trois lemmes, avec les mémes notations.

S
=
&

N——

LEMME 4.14. — 1l existe une constante C > 0 telle que, pour tout N > 1,

1<n<N
Démonstration. — Comme g est supposée de support fini, on a supp u" C B(e, xn)
pour tout n > 1, ou k = max{d(e,~y), v € supp p}.
Soient N > 1et 1 <n < N fixés. D’apres le lemme de 'ombre (lemme 2.11) appliqué
aux deux distances, on obtient

(11) v(B(y(w))) < e ) = Fe,y) < Gle,) =Y _ p*(7)
k
et
(12) p(O(y(w))) = emrdwate),
On a
1 RS PO W)
= 1;NE[%] S 5 ;Ver:d(m)ém GO (7)

1 —
Sy XSmO,
N ~ET:d(ey)<kN v(O(y(w)))
Mais (11) implique que
N
> )
n=1 S 1
v(B(v(w)))
de sorte que
(1) X Elp.) S + U(x))
1<n<N d(w CL“)§I{N

Mais p(U(z)) < e~*4w?) Q’apres (12) et puisqu’il y a approximativement e’ éléments
dans la d-boule de rayon k (cf. théoreme 2.8), on a

Y. 0= Y emerm,

d(w,x)<kN 1<n<kN
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et

Le lemme suit. O

LEMME 4.15. — 1l existe une constante finie Cy > 0 telle que la suite (E(¢,) + C2)n>1
est sous-additive et (1/n)¢, tend vers h — v presque stirement et en moyenne.

Démonstration. — D’apres le lemme de 'ombre (lemme 2.11),
1 1 1
—¢, = —dgl(e, Z,) — —vd(w, Z, o1
~n = ~dgle, Z,) — ~vd(w, Zy(w)) + O(1/n)
donc le théoreme 1.10 implique que (1/n)¢, tend presque sirement et en moyenne vers
bg—tlv=h—"{v,

puisque h = fg d’apres le théoreme 3.2.
Soient m,n > 1. Le lemme de 'ombre et I'inégalité triangulaire dans la métrique dg
impliquent

E[¢m ] =(Elpm] +E[¢n]) < vE[d(w, Zyn(w))+d(Zm(w), Zinn(w)) =d(w, Ziin(w))]+O(1) .

Donc la proposition 4.6 implique 'existence d’une constante Cs5 telle que

E[¢m+n] - (E[¢m] + E[(bn]) S 02~

Cela nous donne la sous-additivité. O
LEMME 4.16. — Si p et v ne sont pas équivalentes, alors (), tend vers zéro en proba-
bilité.

Démonstration. — Soit a > 0. on doit montrer que

lim Py, > a] =0.

n—o0
Soit n > 0.
Comme p et v sont supposées non équivalentes, I'ergodicité des deux mesures implique
qu’elles sont totatlement étrangeres, donc, comme v est doublante (Prop.4.9), pour v-

presque tout £ € 90X, on a

o (Bl 7))
b v(B.(z,7)

Voir [Hei, Chap. 1] pour une démonstration du théoreme de différentiation de Lebesgue

=0.

dans les espaces métriques mesurés doublants.

Par le théoreme d’Egorov, on peut supposer qu’il existe deux ensembles boréliens A C
0X et B = A tels que v(A) < net x — p(B(z,7))/v(B:(z,7)) tend uniformément vers
0 sur B avec r. Notons ¥(r) = sup,cp s P(B:(2, 5))/v(B:(x,5)), qui tend vers 0 avec
T.
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Par ailleurs, si D > 0 est une constante fixée, alors, la proposition 4.6 implique
Pld(Zn(w), [w, Zao)) > D] S e7*P

donc on peut choisir D pour que 'événement E = (d(Z,(w), [w, Zs]) > D) ait lieu
avec probabilité au plus 7, indépendamment de n. Par le théoreme d’Egorov, on peut
aussi supposer que (d(w, Z,(w))), tend vers I'infini uniformément sur E°. Notons, sous
I'événement E° Y, € [w,Z| un point a distance au plus D de Z,(w). Il existe une
constante C' = C(D) telle que U(Z,) C B.(Zu, Ce 24w ¥)) D’autre part, d’apres la
remarque 2.10 et la proposition 2.9, on trouve une constante ¢ et un point &, € 90X tels
que B.(&,,ce s ¥n)) € 5(Z,). Comme v est doublante, on trouve Cy telle que

V(Be(Zso, Ce 24 Yn))) < Cyv(B.(&,, ce 24y < Cuv(5(Z,)) .
Si de plus Z,, € B a lieu alors
p(O(Zn)) < p(Be(Zoo, Ce = M))) < gp(Ce =) Cqu(B(Z,)) -

Par conséquent, si n est assez grand, alors 1)(Ce*¥®¥"))C; < o et donc ¢, < a.

L’inclusion (¢, > o) C EU (Zy € A) découle de 'analyse précédente donc
Plp, > a] <P[E]+v(A) <2

si n est assez grand. L’arbitraire sur 1 permet de conclure. 0

Démonstration de la proposition 4.13. — Nous allons montrer que si p et v ne sont pas
équivalentes, alors h < (v.

Prenons 7 € (0,e7!] et notons A, = (¢, > 1) et B, = (¢, < 7).

Pour tout n > 1,

E[¢,)] = /A outb+ [ o,

D’apres le lemme 4.16, la suite (¢,), tend vers 0 en probabilité donc il existe ng tel
que, pour n > ng, on ait P[B,] > 1 —n donc
¢ndP < P[B,]Lnn < (1 —n)Lan.
Bn
Prenons la constante C) qui apparait dans le lemme 4.14. L’inégalité de Jensen nous

conduit a

dP
dudP < P[A,] Ln / onmr < pLn(1/5) +n Lot Elga)
An n ]P[An]

ou on a utilisé n < 1/e.
Mais le lemme 4.14 implique que liminf E[p,| < 2C;. Donc il existe p > ng tel que
Efp,] < 2C.

Du coup,
El¢y] < (1 —n)Lnn+nLn(1/n) +nLn(2Cy).
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Quand 7 tend vers 0, le terme de droite tend vers —oo. Par conséquent, si on fixe 7

assez petit, il existera p tel que

E[¢p] + 02 S _]-7

ou (Y est la constante du lemme 4.15. Ce lemme 4.15 nous dit maintenant
1
E(E[¢kp] + ) <Elgy| +Cy < 1

pour k > 1. Comme (1/pk)E[¢,i| tend vers (h — fv), en faisant tendre k vers l'infini, on

obtient .
(h—tv) < — <0.
p

O

4.3.3. Mesures équivalentes. Soient I" un groupe hyperbolique non-élémentaire, (X, d) €
D(T), et p une mesure de probabilité sur I" telle que dg € D(I"). L'objet de ce paragraphe

est de montrer le résultat suivant.

PROPOSITION 4.17. — Soient v la mesure harmonique de la marche et p une mesure
quasiconforme sur 0X . Si p et v sont équivalentes alors leur densité est presque surement

bornée, c’est-a-dire qu’il existe une constante C' > 1 telle que, pour tout borélien A C 0X,

%y(m < p(A) < Cu(A).

Nous allons travailler sur 'espace 92X des couples de points distincts (£, () € X x 90X,
& # (, qui prend son origine dans le flot géodésique d’une variété de courbure négative
[Led2, Pei]. Le groupe I' opére sur 9°X par Paction diagonale v - (£,¢) = (v(€),7(C)),
vyel.

On définit les mesures o-finies suivantes sur 92X :

i )= LEIEIE. e o,

_ (& @ dv(Q)
exp 2(£[¢)¢
ou

G def. . G
= liminf (x,|y,)" .
(€|C) ($7z)7(y7z)_>fac( ‘y )

On rappelle que comme v est conforme, o est invariante, et est de plus ergodique [Kail,
Thm 3.3] ; la démonstration suit I'argument de E. Hopf et repose donc sur I'existence d'un
< bon > espace du flot géodésique. D’autre part, p n’étant qu’une mesure quasiconforme,
on sait seulement que p est quasi-invariante, cf. [Coo|. Cela implique 'existence d’une
constante C' > 1 telle que, pour tout borélien A C 92X et tout v € T,

1

GAA) < 5(6(A) < ClA).
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Démonstration de la proposition 4.17. — Par hypotheses, il existe une fonction J stric-

tement positive et v-intégrable telle que dp = Jdv. Donc on a dp = Jdi, ot

exp 2(£[¢)¢
exp 2v(&[¢)

Nous allons d’abord montrer que .J est essentiellement constante (et non nulle). Il existe

J(€¢) = J(©)J(C)

une constante C' > 1 telle que 1’ensemble
AC{1/0) < T<0)

est de mesure strictement positive (pour 7). Comme 7 est ergodique, pour v-presque tout
(£,¢) € %X, il existe v € T tel que y(&,¢) € A. L’invariance de 7 et la quasi-invariance
de p nous conduisent a

J(€¢) =< J(v(£),7(0)).-

Ceci montre 1’assertion.

Par suite, pour v-presque tout (&, (),

exp 2v(§|()
exp 2(£[¢)¢

Supposons Ln J non bornée dans un voisinage U d’un point £ € 90X . On peut alors trouver

J(§)J(¢) =

un point ¢ € 90X avec J(¢) finie et non nulle, et suffisamment loin de U de sorte que

exp 20(£'|C)
exp 2(&'|€)¢

pour tout £’ € U. Ceci montre que Ln J devait étre bornée dans U : une contradiction. [

1

4.3.4. Dimension de la mesure harmonique et caractérisation géométrique de [’égalité

fondamentale. Nous pouvons maintenant établir le théoreme 4.11.

Démonstration du théoréeme 4.11. — La proposition 4.12, le théoreme 3.2 et la propo-
sition A.7 impliquent que la dimension de v vaut bien h/el.

Nous nous intéressons maintenant au cas maximal et nous montrons d’abord que (i),
(ii) et (iii) sont équivalents. Ensuite, nous montrerons que (iii) implique (iv), (iv) implique
(v) qui implique (iii).

— D’apres la proposition 4.13, (i) implique (ii). La proposition 4.17 nous dit que (ii)

implique (iii). De plus, si v et p sont équivalentes, alors elles ont méme dimension.

Donc, d’apres le théoreme 2.8, on a

h

7z = HD(v) =HD(p) = -,

et h = fv.
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— Pour montrer que (iii) implique (iv), on applique le lemme de 'ombre (lemme 2.11) :
pour tout v € I,

7)< (O3 (w))) = V(O (w))) = ¢
d’ou l'existence d'une constante C' telle que
vd(w,y(w)) = da(e, )| < C.

Puisque I' opere transitivement et par isométries pour les deux distances, on en déduit
que (X, vd) et (I',dg) sont (1, C)-quasi-isométriques.

— Si on suppose (iv), alors les fonctions de Busemann coincident au facteur v pres.
Donc la dérivée de Radon-Nikodym de v*v par rapport a v en un point & € 90X est
proportionnelle & exp(—vB¢(w,y~!(w))) presque partout. Du coup, v est une mesure
quasiconforme sur (0X,d.) : le point (v) est ainsi déduit.

— En ce qui concerne la derniére implication, (v) implique (iii), on peut utiliser I'unicité
dans le théoreme 2.8 pour montrer que p et v sont équivalentes et ont une densité
bornée. Ceci prouve (iii).

O

4.4. Le cas du groupe libre

D’apres ce que nous avons vu dans les précédents chapitres, la distance de Green étant
proportionnelle a la distance des mots, elle est automatiquement hyperbolique. Les dis-
tances visuelles pour les deux distances coincident. La mesure conforme et stationnaire p
reste conforme. Elle est donc de dimension maximale (ce qui découle aussi du cas d’égalité
dans 'inégalité fondamentale). Conjecturalement, cette situation ne peut se produire que
pour un groupe virtuellement libre (pour une marche a support fini).

Notes bibliographiques

L’essentiel de cette partie provient de [BHM2]. Le théoreme 4.3 est central pour identi-
fier le bord de Martin avec le bord de Gromov dans [Anc2]. Certains calculs de dimension
apparaissent dans [Ledl]. V.Le Prince a aussi établi I'inégalité HD(v) < h/(gf) sous la
seule hypothese de premier moment fini [LP1]. Ce rapport h/ef est aussi la dimension de
Minkowski de la marche [LP2]. V.Kaimanovich fait une étude systématique de 'action
de 9*X dans [Kail]; on y trouve notamment I'usage du noyau de Naim et I'ergodicité de
v.

5. APPLICATIONS

On propose trois applications de notre étude de la distance de Green.
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5.1. Mesures stationnaires des réseaux non-uniformes

On propose une démonstration alternative basée sur la distance de Green d’un résultat
de Y. Guivarc’h et Y.Le Jan sur les marches aléatoires sur les groupes fuchsiens, voir le
dernier corollaire de [GLJ1].

THEOREME 5.1 (Y. Guivarc’h & Y. Le Jan). — Soit I un réseau non-uniforme de PSLs(R),
c’est-a-dire T' est un sous-groupe discret d’isométries de H? tel que le quotient H?/T est
de volume fini mais non compact.

Soit v, la mesure harmonique sur S' donnée par une marche engendrée par une mesure
de probabilité symétrique p de support fini sur I'. Alors vy est étrangere a la mesure de

Lebesque sur S

Ce théoreme était initialement déduit de I’étude de I'enroulement du flot géodésique,
voir [GLJ1, GLJ2], et aussi [GR]. Une démonstration plus récente s’appuie sur les pro-
priétés ergodiques de 'action de groupes de difféomorphismes du cercle établies par
B. Deroin, V. Kleptsyn et A.Navas dans [DKN]. Elle s’applique aux marches dont la loi a
un premier moment fini.

Nous allons voir ici comment déduire le théoreme 5.1 de I'hyperbolicité de la distance de
Green. On ne considere que le cas de support fini bien que le méme argument s’appliquerait
aux marches de premier moment fini telles que dg € D(I).

On commence par un lemme géométrique.

LEMME 5.2. — Soit (X, w) un espace hyperbolique quasiréglé vérifiant la propriété sui-
vante de visibilité : il existe R; tel que tout z € X est a distance au plus R; d'un
quasirayon [w, &), & € 0X. Alors il existe une constante C' telle que

|d(z,y) — sup Be(z,y)| < C',
ceox
pour tous z,y € X. La constante C' dépend seulement des données (0, A, ¢, 7, Ry).

Cette propriété de visibilité est vérifée des que le groupe d’isométries de X est cocom-
pact, voir la remarque 2.10.

Démonstration. — L’inégalité triangulaire implique que 'on a toujours Be(x,y) < d(z,y).
Choisissons maintenant z,y € X et £ € 0X tels que y est a distance au plus R
d’un quasirayon [w,&). Si ces quatre points étaient sur un arbre véritable, nous aurions
Be(z,y) > d(z,y) — Ry. En approchant cette configuration par un arbre donné par le
théoreme 2.4, on obtient le lemme. O

La proposition suivante est la clef de la démonstration du théoreme 5.1. On introduit
d’abord le contexte.
Soitt X un espace hyperbolique propre quasiréglé et soit I' un groupe hyperbolique

qui opere par isométries sur X proprement discontiniment. On considere une mesure
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de probabilité p sur I' de support fini et dont le support engendre I'. Soit v la mesure
harmonique sur 0T, le bord visuel de I'.

Soit I'(w) l'orbite d'un point w € X. D’apres le théoreme 2.12, la marche (Z,(w)),
converge presque surement vers un point Z., de X, le bord visuel de X. Soit vx la loi
de Z.

Bien que les deux espaces 0X et JI' peuvent étre topologiquement différents, les es-
paces mesurés (0X,vx) et (OT',v) sont isomorphes en tant que I'-espaces i.e., il existe
un isomorphisme d’espaces mesurés ® entre (OI',v) et (0X,vx) qui conjugue l'action de
I' sur ces deux espaces. En effet, ce sont des modeles du bord de Poisson de la marche
aléatoire. Ceci est établi dans [Kai2, Theorem 7.7 et Remark 7.3] pour (0X,vx) et c’est
un fait général pour le bord de Martin (9L, v).

PROPOSITION 5.3. — Soit X un espace hyperbolique propre quasiréglé muni d’une action
géométrique. On note p une mesure de Patterson-Sullivan. Soient I' un groupe hyperbo-
lique qui opére par isométries sur X proprement discontiniment et I'(w) une orbite de
I' dans X. On considere une mesure de probabilité symétrique p sur I' de support fini et
dont le support engendre I'. Soit vx la mesure harmonique sur 0X.

St p et vx sont équivalentes, alors I' et X sont quasi-isométriques.

Démonstration. — On vérifie comme dans la proposition 4.17 que, si p et vy sont
équivalentes, alors leurs densités sont presque strement bornées.

On rappelle la formule suivante :

D () = Ker™)

pour v-presque tout point { € OI' out K¢ désigne le noyau de Martin. Par I'isomorphisme

®, on a aussi
dv'vx

(&) = Ko-19(v 1),

dI/X
pour vx-presque tout point & € 0X.

D’autre part, p étant une mesure quasiconforme, elle vérifie

dy*p Be (w1
=~ v £(w7’Y (’LU))
i (§) <e ,

ol B, désigne la fonction de Busemann de X.
Comme la densité de vx par rapport a p est bornée et loin de 0, nous pouvons en
déduire

(14) Ko1ig)(y") = e Pelvn )

pour p-presque tout &.
Nous faisons maintenant appel au lemme 5.2. Tout d’abord, on remarque que, étant

donnés x,y € X, supgeyyx Be(z,y) peut étre remplacé par un supremum essentiel par
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rapport a p puisque p, étant quasiconforme, charge tout ouvert non vide et puisque £ —

Be(z,y) est localement presque constante. On déduit donc du lemme 5.2 que
|d(z,y) — esssup Be(z,y)]
€€oX

est bornée. Par un argument similaire, en appliquant le lemme 5.2 a la distance de Green
sur I', on conclut que

|da(e, ') — esssup Ln K¢(v71)|
¢eor

est aussi bornée. Ici, le supremum essentiel concerne la mesure v.
Mais (14) implique que
|ess sup Ln K, (y™!) — vesssup Be(w, vy H(w))]
acdl’ £eoX
est bornée et donc

sup |dg(e,7™") — vd(w, vy (w))| < co.
el

Par conséquent, I' et I'(w) sont quasi-isométriques, de sorte que I'action de I" sur X est
quasiconvexe. Mais, par hypotheses, son ensemble limite est tout le bord 0X, donc I et

X sont quasi-isométriques. [

Démonstration du théoréme 5.1. — On procede par contradiction en supposant que vq
est équivalente & la mesure de Lebesgue A de S!.

Tout d’abord, on remarque que lon peut se restreindre au sous-groupe engendré par
le support de p. Si ce groupe est de covolume infini, alors son ensemble limite est un
sous-ensemble strict de S' et v; ne serait certainement pas équivalente a la mesure de
Lebesgue. Donc on peut, et on le fera (!), supposer que le support de p engendre I' et que
I' est de type fini et de covolume fini.

D’apres le lemme de Selberg, I' contient un sous-groupe sans torsion I'g d’indice fini
de sorte que H?/T'g est une surface de Riemann compacte avec un nombre fini et non
nul d’épointements. Par conséquent, ['s est isomorphe a un groupe libre, de sorte que
I' est hyperbolique et son bord est un compact parfait et totalement discontinu, soit un
ensemble de Cantor. Mais la proposition 5.3 implique que I' devrait étre quasi-isométrique
a H2. Du coup, le bord de I" devrait étre homéomorphe au cercle unité, la contradiction

recherchée. O

5.2. Conjecture de Baum-Connes pour les groupes hyperboliques

On définit une application, dite de Baum-Connes, de la K-théorie topologique de I' vers
la K-théorie de la C*-algebre réduite de I'. La conjecture de Baum-Connes affirme que
pour tout groupe localement compact I', cette application est une bijection. Cela four-
nirait une solution complete au probleme du calcul des indices supérieurs d’opérateurs
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elliptiques sur des variétés compactes. Cette conjecture implique notamment les conjec-
tures de Novikov et de Kadison-Kaplansky, voir [Laf] et les références qui s’y trouvent
pour de plus amples explications.

L’objet de ce paragraphe est de donner une nouvelle démonstration du théoreme suivant
da a V. Lafforgue [Laf] et a I. Mineyev et G. Yu [MY]. Il reprend [HM].

THEOREME 5.4. — Un groupe hyperbolique non-élémentaire vérifie la conjecture de Baum-
Connes sans coefficients.

L’argument principal est le méme que celui dans [MY] et consiste a faire opérer le

groupe sur un < bon espace > afin d’appliquer le critere de V. Lafforgue [Laf, Cor.0.0.4
()] :

THEOREME 5.5. — Si un groupe localement compact G a la propriété (RD) et admet
une action propre sur un espace métrique uniformément fini, faiblement géodésique et

fortement bolique, alors G vérifie la conjecture de Baum-Connes sans coefficients.

Il est connu qu’un groupe hyperbolique vérifie la propriété (RD) [dIH]; nous ne nous
étendrons pas plus sur cette notion. On dit qu'un espace métrique (X, d) est uniformément
localement fini si, pour tout » € Ry, il existe K € N tel que, pour tout x € X, la
boule B(z,r) contienne au plus K points. Soit « > 0; on dit que (X, d) est faiblement
a-géodésique si, quels que soient z,y € X et t € [0,d(z,y)], il existe a € X tel que
d(a,z) <t+ aet d(a,y) <d(x,y) —t+ «a. Siz,y € X, on appelle a-milieu de x et y un
point a € X tel que d(a,z) < (1/2)d(x,y) + a et d(a,y) < (1/2)d(x,y) + «. Enfin, on dit
que (X, d) est fortement bolique si les conditions suivantes sont réalisées :

(B1) pour tout » > 0 et tout n > 0, il existe R > 0 tel que, pour tout quadruplet
x,y, z,t de points de X vérifiant d(x,y) + d(z,t) < r et d(z,z) + d(y,t) > R, on ait
d(z,t) +d(y, 2) < d(z,z) +d(y,t) + 2n;

(B2) il existe une application m : X x X — X et une constante o > 0 telles que, pour
z,y € X, m(z,y) soit un a-milieu de x et y, que pour z,y,z € X, d(m(z,y),z) <
max{d(z, z),d(y, z)} + 2a, et que, pour tout p > 0, il existe N(p) > 0 tel que, pour
tout N > N(p), pour z,y,z € X vérifiant d(x,z) < N, d(y,z) < N, et d(z,y) > N,
on ait d(m(z,y),z) < N — p.

Nous appliquerons le théoreme 5.5 a I'action de I' sur lui-méme muni de la métrique de

Green associée a une marche aléatoire.

PROPOSITION 5.6. — Un espace d-hyperbolique quasiréglé est faiblement géodésique et
vérifie (B2).

Démonstration. — On montre d’abord que X est faiblement géodésique. Soient x,y €
X et t € [0,d(x,y)]; il existe une (A, ¢, 7)-quasiregle ¢ : [a,b] — X avec g(a) = x et
q(b) = y. On suppose (b — a) entier. Si t = d(x,y), il suffit de choisir le point y, donc on
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suppose dorénavant ¢ < d(z,y). Posons s; = a+ j pour j € NN [0, |b— al] . On considere
le plus grand entier j tel que d(z,q(s;)) < t de sorte que ¢(s;j4+1) est bien défini. Par

conséquent, en utilisant 1'inégalité triangulaire, on obtient

0<t—d(z,q(s;) < d(x,q(sj+1))—d(z,q(s;))
< d(q(s;) q(sj41)) < A+c.

Par ailleurs, la propriété de quasiregle nous donne

Ay, als;) +t < d(y,a(s5)) +d@, q(55)) + A+ ¢
< d(z,y)+ (A +c+27).

En définitive, si on pose z = ¢(s;) et ap = (A + ¢+ 27), on a montré d(z,z) < t+ ag
et d(z,y) < d(z,y) — t + ap, donc X est ap-faiblement géodésique. On en déduit aussi
Iexistence d'un agp-milieu de z,y € X sur une quasiregle. Avec une fonction de choix, on
peut donc définir m : X x X — X telle que m(z,y) soit un ap-milieu sur une (A, ¢, 7)-
quasiregle. Du coup, on aura aussi d(x,y) > d(z,m) + d(m,y) — 27 ou m = m(z,y).

Montrons (B2). Soient x,y, z trois points de X et m = m(x,y). Par hyperbolicité, on
peut supposer (z|y), > (z|m), — d. Du coup, on a

d(y,z) —d(z,y) > d(z,m) —d(x,m) — 2§

et
w  Uem) < d,2) - ([dey) - dem) +25
d(y, z) — d(y, m) + 26 + 27 .

Par suite, si on prend o = max{«g, 26}, alors nous aurons bien

<
<

d(z,m) < max{d(z, z),d(y,z)} + 2,

ce qui établit la premiere partie de (B2).

Pour la seconde partie, on suppose de plus N > 0, d(z,y) > N, d(z,z) < N et
d(y,z) < N. On se fixe p > 0, et nous choisissons N > 2(p + 2§ + 27 + «p). 1l vient
d(y,m) > (1/2)d(z,y) — a > N/2 — ay et, en utilisant (%),

N
[l

PROPOSITION 5.7. — Soit (X, w) un espace métrique pointé propre, quasiréglé et hyper-
bolique. On suppose que son groupe disométries est cocompact. Si toule suite convergente

au sens de Gromov est convergente au sens de Busemann, alors X est fortement bolique.

Démonstration. — La condition (B2) est vraie par la proposition 5.6. Nous montrons
la condition (B1) par I’absurde. On se fixe r > 0 et 7 > 0 et on suppose que, pour tout
n > 0 il existe un quadruplet x,,, Y, 2, t, de points de X vérifiant d(z,, yn)+d(zp, tn) < 7,
d(xp, 2p) + d(Yn, tn) = n et d(zp, tn) + d(Yn, 2n) = d(xpn, 2,) + d(Yn, tn) + 2n. En faisant
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opérer le groupe d’isométries, on peut supposer que les suites (x,,), et (y,), restent dans
un compact K contenant w, et, quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que

(2n)n €t (t,)n, sont convergentes au sens de Gromov et de Busemann. Du coup, on obtient

D(tn)(zn) + P(20)(yn) = P(20)(zn) + B(n)(yn) + 21,

ce qui implique que les limites de (®(z,,)),, et (P(¢,)), sont distinctes. Or, par hypotheses,
d(w, z,) + d(w, t,) > d(Tp, 2) + d(Yn, tn) — (d(w, x,) + d(w, t,)) > n — 2diam K

donc la suite ((2,|tn)w)n tend vers Uinfini puisque (d(zy,t,)), est uniformément bornée.
Du coup, les suites (2,), et (t,), tendent vers le méme point au sens de Gromov, ce qui
devrait impliquer que les suites (®(z,)), et (®(t,)), ont méme limite : absurde. O

Démonstration du théoréme 5.4. — Un groupe hyperbolique I' étant de type fini, on
peut considérer une mesure de probabilité symétrique dont le support — fini — engendre
le groupe. D’apres les lemmes 1.7 et 1.8, et le théoreme 4.1, I' opére par isométries pro-
prement disconttiment sur (I, dg) qui est uniformément localement fini, hyperbolique et
quasiréglé. D’autre part, le théoreme 3.5 affirme que les bords de Busemann et de Gromov
de (I',dg) coincident. Par conséquent, les propositions 5.6 et 5.7 montrent que I' opere
proprement sur 1’espace métrique uniformément localement fini, faiblement géodésique et
fortement bolique (I', dg). Donc on peut conclure la démonstration du théoreme 5.4 avec
le théoreme 5.5. O

5.3. Approche aléatoire et incertaine de la conjecture de Cannon

CONJECTURE 5.8 (Cannon). — Soit I" un groupe hyperbolique de bord homéomorphe a
la sphere de dimension deux. Alors I' opere géométriquement sur I’espace hyperbolique
H3.

Si I' vérifie cette conjecture, alors il s’identifie, & un quotient fini pres, a un sous-
groupe cocompact et discret d’isométries de H?. Les méthodes de discrétisation évoquées
au paragraphe 3 permettent de munir I' d’'une marche de loi symétrique admettant un
moment exponentiel de sorte que la distance de Green soit hyperbolique et dans la classe de
quasi-isométrie de H?. De plus, la mesure harmonique coincide avec la mesure de Lebesgue
de S? vu comme bord a l'infini de H3. La mesure harmonique est donc Ahlfors-réguliere

de dimension 2.

Théoriquement, on devrait pouvoir résoudre la conjecture de Cannon ainsi. Soit I" un
groupe opérant géométriquement sur un espace hyperbolique géodésique propre X de
bord une 2-sphere S? que I'on munit d’une distance visuelle d,,. On cherche une marche
aléatoire de moment exponentiel telle que la distance de Green soit quasiréglée. Dans ce
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cas, la mesure harmonique v vérifie la condition de doublement du volume sur (0X,d,).
Posons

q(&,¢) = Vr(B(£,d,(€,0) UB(C, du(€,0)))

pour &, € 0X. Une construction de S.Semmes implique que s’il existe une distance
bilipschitzienne a ¢, alors cette distance d serait quasisymétrique a d, et Ahlfors-réguliere
de dimension 2 [Hei, §14.18]. D’apres des travaux de M. Bonk et B. Kleiner, on pourrait
en déduire que I' opere géométriquement sur H* [BK].

Annexe A. MESURES ET DIMENSIONS

Soient s,t > 0, on pose
H!(X) = inf {Z(diam U,)*, X © (UUy), diam Uy < t} ,
et on définit

Ho(X) = limH(X) .

t—0

LEMME A.1l. — Si H4(X) < oo alors pour tout s > s, on a Hy(X) = 0.
Si Hs(X) > 0 alors pour tout s’ < s, on a Hy(X) = oo.

Démonstration. — Soient ¢, > 0 et (U;) un recouvrement de taille ¢ tel que

"H; (X) = 3 (diam U;)*

< €.
On considere s > s > 0. On a
HUX) <) (diamUy)* <7 “(diam U;)* < 7 (HL(X) +¢).

Par suite, si H(X) > 0, on trouve que Hy(X) = 00, et si Hy(X) < 00, alors Hs(X) =
0. U

DEFINITION A.2. — La dimension de Hausdorff de X est le nombre s € [0, 00| telle que
pour tout s’ < s, on ait Hy(X) = oo et pour tout s’ > s, on ait Hy(X) = 0.

Posons

LEMME A.3. — Pour tout s > 0, on a
2 H (X)) < Ho(X) < Ho(X)

Cela signifie que 'on peut estimer la dimension de Hausdorff de X en ne considérant
des recouvrements que par des boules.
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Démonstration. — Si (B;); est un recouvrement par des boules de rayon au plus ¢,
alors diamB; < 2t. Donc, si [H!(X) — S2r8| < e, alors H2(X) < 2°H!(X) + ¢, et
Ho(X) < 2H,(X).

Réciproquement, on se fixe un recouvrement (U;) de taille ¢ telle que |HE(X)—> " (diam U;)%| <
e. Pour chaque i, on considere z; € U;, par suite U; C B(z;,diamU;) = B;. Donc
HL(X) < HLUX) + e et Ho(X) < Ho(X). 0

On utilisera dans la suite le lemme de recouvrement suivant dont on peut trouver une
démonstration dans [Mat, Thm. 2.1].

LEMME A.4. — Soient X un espace métrique propre et 8 une famille de boules dans X
de rayon uniformément majoré. Alors il existe une sous-famille B’ C B de boules deux a

deux disjointes telle que
UgpB C U%/(E)B) .

A.1. Dimension de Minkowski

Soit X un ensemble de diametre borné. Pour tout £ > 0, on note N(e) le nombre
minimal de boules de rayon e centrées sur X qu’il faut pour recouvrir X. On définit

log N (e
dimj; X = lim sup g—() .
cs0  logl/e
A € > 0 fixé, on note aussi P(¢) le nombre maximal de boules centrées sur X et de rayon
€ qui soient deux a deux disjointes.

LEMME A.5.— On a

log P
dim X < dimp, X = limsup og—(a)‘
0 logl/e
Démonstration. — On montre d’abord 'égalité : soit € > 0, si By,...,By() est un

recouvrement par des boules de rayon ¢, alors le lemme A.4 de recouvrement nous permet
d’affirmer que N(e) < P(e/5). De plus, si By, ..., Bp() sont deux a deux disjointes, alors
(2B;) recouvrent X, sinon le recouvrement ne serait pas maximal : il en découle que
N(2e) < P(¢g). Du coup,

log P
dimy; X = limsup og_(s) .
cs0  logl/e
On suppose que dimy X < oo. Soit 7 > 0, si € est assez petit, alors log N(g) <
log(1/¢)(dimy X + 7). Notons s = dimy; X +1/2 ; on considére un recouvrement par des

boules (B;) de taille €. Par suite, on a
HE(X) < N(e)e® = exp{log N(¢) — slog(1/e)}.

Or, log N(g) — slog(1/e) < (—n/2)log1/e, donc ﬁi(X) < "2 et dimX < s. Par suite,
dim X < dimy X. O
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A.2. Ahlfors-régularité

Un espace Ahlfors-régulier (de dimension ) > 0) est un espace métrique mesuré
(X,d, i), ou p est une mesure de Radon telle que, pour toute boule B de rayon r > 0, on
ait p(B) < r9.

THEOREME A.6. — Si (X, pu) est Q-Ahlfors-régulier alors dimyX = = Q et
HQ = U
Démonstration. — Soit A C X un borélien borné.

On se fixe t,e > 0 et un recouvrement par des boules (5;) tel que ) ré{, < ’}QtQ(A) +e.

On a
WA) < u(UB) <) u(B) > rf SHL(A

Par conséquent, pu(A) < ’HQ(A).

Réciproquement, on suppose que p(A) < oo et on se fixe £ > 0. Comme p est réguliere
il existe un compact K C A, et un ouvert U D A tels que u(U \ K) < €. On considere
t < (1/2)inf{d(z, K), x ¢ U}. Les boules {B(x, ) }scx r<: recouvrent K et sont contenues
dans U, donc le Lemme A.4 implique qu’il existe une sous-famille (B;) de boules deux a
deux disjointes telle que (58;) recouvre K.

oE) S (r)? Sy S uB

> u(Bi) < u(UB;) < pu(U) < p(A) + .
Donc Ho(K) < p(A), et Ho(A) S p(A) car Hg est aussi réguliere.
En prenant A = X N B(zg, R), on obtient dimX = Q.

Soit € > 0 ; on considere P(¢c) boules deux & deux disjointes centrées sur X et de rayon

Par suite,

Or

e. Alors
X) > u(B) z P(e)?
donc
log P(¢) < Qlog(1/2) + O(1)
et dimy X < Q. OJ

A.3. Dimension d’une mesure et dimension ponctuelle

Soit v est une mesure borélienne sur un espace X. On appelle dim v I'infimum des
dimensions de Hausdorff des ensembles de mesure totale.

PROPOSITION A.7. — Soient X un espace métrique propre et v une mesure de probabilité

borélienne reguliere sur X . Si, pour v-presque tout x € X, on a

L logr(Bler)
r—0 log r

alors dimyv = «.
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Démonstration. — Soit s > «, et choisissons > 0 assez petit pour qu’on ait § :=
s —a —mn > 0. Pour v-presque tout x, on peut trouver un rayon r, > 0 de sorte qu’on ait
log v(B(z,7))

logr - @

<n,

pour 7 € (0, 7,].

On considere ensemble Y = {z € X : r, < oo}, qui est de mesure pleine. Soit
t € (0,1). Pour tout € Y, on choisit p, = min{r,,¢}. On applique le Lemme A.4 &
{B(z,p,)} et on obtient une sous-famille B,. Par suite, Y est recourvert par 5B, et

HHY) < D (hp)T <BHTY plt

%t %t

AN

tﬁzv(B(x,px)) S v (U, B(x, pr))

< t#

qui tend vers 0 avec t. Du coup Hs(Y) = 0 et donc dimyY < s pour tout s > a. D’ou
dimr < a.

Réciproquement, soit Y un ensemble de mesure pleine. Il existe un sous-ensemble Z C Y
tel que v(Z) > 1/2 et tel que la convergence de logv(B(z,r))/logr vers a soit uniforme
sur Z (d’apres le théoreme d’Egorov). Fixons s < « et considérons n > 0 suffisamment
petit pour que vy = a —n —s > 0. Il existe 0 < rq < 5 tel que, pour tout r € (0,79) et
tout x € 7,
logv(B(x,r))

log r -

<.

Soit B un recouvrement de Z par des boules de rayon p, inférieur a ¢ < r¢/5. On
extrait une sous-famille B, = {B(z, p,)} grace au Lemme A.4. Ainsi, 5B, recouvre Z et

1/2<) v(BB) <51 oSy o
By By By

Ceci montre que HL(Z) 2 t77 de sorte que dimyY > dimyZ > a. d

Annexe B. ESPACES HYPERBOLIQUES QUASIREGLES

Dans cet appendice, on démontre un certain nombre de résultats concernant les espaces
quasiréglés énoncés dans le corps du texte.
B.1. Redressement de configurations

Soit I = [a,b] C R un intervalle compact. On suppose dans tout ce paragraphe que les
constantes (A, ¢, 7) sont fixées.
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LEMME B.1. — Soit ¢ : I — X une quasirégle. Il existe une (1, ¢;)-quasi-isométrie

frg(I) —10,d(g(b), g(a))],
ou ¢; ne dépend que des données (A, ¢ and 7).

Démonstration. — Pour tout = € g(I), on pose f(z) = min{d(x,g(a)),d(g(b),g(a))}.
Si f(z) = d(g(b), g(a)) alors d(g(b), g(a)) < d(g(a),z) donc

d(g(b), ) < 2(g(a)lg(b)). <27.

Du coup, on a, pour tout x € I,

(15) |d(z, g(a)) — f(x)] < 27.

Soient z,y € g(I) avec x = g(s) et y = g(t), et supposons s < t.
— On applique (15) de maniére répétée. D’une part, on a

[f(x) = f(y)| < d(x, g(a)) — d(y, g(a))| + 47 < d(z,y) + 47

D’autre part, puisque s < t, on a

d(z,g(a)) +d(z,y) < d(y, g(a)) + 27
de sorte que
(@) = f(y)l = d(z,y) — 8.
Donc f est un plongement (1,87)-quasi-isométrique (les constantes sont loin d’étre
optimales).

— Si|la—b] <2, alors |f(g(a)) — f(g(b))] = d(g(b),g(a)) <2\ + cet f est coborné (un
entourage de I'image de f recouvre le but). Sinon, on a |a —b| > 2. Posons s; = a+j
pour j € NN [0, |b— al]. Il vient

1£(9(55)) = F(g(s500))] < Alsj = sj| +c+47 < A+ e+ 47

L’ensemble{ f(g(s;))}; est une chaine dans [0,d(g(b), g(a))] qui joint 0 a |f(g(a)) —
f(g(b))] = d(g(b), g(a)) ; comme deux points consécutifs de { f(g(s;))}; sont & distance
au plus A+c+47, on en déduit qu'un (A +c+47)-voisinage recouvre [0, d(g(b), g(a))].

Donc f est une quasi-isométrie.
O

REMARQUE B.2. — Si f, désigne I'application ci-dessus et f, : g(I) — [0,d(g(b), g(a))]
celle qui vérifie f,(g(b)) =0, alors on a |f,(x) + fi(x) — d(g(b), g(a))| < 27.

Etant donnés trois points {z, y, 2}, il existe un tripode T et un plongement isométrique
f:{x,y,2} — T tels que les images sont les points terminaux de 7. On note ¢ le centre
de T

Un quasitriangle A est donné par trois points z,y, z et par trois quasiregles les reliant
deux a deux. Nous noterons les cotés [x,y], [z, 2] et [y, z]. Un tel quasitriangle est J-fin si
chaque coté appartient au d-voisinage des deux autres.
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LEMME B.3. — Soit A un quasitriangle é-fin de sommets {z,y, z}. Il existe une (1, ¢y)-
quasi-isométrie

fAZA—>T,

ou T est le tripode associé a {z,y, z} et ¢; ne dépend que des données (9, A, ¢, 7).

Démonstration. — On définit fo en appliquant le lemme B.1 sur chaque aréte. Cette
transformation est clairement cobornée.
Soient u,v € A. Puisque A est fin, on peut trouver deux points u’,v" € A sur la méme

aréte tels que da(u,u’) < 4 et da(v,v’) < 9, de sorte que
|da(u,v) — da(u’,v")] < 20.
Si u et v’ sont sur la méme aréte, alors
dr(fa(u), fa(u)) <da(u,u’) +c <d+¢ .

Sinon, on considere le sommet z commun aux deux c6tés contenant u et w'. Alors, d’apres
(15), on a
dr(fo(u), fou')) < da(u,u’) +47 < § + 41

et de méme pour v et v'. Donc

dr(fa(uw), fa(w)), dr(fa(v), fa(v)) < ¢,

ou ¢ ne dépend que des données.

Il vient
|dr(fa(u), fa(v)) — dr(fa(u), fa(v))] < 2.
Mais puisque v’ et v’ sont sur la méme aréte, le lemme B.1 implique
|dr(fa('), fa(v')) —da(u' V)] < er
donc
|dr(fa(u), fa(v)) —da(u', )] < 2¢ +

et enfin
dr(fa(u), fa(v)) —da(u,v)] < (2¢ + ¢ + 20).

Sous les conditions du lemme B.3, on a

[(fa@)|fa¥)sac) — (#ly): < C,

ou C' > 0 est une constante qui ne dépend que des données; du coup, on peut trouver
trois points ¢, € [y, 2|, ¢, € [z, 2] et ¢, € [y, z] tels que
dr(falce),€), dr(faley), ©), dr(falc:),€) < cs,

et
diam {c,, ¢y, ¢, } < cs,
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ol c3 ne dépend que des données.

B.2. Espaces quasiréglés et hyperbolicité

PROPOSITION B.4. — Soit X un espace métrique muni d’une structure quasiréglée G telle
que tout quasitriangle est d-fin. Alors X est hyperbolique quantitativement : la constante
d’hyperbolicité ne dépend que de (5, A, ¢, T).

Démonstration. — Soient w,x,y,z € X. On considere les triangles suivants : A =
{w,z,z} et B = {w,z,y}. Notons Ta, T et ¢a, cp les tripodes et les centres associés
respectivement, et on définit QQ = T4 U T ou les deux copies de fa([w,z]) et fg([w,z])
de [w, x] ont été identifiées. Cet espace métrique ) est topologiquement une croix < X >,
et donc 0-hyperbolique.

On définit f: AU B — @ en transformant A par f4 et B par fg. La restriction de f a
A et & B est une (1, ¢3)-quasi-isométrie par le lemme B.3.

Il s’ensuit

dQ(f(y)a f(Z)) = dQ(f(y)v éB) + dQ(EBa EA) + dQ(EAa f(z))

On peut trouver c4,cp € [w,x] tel que do(f(ca),ca) < c3 et do(f(ep),cn) < cs. Le
lemme B.3 implique que do(f(y), f(cg)) = daus(y,cs) et do(f(ca), f(2)) = daus(ca, 2)
a une constante additive pres. Du coup, do(f(y),¢s) = daus(y,c) et do(ca, f(2)) =
daup(ca,z) a une constante additive pres aussi. Par le lemme B.1, on a dg(¢p,¢4) =
daup(cp,ca) & une constante additive pres, d’on I'existence d’une constante ¢y > 0 telle
que

do(f(y), f(2)) = daus(y, cB) + daus(cs, ca) + daup(ca, 2) — ca > daup(y, 2) — ca.

Par conséquent, on a (f(y)|f(2))fw) < (y|2)w + ca. Par hyperbolicité de @, on trouve
(Yl2)w = min{ (f(2)[£(2)) sw), (FOF (@) )} = 4

et comme les restrictions de f a A et B sont des (1, ¢3)-quasi-isométries,

min{(f(2)[f(2)) sy, (FOIF (@) s} — 4 = min{(2]2)w, (yl2)w} — 5

pour une constante c5. Nous venons d’établir que, pour tous w, z,y, z, on a

(¥l2)w = min{(z[2)w, (y|2)w} = c5.

On rappelle un théoreme de M. Bonk et O.Schramm [BS, Thm 4.1]) :

THEOREME B.5. — Un espace d-hyperbolique se plonge isométriquement dans un espace
0-hyperbolique géodésique et complet.

On établit le théoreme 2.5 en trois étapes.
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B.2.1. On suppose que Y est un espace d-hyperbolique quasigéodésique. D’apres le
théoreme B.5, il existe un espace d-hyperbolique géodésique Y et un plongement isométrique
LY = Y. Dong, pour tout segment quasigéodésique g : [a,b] — Y, «(g) poursuit une
véritable géodésique § = [1(g(a)), t(g(b))] de Y & distance au plus H = H(),c, ). Au-
trement dit, pour tout ¢ € [a, b], il existe une point y; € g tel que d(c(g(t)),y:) < H. 1l
vient

(G(@lg®)giy < (lgla)lelg(®))g + H = H
puisque ¢(g(a)), t(g(b)) et y; appartiennent a un segment géodésique.

Par conséquent, Y est quasiréglé.

B.2.2. SiY est quasiréglé, alors ¢ est quasiréglante puisque 'image par ¢ d’une géodésique
est quasigéodésique, donc une quasiregle par définition.

B.2.3.  On suppose maintenant que X est hyperbolique et géodésique et que p : X — Y
est une quasi-isométrie sur un espace métrique Y. Par suite, Y est quasigéodésique et
I'image de chaque triangle de X est un quasitriangle -fin. Si ¢ est quasiréglante, alors la
proposition B.4 s’applique, ce qui montre que Y est hyperbolique.

B.3. Distance non-hyperbolique invariante sur un groupe hyperbolique

Dans [GdIH], les auteurs donnent un exemple d’espace métrique non hyperbolique quasi-
isométrique a R. On pourrait se demander si, dans le cas des groupes, une distance
qui est quasi-isométrique a une distance des mots et invariante est automatiquement

hyperbolique. On montre ici que ce n’est pas le cas.

PROPOSITION B.6. — Pour tout groupe hyperbolique non fini, il existe une distance in-
variante a gauche qui est quasi-isométrique a une distance des mots mais qui n’est pas
hyperbolique.

Nous sommes reconnaissants a C. Pittet and [. Mineyev pour nous avoir suggéré comme

candidat la distance d de la démonstration suivante.

Démonstration. — Soit I un groupe hyperbolique infini et désignons par |.| une distance

des mots. On pose
d(z,y) = |z —y[+ Ln(l + [z —y]) .

On vérifie facilement que d est une distance sur I' invariante a gauche et que nous avons
[z —y| <d(z,y) <2z —yl.

11 suffit de montrer que (I', d) n’est pas quasiréglé pour montrer que d n’est pas hyper-
bolique d’apres le théoreme 2.5.

Soit g une géodésique pour |.| que l'on identifie a Z. Comme (I",d) est bi-Lipschitz a
(T, |- |), elle est une (2, 0)-quasigéodésique pour d. Mais

d(0,n) + d(n,2n) — d(0,2n) = Ln(1 +n)?/(1 + 2n)
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se comporte asymptotiquement comme Lnn. Par conséquent g n’est pas quasiréglée. [

B.4. Arbres approchants

L’approximation par des arbres de configurations finies jouent un role fondamental
dans la théorie hyperbolique. On adapte ici les arguments de E. Ghys and P. de la Harpe
[GdIH, théoreme 2.12] au cadre quasiréglé pour montrer le théoreme 2.4. Les deux premiers
lemmes peuvent se trouver dans [GdIH], le troisieme est la version quasiréglée de [GdIH,
lemme 2.14].

On suppose dans la suite que X est §-hyperbolique.

LEMME B.7. — On définit

— (z]|y) = supmin{(z;_1|z;), 2 < i < L}, ou le supremum est pris sur les chaines

finies xq,..., 2 avec x1 = x et x = v,

— d'(z,y) = d(z,w) + d(y,w) — 2(z|y)’,

— x~ysid(z,y) =0.
Par suite, ~ est une relation d’équivalence et d' est une distance sur X/ ~ qui rend cet
espace 0-hyperbolique. De plus, pour tout x € X, on a d'(z,w) = d(x,w), et, pour tous
r,y € X,onad(r,y) <d(z,vy).

LEMME B.8. — Si #X < 2% 4 2 alors pour toute chaine z;,...,2z; € X, on a

(1]zr) = min {(z;1]z;)} — ko

2<;<L
LEMME B.9. — Soit X = U™, X; ott les (X;,w;) sont des rayons T-quasiréglés. Si n < 2k
alors, pour toute chaine z,...,x; € X, on a

(x1|xp) > 2gi£L{(xj_1|xj)} —(k+1)§—2c—T.

Démonstration. — D’abord, on a (z|y), < min{d(z,w),d(y,w)} pour tous z,y € X,
et si x,y € X; alors |(z|y)w, — min{d(z, w;),d(y,w;)} < 7, et d(z,w;) > d(z,w) —
d(w,w;) > d(z,w) — c¢. De méme, d(y,w;) > d(y,w) — c. Par suite, on a (z|y),, >

min{d(x,w),d(y,w)} —c— T et
(@[y)w = (2]y)w, — ¢ 2 min{d(z, w),d(y, w)} — 2¢ =7 = min{(z|2")u, (y[¢)u} —2c =7

pour tous z’,y' € X.

Soit x1,...,2; € X une chaine. On écrira X (z;) pour désigner le rayon quasiréglé X;
qui contient z;. Ou bien, pour tout j > 2, on a z; ¢ X(x1), ou bien il existe un indice
maximal j > 1 tel que z; € X (z1). Donc on a

(w1]z;) = min{(zi]z2), (7j-1]7;)} —2¢—7

> 21;121%{(11,1@2)} —2c—T.

Dans ce cas, on considere 1, Z;, Zjt1,...,TL.
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On extrait par récurrence une chaine (z}) de longueur au plus 2n < 281 qui contient
x1 et xp et telle qu’au plus deux points appartiennent a un méme X;, et dans ce cas, ils
sont consécutifs. D’apres le lemme B.8 et ci-dessus, on a

(1]zp) > min{(x)_,|2})} — (K +1)0 > min{(z;_1|z;)} — (k+1)d —2c — 7.

Démonstration du théoréeme 2.4. — Le théoreme sera établi dés que nous aurons trouvé
un plongement quasi-isométrique ¢ : X — T', ou T est un espace 0-hyperbolique.

Le lemme B.7 implique que X/ ~ est O-hyperbolique et que ¢ : X — X/ ~ vérifie
d'(¢(z), p(w)) = d(z,w) et d'(¢(x), d(y)) < d(z,y).

Dans le cas (i), le lemme B.8 montre que (z]y) > (z|y)’ — kd i.e.,

d'(¢(x), ply)) > d(x,y) — 2k0.

Pour le cas (ii), le lemme B.9 montre que (z]y) > (z|y) — (k+ 1)d — 2¢ — 7 i.e.,

d,<¢(l’), ¢(y)> > d(l‘, y) - 2(k + 1)6 —4c—27.

O
Annexe C. UNICITE DE LA MESURE STATIONNAIRE
Le but de cette partie est de montrer la proposition suivante :
ProprosITION C.1. — Soit I' un groupe non-moyennable muni d’une mesure de probabilité

engendrant I' opérant par isométries proprement discontinument sur un espace hyperbo-
lique propre quasiréglé X . Il existe une unique mesure stationnaire sur 0X ; elle est non

atomique et ergodique.

Nous reprenons les arguments de H. Furstenberg dans notre situation, voir [Furs].

LEMME C.2. — Soit p une mesure de probabilité sur I' et v une mesure stationnaire sur
0X. Alors la limite des mesures ((Z,).v), existe pour presque toute trajectoire et si on
note v la limite pour la suite w € Q, alors v = [ yydP(w).

Démonstration. — Soit ¢ une fonction continue sur 0X. On note, pour w € Q et n > 1,

Wy (w, ) = /go(x)d(wl cowp)s(T) = /gp(wl cowp(x)dy(x) .
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Alors (w,,), est une martingale bornée. En effet, on a

Blunsa i =wno Xo =] = [ pleor.am(@)dv(a)dut
- /[¢ o (wr ... wn)](y(z))dv(x)dp(y)
_ / (90 (Wi ... wn)](@)d( 5 v)(x)
— /[gp o (w1 .. .wp)](@)dv(x) = wn(w, ) .

Donc le théoreme des martingales implique la convergence de (w,(w, ¢)), pour presque
tout w € 2. En appliquant ce raisonnement a une famille dense et dénombrable de fonc-
tions continues sur X, on construit ainsi une mesure pour presque chaque w € (2.

On remarque que, pour chaque n et toute fonction ¢, on a, par stationnarité de v,

/cp(x)d(wl cewp)o V() dP(w) = /go(wl cewp(x)du"dy(x) = /go(x)du(m)
donc le théoreme de convergence dominée nous permet de passer a la limite. O

LEMME C.3. — Soit I' un sous-groupe discret d’isométries d’un espace hyperbolique X
propre et quasiréglé. De toute suite infinie (v,), de T, il existe une sous-suite (n); et
deux points &, ¢ € 0X tels que (7, )r tend vers la fonction constante £ uniformément sur
les compacts de 90X \ {C}.

Démonstration. — Soit w € X. Comme (7,), est infinie et que son action est propre-
ment discontinue, on peut supposer, quitte a extraire une sous-suite, que (v,(w)), tend

vers un point & et (7!

(w))n tend vers un point . Si x # ¢, alors (v, (2)|ym(w))w =
(z|w),-1 (- Puisque v H(w) ne tend pas vers z, la suite {(z[w),-1(,)}n tend vers infini
donc (7, (x)), tend vers &.

Pour obtenir la convergence uniforme sur les compacts, il suffit de I’établir sur des boules
disjointes de ¢ qui recouvrent 0X \{(} : notons ¢ la constante obtenue dans le théoreme 2.4
pour k = 4 de sorte que 'approximation par un arbre de 4 rayons issus de w soit une (1, ¢)-
quasi-isométrie. Si x € 90X \ {(}, alors on considere U, = {y € X, (z|y)w > (2[()w +2c}.

On considere une (1, ¢)-quasi-isométrie
¢ [w, 2 [Uw, y[U[w, ([U[w, v, (w)] = T
sur un arbre. Pour n assez grand, on a (7, (w)|()w > (2|¢)w + 2¢ ce qui donne

(@(x)’SO(w))@(»y;l(w)) = (@(Q)W(w))@(ygl(w))

pour y € U,, donc
(W) (W))w > (Y (@) [0 (w))w — 4e.
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Démonstration de la prop. C.1. — On remarque tout d’abord qu’une mesure station-
naire v sur 0X charge tout ouvert de l’ensemble limite de I' car l'action de I' y est
minimale.

L’idée est d’identifier les mesures limites données par le lemme C.2 afin de montrer
que v est completement déterminée. En effet, comme la marche est transiente, on sait
que (Z,), contient une infinité d’éléments distincts de I" pour presque tout w € Q. Par la
propriété de convergence des groupes hyperboliques (lemme C.3), il existe £, ( € OI" et une
sous-suite (ny) tels que (Z,, ) converge uniformément sur les compacts de 90X \ {(}vers
¢. Comme v est diffuse, cela implique que (Z,, ).v tend vers la masse de Dirac J¢, donc
(Zy,)«v aussi. Autrement dit, ces limites ne dépendent que de la suite w et non de v. D’out
I"unicité de la mesure harmonique.

Si A est un ensemble invariant de mesure v(A) > 0, alors la restriction v(AN-)/v(A)
de v & A est aussi une mesure stationnaire. Par unicité, on en déduit v(A) = 1, d’on
Iergodicité.

Comme I' est non-moyennable, son ensemble limite est infini; supposons que v ait un
atome, et considérons un point z de masse maximale. Comme v est stationnaire, on a
v(z) = 3, pu(yx)v(y~(x)) donc tous les points de lorbite de = portent la méme masse
que z. Comme v est une probabilité, 'orbite de x doit étre finie, donc L(IT") aussi :
contradiction. O
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