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Partie III
Estimateurs du Maximum de Vraisemblance,
des Moments et Intervalles de Confiance



Estimateurs du Maximum de Vraisem-
blance (EMV)

Dans ce cas §(z) = 0, une valeur possible de
6 pour laquelle ce que I'on a observé était le
plus vraisemblable possible.

En d’autres termes, 6 maximise la fonction
de vraisemblance :

L(0) = fo(x) (x fixé).

C'est donc une fonction de x uniquement,
comme il se doit pour que I'estimation ait un
Sens.

On note généralement de facon identique
l'estimation @, fonction de x, et l'estimateur

AN

6, fonction de X.



Estimateurs du Maximum de Vraisem-
blance (EMV)

Exemple 1. Supposons que X ~ B(n,8).
Alors,

Po(X =) = fy(x) = CHO"(1 — 0)" "

pour x =0,1,...,n.

Maximiser L(60) = fy(x) revient @ maximiser

2(0) = log L(0).

Ecrivons la condition au premier ordre :

aeo) i B B
5 = de(mloge—l—(n x)log(l —@0))
0 1-—906

On en déduit x — 0x — n + 6x = 0O, d'ou

o=".

n



Estimateurs du Maximum de Vraisem-
blance (EMV)

Ainsi, I'estimation de 8 par maximum de vrai-
semblance dans le cas binomial correspond a
la fréquence relative de succes.

On note :

~ X
en:—
n

|I'estimateur assocCié.

Puisque X ~ B(n,0), on a de facon immé-
diate :
no .

E(6,) = .

n

Par conséquent, 'EMV 6,, est sans biais.

De plus, en vertu de |la Loi Faible des Grands
Nombres, on a :

Op —>p 0  (n— c0)

Ainsi, I'EMV 0,, est consistant.



Estimateurs du Maximum de Vraisem-
blance (EMV)

Exemple 2. Considérons le casou X1,...,Xn
sont i.i.d. de loi N (u,o2).

Ici, 6 = (i, 0) est un paramétre vectoriel.

En notant z = (z1,...,zn) une réalisation
de I'échantillon Xq,...,Xy,, on peut écrire la
vraisemblance :

L) = ﬁf@(ﬂ?i) (indépendance)
i=1
1 \" " (z— p)?
= (ovm) oo -5 52

¢(60) = logL(0)

d’'ou

n 1 & 2
— —5 |Og(27'(') — nlog(a) — 7‘_22;(37@ — :u)



Estimateurs du Maximum de Vraisem-
blance (EMV)

Au maximum, on a les conditions au premier
ordre

1 n
o o2 2@ m=0

~
I
[

n 1 2 5
_ ", N
J4-03%;1( i — 1)

"o+ 1Y (@i — w?)
pr— —\—O0 — T;: —
-3 n & 1 T M
1=1
avec p = x. Ainsi, au maximum, py = x et

» 1 —\2 2
o == (z;— %) =s".
ni—=1



Estimateurs du Maximum de Vraisem-
blance (EMV)

Le calcul précédent est valable lorsque p et
o2 sont inconnus. Dans ce cas, I'EMV est
donné par

0, = (X, S?).

Dans le cas ol o2 est connu et x inconnu, un
calcul analogue donne

é\n:X

puisque dans ce cas 6 = u.

Dans le cas ou p est connu et o2 inconnu, on
obtient :

N 1 5
an—Z(XZ-—,u) -
ni=1



Estimateurs du Maximum de Vraisem-
blance (EMV)

La moyenne arithmétigue X est un estima-
teur sans biais et, en vertu de la Loi Faible
des Grand Nombres, consistant de u.

La variance empirigue S2 est un estimateur
biaisé mais consistant de la variance théo-
rique o2 (vu précédemment).

Remarque. En toute rigueur, il faut calcu-
ler les dérivées secondes pour s'assurer que
I'extremum obtenu est bien un maximum.



Estimateurs du Maximum de Vraisem-
blance (EMV)

Une propriété trés utile de 'EMV est la sui-
vante. Soit h une fonction de 6 a valeurs
réelles, alors :

h(0) = h(h).

De plus, si h est continue, la consistance est
préservée, c'est-a-dire que

h(0r) —p h(6)

dés lors que 6, —p .

C'est une conséquence des théoréemes de
Slutsky (p. 34).



Méthode des Moments

Une méthode parfois plus rapide que 'EMV
pour déterminer une estimation raisonnable
du parameétre 0 est la méthode des moments.

Elle consiste a égaler le k-eéme moment em-
pirique :

1 & g
s

au k-éme moment théorique E(XF), qui dé-
pend du paramétre inconnu 6.

On considére autant d'égquations de mo-
ments qu'il est nécessaire pour déterminer
une estimation 6*.
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Méthode des Moments

Alternativement, ont peut égaler le k-éme
moment empirique centré :

1 2 L
— > (X — )
=1

au k-éme moment centré théorique E[(X; —
k
w)™].

Exemple. Soient Xi,...,X, i.i.d., de loi
gamma ~(61,6>), avec 61,6> > 0.

Alors, on a vu précédemment que :

E(X;) = 61602, V(X;) = 6165

11



Méthode des Moments
On pose alors le systéeéme d’'équations :
X 0161
S2 01603

et on résout pour obtenir des estimateurs 9;‘
de 97, (’L == 1,2).

Plus précisément, on obtient :

S2
Q*ZT
27 X
9*——)_(2
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Intervalles de Confiance

Supposons qu’il y ait deux candidats A et B
a une élection.

La probabilité qu’'un électeur préfere A a8 B
est notée p.

p est une constante inconnue

On sélectionne n électeurs indépendamment
et on leur demande pour qui ils vont voter.

13



Intervalles de Confiance

Le nombre Y, d’'électeurs qui votent A suit
une loi binomiale B(n,p) qui, pour n grand,
peut étre approximée par une loi normale
d'espérance u = np et de variance ¢2 =
np(l —p).

La fréquence relative, ou proportion, d'élec-
teurs qui votent A dans I'échantillon est %

14



Intervalles de Confiance

On veut déterminer |la valeur minimale de n
telle qu’on puisse prédire |la part du vote en
faveur de A a3 1% prés, au niveau de confiance
95%, c'est-a-dire telle que :

*(

ou encore .

Y,
L —p‘ < 0.01> > 0.95

n

Y, Y,
P ([—” —0.01, 2+ 0.01] = p) > 0.95.

n n

15



Intervalles de Confiance

Autrement dit, on souhaite que l'intervalle

aléatoire
Y, Y,
I, =|——0.01,—~+0.01
n n
contienne la valeur inconnue de p avec une

probabilité supérieure ou égale a 0.95.

On dit que I,, est un intervalle de confiance
a 95% pour p.

16



Intervalles de Confiance

On peut écrire :

P(%—p‘ §0.01> = P(|Yn, —np| <0.01n)
_ P( Yo—np | _ 0.01\/ﬁ>
vnp(l—p)| ~ /p(1—p)

Q

cb( 0.01 /n ) _¢<—0.01\/ﬁ>

vp(1—p) vp(1—p)

_ 2¢< 0.01+/n
vp(1—p)

)—120.95

ou P est la fonction de répartition de la |oOi
normale standard N(0,1).

17



Intervalles de Confiance

Comme 1.95/2=0.975 et ®(1.96) = 0.975,
on en déduit :
.01
0.01vn > 1.96
Vp(1 —p)

d'ou
n > 1962 p(1 —p)

Or p(1 — p) est maximale lorsque p = 1/2 et
vaut dans ce cas 1/4.

On doit donc avoir, pour couvrir tous les cas
possibles :

n > 1962/4 = 9604

18



Intervalles de Confiance

Ainsi, si on veut connaitre p a 1% prés au
niveau de confiance 95%, il faut une taille
d'échantillon supérieure ou égale a 9604 in-
dividus.

Si on veut connafttre p a 1% prés au niveau
de confiance 99%, on procéde de la méme
facon et on obtient qu’on doit avoir :

n > 1690000

19



Intervalles de Confiance

Si on veut connattre p a 3% prés au niveau

de confiance 95%, on montre de méme qu’'on
doit avoir :

n > 1067

Il est remarquable que la précision de la pré-
diction ne dépend que du nombre d’électeurs
interrogés et pas du nombre total d’électeurs.

20



Intervalles de Confiance

A présent, soit Xq,..., Xy un échantillon i.i.d.
gaussien associé a la loi N (u, o2.

On va déterminer un intervalle de confiance
pour L.

A cet effet, on va distinguer deux cas.

21



Intervalles de Confiance
Cas 1 : La variance ¢2 est connue.

Dans ce cas, X ~ N(u,02/n) et

X — [
o/vn

~ N(0,1).

Par conséquent, pour b > 0, on a :

P (—b < f/?/g < b> — ®(b) — d(=b)

— 20(b) — 1.

22



Intervalles de Confiance
Autrement dit :

P([X—\I’/—(%,XJF\Z)/—%] 9u> =2 (b) — 1

En fixant le niveau de confiance, on déter-
mine b, qui a son tour détermine l'intervalle
de confiance.

Par exemple, pour un niveau de confiance de
95%, on a b = 1.96.

23



Intervalles de Confiance
Cas 2 : La variance o2 est inconnue.

Dans ce cas, on a vu précédemment que :
X —p

S/vn —1 n—l

Par conséquent, pour b > 0, on a :

X —
Pl—-b< <b| =2F b) — 1.
( = S/\Vn—1" ) 7,-1(0)
On détermine b a partir du niveau de
confiance et des tables de |la loi de Student

a n— 1 degrés de liberté, puis on en déduit
I'intervalle de confiance.

24



IC pour une difference de moyennes

Soit Xq,..., Xy un échantillon i.i.d. associé a
une v.a.r. X de loi N'(u1,0%) et soit Yi,..., Y
un échantillon i.i.d. associé a une v.a.r. Y de

lOi N(,LLQ, O'%)

On suppose d'abord que 0 = 05 = 02, quan-

tité inconnue.

On suppose de plus que (Xq,...,Xp) et
(Y1,...,Ymn) sont indépendants.

On souhaite construire un intervalle de
confiance pour pu1 — uo.

Dans la pratique, l'intervalle obtenu est sou-
vent utilisé de |la facon suivante : si la borne
supérieure de l'intervalle est inférieure a 0, on
a de bonnes raisons de croire que u1 < puo.

25



IC pour une difference de moyennes

Comme V(X —-Y)=V(X)+ V(YY) =02/n+
o2/m, on a :

De plus, TLS%/O'Q ~ Xz(n — 1), mS%/a2 ~
v2(m — 1) et, en vertu de la définition de la
loi du Khi-deux :

-I- ~X2(n-|—m—2)-

O'

26



IC pour une difference de moyennes

Notons :
RZJ(nSf—FmS%) (1_|_i>
n+m-—2 n m

X =Y — (p1 — p2)
T = R ~/ Stn—i—m—Q'

L. 'hypothese que les deux populations ont
méme variance o2 est cruciale car on peut
de ce fait I'éliminer.

27



IC pour une difference de moyennes

En écrivant :

P(—b < T < b) = 0.95,

on obtient un intervalle de confiance de ni-
veau 95% pour pu1 — o :
X -V~ (ug —
p< (H1 — p2) <
R
autrement dit :

b

X—-Y—-bR<p;—pup<X-Y+bR,
ou b est le fractile d'ordre 0.975 de la loi
Stn—l—m—Q-
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IC pour une difféeérence de moyennes

Si les variances o7 et o3 sont connues et

éventuellement inégales, alors :
X =Y — (p1 — p2)

2 2

91 92

¢W+R

~ N(0,1).

Notons :

2 2

o o
Rg = \/—1 + 2.
n m

Alors, un intervalle de confiance de niveau
95% pour pu1 — po est donné par :

X —-Y —bRg < pp —pp <X —Y + bRy,

ou b désigne le fractile d'ordre 0.975 de |la loi
N(0,1)
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IC pour une difféeérence de moyennes

Exemple complémentaire. Soient Y7 ~
B(nl,pl) et Yo ~ B(ng,pz). Alors, on peut
écrire :

Y1:X1—|----—|-Xn1 et Y2=Zl—|----—|-Zn2
ou les X; ~ B(p1) (4 = 1,...,n7) sont des

variables de Bernoulli indépendantes et les
Z; ~B(py) (i=1,...,np) également.

Supposons de plus que (Xq,...,Xpn;) et
(Z1,...,2Zn,) sont indépendants.

Nous avons :

E(Y1/n1) =p1, V(Y1/n1) =p1(1 —p1)/m

et des formules analogues pour Y>.

30



IC pour une difference de moyennes

Par conséquent, pour n grand :

Y1 Y13
— — (p1 — p2)
ny N
divisé par :
\/pl(l — p1) n p2(1 —po2)
1 no

suit approximativement la loi N'(0,1).

Mais cette expression ne peut étre utilisée
pour construire des intervalles de confiance
pour p1 —po car le dénominateur fait interve-
nir les quantités inconnues py et p»>.

Toutefois, Y1 /nq1 converge en probabilité vers
p1 et Yo/no converge en probabilité vers ps.

On remplace donc, en pratique, p1 par Yi/nq
et po par Yo/no dans le déominateur.
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IC pour la variance

Soit Xq,..., Xy un échantillon i.i.d. associé a

une v.a.r. X de loi N(u,02) ol p et o2 sont
inconnues.

Alors :

nS2

2
=~ x(n—1
s~ —1)

Notons h,,_1(z) la densité de la loi x2(n — 1)
et soient a et b tels que :

b
/ hy,_1(x)dr =1 — «.
a

32



IC pour la variance

Alors :

SQ

Pla< 2 <b)=1-a,

o
c'est-a-dire que :

2 2

nS< < 52 < nS<
b — —a

est un intervalle de confiance de niveau 1 — «

pour o2.

33



IC pour la variance

En pratique, a et b sont déterminés de facon
a Vveérifier :

/boo hy_1(x)dx = /_aoo hy,—1(x)dx.

Par exemple, en notant H,,_1(xz) la fonction
de répartition de la loi x2(n—1) et pour a =
0.05, on pose :

H, 1(a) 0.025
H, 1(b) = 1-0.025=0.975

ce qui permet de déterminer a et b.
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IC pour la variance

Remarque. Dans le développement précé-
dent, u est inconnue. Si p est connue, on
peut exploiter ce fait pour obtenir un meilleur
intervalle de confiance.

En effet, nous avons alors :

i(Xi_N

1=1

)2 ~ x2(n).

Notons :
& 2
W=> (X;—n)
i=1

et soient a et b tels que fCIL’ hn(x)der = 1 — «,
ol hyn(z) désigne la densité de la loi x2(n).
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IC pour la variance

Alors :
%%
P(QS_QSI?):]-_O%
o
d’'ou l'intervalle de confiance de niveau 1 — «

pour o2 :
W

%SUQS

a
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IC pour un rapport de variances

Soit Xq,...,Xy un échantillon i.i.d. associé a
une v.a.r. X de loi N'(u1,0%) et soit Yi,..., Y
un échantillon i.i.d. associé a une v.a.r. Y de
lOi ./\/‘(,UQ,O'%).

On suppose de plus que (Xq,...,Xp) et
(Y1,...,Ymn) sont indépendants.

Alors :

g2
SR xXP(ni- 1) (1=1,2).

g,

Par conséquent :

(n2S5/05)/(n2 — 1)
(n15%/07)/(n1 — 1) Fry—1m1-1-
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IC pour un rapport de variances

Mais :

V2 =n;82/(n;—1) (i=1,2)

1

sont les estimateurs sans biais usuels de la
variance et on a donc, d'apres ce qui précede :
2 2
Vior

—1n1—1
V2 0.2 n ’
1 -2

ce qui permet d'obtenir un intervalle de
confiance pour o%/05 de la facon habituelle.
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