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Notations

Notation matricielle :
[ ] matrice
( ) vecteur colonne
< > vecteur ligne
Notation indicielle :
a : : : h concerne les coordonn�ees dans le rep�ere cart�esien (variant de 1 �a 3)
i : : : q concerne les coordonn�ees curvilignes (variant de 1 �a 3)
� : : : ! concerne les coordonn�ees curvilignes (variant de 1 �a 2)

Alg�ebre

a; : : : ; z; A; : : : ; Z scalaire (2 IR)�!a ; : : : ;�!z vecteurs (2 IRn)
A
�
; : : : ; Z

�
tenseurs (2 IRn)

Æij = Æij = Æij symbole de Kronecker
Id
�

tenseur identit�e

eijk composantes du tenseur permutation
�ijk composantes du tenseur permutation absolu
k �!a k norme euclidienne du vecteur �!a
ja
�
j = det

h
a
�

i
d�eterminant du tenseur a

��!a :
�!
b produit scalaire des vecteurs �!a et

�!
b

�!a ^ �!
b produit vectoriel des vecteurs �!a et

�!
b

a
�

: b
�

produit contract�e des tenseurs a
�
et b

�

a
�

 b

�
produit tensoriel des tenseurs a

�
et b

�

�i param�etrage curviligne
�ijk symbole de Christo�el de premi�ere esp�ece
�i

j
k symbole de Christo�el de seconde esp�ece
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1.1 Espace vectoriel sur un corps C (ex : IR)

D�e�nition : L'Espace Vectoriel, not�e EV , est un espace E de vecteurs �!x ; �!y ; �!z ; : : :
ayant les propri�et�es suivantes :

1. Op�erations d'addition (loi de composition interne)

(a) commutativit�e : �!x +�!y = �!y +�!x
(b) associativit�e : �!x + (�!y +�!z ) = (�!x +�!y ) +�!z
(c) �el�ement neutre : 9 un vecteur nul

�!
O j �!x +

�!
O = �!x

(d) �el�ement sym�etrique : 9 pour chaque vecteur, un vecteur oppos�e not�e ��!x tel

que : �!x + (��!x ) =
�!
O

2. Op�erations de multiplication par un scalaire (loi de composition externe)
8 2 r�eels � et �, on a :

(a) 1�!x = �!x
(b) associativit�e : � (��!x ) = (��) �!x
(c) distributivit�e des scalaires par rapport �a l'addition : (� + �) �!x = � �!x +� �!x
(d) distributivit�e des vecteurs par rapport �a l'addition :

� (�!x +�!y ) = � �!x + � �!y
La dimension d'un espace vectoriel est le nombre maxi de vecteurs lin�eairement
ind�ependant. Ces vecteurs lin�eairement ind�ependants forment une base.

Rappel :

On appelle une famille un ensemble quelconque d'�el�ements d'un EV E.

{ On dit qu'une famille est une famille lin�eairement ind�ependante ou encore est
une famille libre de E si toute combinaison lin�eaire d'un nombre �ni de
vecteurs de cette famille est nulle et si tous ses coeÆcients scalaires sont
nulles, soit :

NX
i=1

�i

�!
Vi =

�!
0 () 8 i �i = 0

{ On dit qu'une famille est une famille lin�eairement d�ependante ou encore est
une famille li�ee si :

NX
i=1

�i

�!
Vi =

�!
0 ()8 i �i 6= 0

1.2 Sous Espace Vectoriel

D�e�nition : On appelle Sous Espace Vectoriel, not�e SEV , d'un espace vectoriel E,

toute partie
�!
V de E telle que :

8 �!x ; �!y 2 �!
V et � 2 IR : �!x +�!y et ��!x 2 �a

�!
V
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On montre que
�!
V est alors un EV .

1.3 Espace Vectoriel Euclidien

D�e�nition : L'Espace Vectoriel Euclidien, not�e EV E, est un espace vectoriel poss�edant
une op�eration particuli�ere, le produit scalaire qui s'�ecrit :

8 �!x ; �!y et �!z ; on a : �!x et �!y ! �!x : �!y 2 IR

Il poss�ede les propri�et�es suivantes :

1. commutativit�e : �!x : �!y = �!y : �!x
2. associativit�e : � (�!x : �!y ) = (��!x ) : �!y
3. distributivit�e : �!x : (�!y +�!z ) = �!x : �!y +�!x : �!z
4. Si �!x : �!y =

�!
0 : 8�!x =) �!y = 0

5. norme associ�ee au produit scalaire : k�!x k =
p
(�!x : �!x ) (�!x : �!x )

Remarque : L'espace EV E est proprement euclidien si : k�!x k � 0.

1.4 Espace aÆne

D�e�nition : L'espace aÆne est un espace ponctuel � muni d'une origine O, associ�e avec
un EV , not�e E tel que :(

8 A et B 2 � ; 9 �!a 2 E j �!
AB = �!a

8 �!a 2 E ; 9! A 2 � j �!
OA = �!a

Soit (�!ei ) avec i = 1; : : : ; n une base d'un EV E, de dimension n. (O;�!ei ) forme une
base (ou un rep�ere) de l'espace aÆne.

1.5 Espace aÆne euclidien

D�e�nition : C'est un espace aÆne associ�e avec un espace vectoriel Euclidien.

On d�e�nit la distance entre 2 points A et B par :

AB = k�!ABk

Remarque : L'espace aÆne est proprement euclidien si : AB � 0.
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2.1 Extension de la notion de vecteurs et scalaires

Les vecteurs et scalaires permettent de repr�esenter un grand nombre de grandeurs
physique :

{ �energie, puissance ! scalaire,

{ force, vitesse ! vecteur.

D'o�u l'int�erêt de d�evelopper et de codi�er les di��erentes op�erations que l'on peut e�ec-
tuer sur les vecteurs et les scalaires (cf. chap. 1 sur les espaces vectoriels).

En fait, la notion de vecteurs peut être consid�er�ee comme une extension de la notion
de scalaires. En e�et, un vecteur exprim�e dans une base est repr�esent�e par un tableau
unidimensionnel de scalaires, c'est-�a-dire ses coordonn�ees :

�!
V = V i�!ei (2.1)

Dans certaines branches de la physique (ex : la m�ecanique), on a besoin pour repr�esenter
certaines grandeurs, de tableaux multidimensionnels :

Ex : matrice des contraintes �ij avec

8<:
i = 1; : : : ; 3
et
j = 1; : : : ; 3

Ces tableaux sont les composantes d'un tenseur exprim�e dans un rep�ere particulier :
les tenseurs sont donc une extension ou une g�en�eralisation de la notion de
vecteurs[2], [1], [3].

Cette notion de tenseurs est fondamentale en M�ecanique, en Physique, etc; elle est assez
complexe mais elle permet de repr�esenter les grandeurs physiques, les interpr�eter et faire
les calculs dans n'importe quelle base. Elle devient extrêmement simple et pratique dans
le cas d'un espace vectoriel euclidien.

Dans ce cours, nous allons d�e�nir, dans un premier temps, de mani�ere abstraite les
espaces de tenseurs ainsi que les r�egles qui les r�egissent. Dans un deuxi�eme temps, nous
d�e�nirons des tenseurs particuliers au domaine de la g�eom�etrie di��erentielle (ex : ten-
seur m�etrique, tenseur des courbures). Grâce �a l'op�eration de changement de base, nous
donnerons ensuite une d�e�nition math�ematique de la notion de tenseur.

Convention d'Einstein : Dans la suite du cours, nous utiliserons la notation d'Ein-
stein pour les indices muets : chaque fois qu'un indice (inf�erieur ou sup�erieur) est r�ep�et�e,
la somme est e�ectu�ee sur tous les termes en faisant varier les indices de 1 �a N (voir
�egalement relation (2.1)) :

Ex :

NX
i=1

ai x
i = a1 x

1 + a2 x
2 + a3 x

3 + � � �+ aN xN = ai x
i
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2.2 Produit tensoriel

2.2.1 Addition de 2 EV

Soient 2 EV , E et F de dimension n et p, de base (�!ei ) et
��!
fj

�
. La m�ethode classique

pour cr�eer un espace plus grand est d'ajouter les 2 EV .

Si ils sont disjoints, c'est-�a-dire : E
T
F = 0, on obtient un EV de dimension n + p

g�en�er�e par la base
��!ei ;�!fj �.

2.2.2 Produit tensoriel

Un espace des tenseurs (il peut en exister d'autres) est obtenu �a partir du produit
tensoriel d'espaces vectoriels de base. Le produit tensoriel de 2 EV permet d'obtenir

un espace de dimension n:p qui est �egalement un EV . On note cet espace : E 
 F . Il

est g�en�er�e par les vecteurs de base �!ei 
�!fj qui sont des vecteurs particuliers appel�es
tenseurs d'ordre n:p

Un �el�ement de E 
 F s'�ecrit :

T
�
= T ij�!ei 
�!fj (2.2)

o�u T ij sont les composantes du tenseur T
�
exprim�e dans la base �!ei 
�!fj . Ces

composantes sont identiques �a une matrice �a 2 dimensions.

On peut �egalement d�e�nir le produit tensoriel de plusieurs EV . Par exemple, �a l'ordre
3, on a : E 
 E 
 E. Un �el�ement de cet espace s'�ecrit : W

�
= W ijk�!ei 
�!ej 
�!ek

NB : D'une mani�ere pratique, dans la suite du cours, si il n'y a aucune indication
suppl�ementaire, E sera de dimension 3, c'est-�a-dire que l'espace E de r�ef�erence est l'espace
de base compos�e des vecteurs de base �!ei avec i = 1; : : : ; 3. Les tenseurs d'ordre 2 seront
rapport�es �a E 
 E, d'ordre 3 �a E 
 E 
 E, etc.

Propri�et�es de 

8�!x ; �!x1 ; �!x2 2 E et �!y ; �!y1 ; �!y2 2 F

1. Distributivit�e par rapport �a l'addition vectorielle :
�!x 
 (�!y1 +�!y2 ) = �!x 
�!y1 +�!x 
�!y2
(�!x1 +�!x2 )
�!y = �!x1 
�!y +�!x2 
�!y

2. Associativit�e : � (�!x 
�!y ) = (��!x )
�!y = �!x 
 (��!y )

En g�en�eral, il n'y a pas commutativit�e : �!x 
�!y 6= �!y 
�!x



Chapitre 2. Introduction �a la notion de tenseurs 13

Remarque : On peut �egalement repr�esenter les tenseurs sous forme de vecteurs uni-
colonne puisqu'un espace de tenseurs est un EV , c'est l'op�eration de contraction d'indices
(voir �egalement x2.6).

On consid�ere l'EV de dimension 2, obtenu par le produit tensoriel de E
E. On note :

�!e1 
�!e1 =
�!
U1

�!e2 
�!e2 =
�!
U2

�!e1 
�!e2 =
�!
U3

�!e2 
�!e1 =
�!
U4

Et on a alors :

T
�

= T 11 �!e1 
�!e1 + T 22 �!e2 
�!e2 + T 12 �!e1 
�!e2 + T 21 �!e2 
�!e1
= �1 �!

U1 + �2 �!
U2 + �3 �!

U3 + �4 �!
U4

Soit : T
�
= T ij|{z}

i et j=1:::2

�!ei 
�!ej = �k|{z}
k=1:::4

�!
Uk

Donc : T 11 = �1; T 22 = �2; T 12 = �3; T 22 = �4

Le fait d'utiliser des indices doubles, triples, etc permet en fait une plus simple mani-
pulation.

2.3 Base duale

2.3.1 Produit scalaire dans une base ~ei

Soit un EV euclidien E rapport�e �a une base �!ei .

8 �!x et �!y ; 9 xi et yj 2 IR j �!x = xi�!ei et �!y = yj�!ej

On d�e�nit classiquement l'op�eration du produit scalaire des 2 vecteurs �!x et �!y par :

�!x : �!y = xi yj �!ei : �!ej (2.3)

Dans le cas d'une base orthonorm�ee, il apparâ�t :

�!ei : �!ej =

�
1 si i = j

0 si i 6= j

(2.4)
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2.3.2 Utilisation du symbole de Kronecker

On d�e�nit alors un symbole, appel�e symbole de Kronecker qui donne :

Æij = Æij = Æij =

�
1 si i = j

0 si i 6= j

(2.5)

Si �!ei est une base orthonorm�ee, la relation (2.3) devient :

�!x : �!y = xi yi Æii = xi yi (2.6)

2.3.3 Base duale

De mani�ere �a obtenir une formule analogue �a l'�equation (2.4), mais pour tout EV

(c'est-�a-dire pour une base quelconque �!ei ), on d�e�nit une base duale �a �!ei , not�ee
�!
ei ,

telle que :

�!ei :
�!
ej = Æij

(2.7)

D�emo : On consid�ere le rep�ere de r�ef�erence �xe
�!
Ii . Chaque vecteur de base �!ei se

d�ecompose dans
�!
Ik par le changement de base suivant :

�!ei = �k
i

�!
Ik

o�u �k
i est la matrice de changement de base :

�!
Ik ! �!ei c'est-�a-dire que �k

i est la k i-�eme

composante du vecteur �!ei sur la base
�!
Ik .

De même, on suppose qu'il existe une base telle que :
�!
ej = �

j
l

�!
Il

L'�equation (2.7) devient :

�!ei :
�!
ej = Æij = �k

i

�!
Ik �

j
l

�!
Il = �k

i �
j
l Ækl = �k

i �
j
k = Æij

Donc sous forme matricielle : �
�k
i

�
:
�
�
j
k

�
= [Id]

�!ei �etant une base, la matrice
�
�k
i

�
a un d�eterminant non nul et on peut donc l'inverser :�

�k
i

�
=
�
�
j
k

��1
(matrice inverse)

Donc
�!
ej forme donc une base appel�ee base duale de �!ei .



Chapitre 2. Introduction �a la notion de tenseurs 15

Interpr�etation g�eom�etrique : Un vecteur dual
�!
ei est orthogonal �a tous les vecteurs

de la base naturelle d'indice di��erent et est tel que son produit scalaire avec celui de même
indice est �egal �a 1.

Exemple : Soit un EV �a 2 dimensions o�u la base �!ei est une base non-orthogonale (voir
�gure (2.1)).

e 1

θ

e
e

e

1

2

2

Fig. 2.1 { Base naturelle ~ei et duale ~ei

D'apr�es la relation (2.7), on a :
�!
e1 : �!e2 = Æ21 = 0 =) �!

e1?�!e2 ! d'o�u la direction de�!
e1 ,

De même :
�!
e1 : �!e1 = Æ11 = 1 = cos � k�!e1 k k�!e1 k

Comme cos � 6= 0 sinon �!e1 colin�eaire �a
�!
e1 , on a : k�!e1 k =

1

k�!e1 k cos � ! la direction

de
�!
e1

! idem pour la construction de
�!
e2

2.3.4 D�e�nition g�en�erale du produit scalaire

En exprimant les vecteurs �!x et �!y dans la base duale
�!
ei , il vient :

8 �!x et �!y ; 9 xi et yi 2 IR j �!x = xi
�!
ei et �!y = yj

�!
ej (2.8)

Pour tout type de base, il est alors possible de d�e�nir le produit scalaire sous la
forme :

�!x : �!y =

8>>><>>>:
X i�!ei : yj

�!
ej = X i yj

�!ei :
�!
ej = X i yj Æ

i
j = X i yi

ou

xi
�!
ei : Y j�!ej = xi Y

j
�!
ei : �!ej = xi Y

j Æ
j
i = xi Y

i
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2.3.5 Composantes contravariantes et covariantes

D'apr�es la relation (2.8), 8 �!x , il existe 2 composantes possibles di��erentes X i et xi de
ce vecteur telles que :

�!x = X i�!ei = xi
�!
ei (2.9)

o�u par rapport �a la base �!ei :
{ X i sont les composantes contravariantes de �!x
{ xi sont les composantes covariantes de �!x

Interpr�etation g�eom�etrique :

e1

e2
X2

e1X1

e1

e1

e2

x e2

X

e2

2

x
1

Fig. 2.2 { Composantes covariantes et contravariantes

{ les xi sont les composantes covariantes de �!x (projection orthogonale de �!x sur la
base �!ei ),

{ les X i sont les composantes contravariantes de �!x (projection oblique de �!x sur la
base �!ei ).

Dans une base orthonorm�ee, les composantes covariantes et contravariantes sont �egales.

2.4 Changement de base pour les composantes d'un

vecteur

Soit un EV euclidien E, rapport�e �a une base �!ei et la base duale associ�ee
�!
ei .

On consid�ere une nouvelle base not�ee
�!
Ei telle que :

�!
Ei = �

j
i
�!ej (2.10)
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o�u �
j
i est la matrice de changement de base : �!ej ! �!

Ei .

Pour la base duale, on aura une relation du type :

�!
Ei = �i

j

�!
ej (2.11)

Par d�e�nition, on aura :

�
j
i �

k
j = Æik

(2.12)

ce qui peut s'�ecrire sous forme matricielle :�
�
j
i

�
=
�
�i
j

��1

Remarque : Sous forme matricielle, on notera :

{ indice sup�erieur pour l'indice de colonne,

{ indice inf�erieur pour l'indice de ligne.

2.4.1 Etude du comportement des composantes contravariantes

dans un changement de base

8 �!x 2 E; on peut �ecrire :8>>><>>>:
�!x = xj �!ej =) �!x :

�!
ek = xj �!ej :

�!
ek = xjÆ

j
k = xk

ou

�!x = X i
�!
Ei = X i �

j
i
�!ej =) �!x :

�!
ek = X i �

j
i
�!ej :

�!
ek = X i �

j
i Æ

j
k = X i �k

i

Donc : xk = �k
i X

i

Ou : X i|{z}
nouvelle composante

= �i
k xk|{z}
ancienne composante

Alors que :
�!
Ei|{z}

nouveau vecteur

= �k
i

�!ek|{z}
ancien vecteur

Les composantes xk se transforment de mani�ere "contraire" au comporte-
ment des vecteurs de la base initiale �!ei lors d'un changement de base:
! composantes contravariantes.
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2.4.2 Etude du comportement des composantes covariantes dans

un changement de base

Dans la base duale, on a �egalement :8<:
�!x = xj

�!
ej =) �!x : �!ek = xj

�!
ej : �!ek = xjÆ

k
j = xk

�!x = Xi

�!
Ei = Xi �

i
j

�!
ej =) �!x : �!ek = Xi �

i
j

�!
ej : �!ek = Xi �

i
j Æ

k
j = Xi �

i
k

Donc : xk = �i
kXi

Ou �egalement: Xi|{z}
nouvelle composante

= �k
i xk|{z}
ancienne composante

Alors que :
�!
Ei|{z}

nouveau vecteur

= �k
i

�!ek|{z}
ancien vecteur

Les composantes xk se transforment de mani�ere "identique" au comporte-
ment des vecteurs de la base initiale �!ei lors d'un changement de base :
! composantes covariantes.

2.5 Changement de base pour les composantes d'un

tenseur

On consid�ere un tenseur d'ordre 2 : T
�
= T ij�!ei 
�!ej

En fait, en utilisant la base duale, on peut d�e�nir 4 types de composantes :

T
�
= T i

:

:

j
�!ei 


�!
ej = T :

i
j
:
�!ej 


�!
ei = T ij�!ei 
�!ej = Tij

�!
ei 
�!ej (2.13)

D'o�u 4 types de changement de base, avec :
�!
Ek = �i

k
�!ei et

�!
Ek = �k

i

�!
ei

. 1er cas :

T
�
= T ij�!ei 
�!ej = T

0kl
�!
Ek 
�!El = T

0kl �i
k �

j
l
�!ei 
�!ej

La d�ecomposition �etant unique, on a donc :

T ij = T
0kl �i

k �
j
l

! composantes 2 fois contravariantes (2.14)

ou l'inverse : T
0kl = T ij �k

i �
l
j
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. 2�eme cas :

T
�
= Tij

�!
ei 
�!ej = T 0

kl

�!
Ek 
�!El = T 0

kl �
k
i �

l
j

�!
ei 
�!ej

D'o�u :

Tij = T 0
kl �

k
i �

l
j

! composantes 2 fois covariantes (2.15)

ou l'inverse : T 0
kl = Tij �

i
k �

j
l

. 3�eme cas :

T
�
= T :

i
j
:

�!
ei 
�!ej = T 0:

k
l
:

�!
Ek 
�!El = T 0:

k
l
: �

k
i �

j
l

�!
ei 
�!ej

D'o�u :

T :
i
j
: = T 0:

k
l
:�

k
i �

j
l
! composantes mixtes 1 fois covar: et 1 fois contravar: (2.16)

. 4�eme cas :

T i
:

:

j = T 0k
:

:
l�

i
k�

l
j
! composantes mixtes 1 fois contravar: et 1 fois covar: (2.17)

Ces cas se g�en�eralisent pour un tenseur d'ordre n :

8 T
�
= T i1 i2::: ir

: :

: :

ir+1 ir+2::: in| {z }
comp: mixtes r fois contravar: et (n�r) fois covar:

�!ei1 
 � � � 
 �!eir 

��!
eir+1 
 � � � 
 �!ein

Par changement de base, on obtient :

T i1 ::: ir
: :

: :

ir+1 ::: in
= �i1

k1
: : : �ir

kr
�
kr+1
ir+1

: : : �kn
in

T 0k1::: kr
: :

: :

kr+1::: kn
(2.18)

Cette formule est un crit�ere de tensorialit�e, c'est-�a-dire que tout �el�ement
ayant des composantes qui satisfait �a cette relation lors d'un changement de
base est un tenseur.

Cette d�e�nition est la v�eritable d�e�nition d'un tenseur. Pour v�eri�er qu'un tenseur est
bien un tenseur, il faudra que ses composantes v�eri�ent cette �equation (2.18).

2.6 Op�erations sur les tenseurs

On peut d�e�nir des op�erations entre les tenseurs qui donnent comme r�esultat un tenseur.
D'une mani�ere pratique, on retrouve en physique une signi�cation �a ces op�erations.
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Remarque : Dans toutes les d�emonstrations, on utilise des tenseurs d'ordre 2 par sim-
plicit�e et on fait un choix arbitraire de composantes contravariantes.

2.6.1 Addition et multiplication par un scalaire

�
�
T
�
+ V

�

�
= �

�
T ij + V ij

��!ei 
�!ej
2.6.2 Produit tensoriel

Voir aussi le paragraphe x2.2.2.

T
�

 V

�
=W

�
= T ijV kl�!ei 
�!ej 
�!ek 
�!el
= W ijkl�!ei 
�!ej 
�!ek 
�!el

o�u T
�
et V

�
appartiennent �a l'espace des tenseurs d'ordre 2 et W

�
appartient �a l'espace des

tenseurs d'ordre 4.

2.6.3 Contraction

1er exemple

Soit un tenseur du 4�eme ordre Alm
::

::

rs dans un EV de dimension 3. La contraction par
rapport au 1er indice et dernier indice consiste �a d�e�nir un nouveau tenseur en prenant
l = s, soit : Alm

::

::

rl. Cette op�eration conduit �a supprimer 2 indices et donnent un tenseur
d'ordre 2, B

�
tel que :

Bm
:
:
r = Alm

::

::

rl = A1m
::

::

r1 + A2m
::

::

r2 + A3m
::

::

r3
(2.19)

D�emo : Pour v�eri�er que la grandeur Bm
:
:
r est un tenseur, il faut v�eri�er le test du

changement de base, soit :

Bm
:
:
r = B0i

:

:

j �
m
i �j

r = A0li
::

::

jl �
m
i �j

r

D'apr�es la relation (2.19) et (2.18), on a :

Bm
:
:
r = Alm

::

::

rl = A0ki
::

::

jf �
m
i �j

r �
l
k �

f
l| {z }

Æk
f

= A0ki
::

::

jf �
m
i �j

r Æ
k
f

Et on v�eri�e bien que Bm
:
:
r = A0ki

::

::

jk �
m
i �j

r
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2�eme exemple

Soit un tenseur du 2�eme ordre : S
�
= Sm

r
�!em 
 �!er . La contraction par rapport �a l'indice

m et r donne :

Sm
m = S1

1 + S2
2 + S3

3 = scalaire appel�e trace du tenseur

= trace
�
S
�

�
(2.20)

Puisque trace
�
S
�

�
est un scalaire, il ne d�epend pas du syst�eme d'axe choisi : on dit que

cette grandeur est un invariant.

2.6.4 Produit Contract�e

Le produit contract�e est un produit de tenseur dans lequel on contracte �egalement les
indices.

1er exemple : cas des vecteurs (produit scalaire)

�!x : �!y = xi yi ! produit 1 fois contract�e de vecteurs.

2�eme exemple : cas des tenseurs du 2�eme ordre

1. On admet que le produit 1 fois contract�e de tenseurs du 2�eme ordre donne :
S
�
: T
�
=W

�
tel que :

8>>>><>>>>:
W ij = Sil T

j
l = Si1 T

j
1 + Si2 T

j
2 + Si3 T

j
3 = Si

l T
lj

ou

W
j
i = Sl

i T
j
l = Sil T

lj

ou
Wij = Sil T

l
j = Sl

i Tlj

Par contre, on a : S
�
: T
�
6= T

�
: S
�

que l'on peut "pr�esentir" par le fait que la

multiplication entre matrices n'est pas commutative.

2. On admet que le produit 2 fois contract�e de tenseurs du 2�eme ordre correspond �a un
produit scalaire. On a 2 d�e�nitions possibles, suivant la notation utilis�ee :

(i) : T
�

: S
�
= T ij Sij = scalaire

(ii) : T
�
:: S

�
= T ij Sji = scalaire

En g�en�eral : T ij Sij 6= T ij Sji
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Remarque : Grâce au produit contract�e, on peut d�e�nir un tenseur d'ordre 2 comme
un op�erateur lin�eaire sur les vecteurs. Par exemple, on peut d�e�nir un tenseur T

�
tel que :

8 �!x 2 E; 9 T
�
j : �!x ! �!y = T

�
: �!x

yi = T ij xj

Ce produit 1 fois contract�e permet de passer d'un vecteur �!x �a un autre vecteur �!y .

2.6.5 Tenseur particulier

a. Tenseur sym�etrique du 2�eme ordre

T
�
est sym�etrique ()

8>>>><>>>>:
T ij = T ji

ou
T i
:

:

j = T j
:

:

i = T :
i
j
:

ou
Tij = Tji

b. Tenseur anti-sym�etrique du 2�eme ordre

T
�
est anti� sym�etrique ()

8>>>><>>>>:
T ij = �T ji

ou
T i
:

:

j = �T j
:

:

i

ou
Tij = �Tji

c. Cas d'un tenseur d'ordre > 2

Un tenseur peut être sym�etrique ou anti-sym�etrique par rapport �a une paire d'indice :

T ijk = T kji (sym�etrie par au 1er indice et 3�eme indice)
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3.1 D�e�nitions

Soit un EV euclidien E, rapport�e au rep�ere cart�esien absolu
�!
Ii et une base quelconque�!ei . D'apr�es la relation (2.9), 8 �!x 2 E, on peut exprimer ce vecteur dans la base

naturelle ou duale par :

�!x = xi�!ei ou �!x = xj
�!
ej (3.1)

Les composantes d'un vecteur sont donc obtenues par :

�!x : �!ei = xj
�!
ej : �!ei = xj Æ

i
j = xi

Grâce �a la relation (3.1), on peut �egalement remarquer que :

xi =
�!x : �!ei = xj �!ej : �!ei

Ce qui permet d'introduire une nouvelle grandeur telle que :

gij = gji =
�!ei : �!ej = �!ej : �!ei (3.2)

introduisant une relation entre les composantes covariantes et contravariantes :

xi = gij x
j (3.3)

De la même mani�ere, on a :

xi = xj
�!
ei :

�!
ej = xj g

ij

xi = xj �!ej :
�!
ei = xj Æij = xj gij = xj g

j
i

Les grandeurs gij apparaissent comme les composantes d'une op�eration lin�eaire qui �a
un vecteur fait correspondre le même vecteur. C'est un tenseur (voir d�emo en exo) appel�e
tenseur fondamental ou tenseur m�etrique ou tenseur unit�e tel que :

g
�
= gij

�!
ei :

�!
ej = gij �!ei : �!ej = Æ

j
i
�!ei :

�!
ej = Id (3.4)

Remarque : Cette notion de tenseur m�etrique est essentielle. Ce tenseur a un rôle
particulier, il permettra d'introduire la notion de d�eformation en grandes transformations
dans le cours de M�ecanique des Milieux Continus.
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3.2 Propri�et�es

{ gij =
�!ei : �!ej = k�!ei k k�!ej k cos (�!ei ;�!ej )

{ gii repr�esente le carr�e le carr�e de la longueur de �!ei :

gii =
�!ei : �!ei = k�!ei k k�!ei k cos (�!ei ;�!ei )| {z }

=1

{ On note le d�eterminant de gij : det [gij] = g

g = det [gij] =j gij j= det

24 g11 g12 g13
g21 g22 g23
g31 g32 g33

35 (3.5)
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4.1 Rep�eres rectilignes et curvilignes

La position d'un pointM peut être rep�er�e dans un syst�eme de r�ef�erence �xe orthonorm�e,

appel�e rep�ere cart�esien (ou rep�ere rectiligne)
�!
Ia . On a alors :

��!
OM =

�!
M = Xa (M)

�!
Ia = Xa

�!
Ia

(4.1)

Mais les coordonn�ees Xa peuvent être fonctions de param�etres �i avec i = 1; : : : ; 3. On
a ainsi : �i 2 IR *) M (�i)

Dans le cas g�en�eral, les termes Xa sont des fonctions non-lin�eaires de �i. On a alors :

��!
OM =

�!
M = Xa (�i)

�!
Ia

(4.2)

Les �i forment un syst�eme de coordonn�ees appel�ees coordonn�ees curvilignes. Ces
coordonn�ees d�e�nissent un rep�ere curviligne �!gi qui �evolue dans le temps et d�epend du
point M choisi :

�!gi =
@
��!
OM

@�i
=

@Xa (�i)

@�i
�!
Ia = Xa

;i

�!
Ia

(4.3)

Remarque : On suppose que les fonctions Xa (�i) sont n fois di��erentiables par rapport
�a �i.

I

I1

3

I

3

3

2

1
g

g

g

θ

θ

θ

2

1

O

M

2

Fig. 4.1 { D�e�nition des vecteurs de base gi

Les vecteurs �!gi sont tangents �a la courbe d�ecrite par M lorsque seul le param�etre �i

varie (voir �gure(4.1)).
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La base �!gi (base naturelle) est appel�ee �egalement base curviligne relativement
au param�etrage �i.

On a une relation entre Xa et �i d�e�nit par la transformation des coordonn�ees Xa ! �i

et caract�eris�e par la matrice jacobienne :

[J ] =

�
@Xa

@�i

�
(4.4)

Dans le cas o�u le d�eterminant de la matrice jacobienne de la transformation :

fi : Xa ! �i est di��erent de 0; la transformation est r�eversible:

Il existe alors la fonction : pi : �i ! Xa, et donc fi et pi sont des bijections.

4.2 Changement de base

Soit 2 param�etrages curvilignes �i et �0i et les bases curvilignes associ�ees �!gj et
�!
g0i.

Supposons que l'on peut exprimer
�!
g0i en fonction de �!gj , c'est-�a-dire qu'il existe la

matrice de changement de base �j
i telle que :

�!
g0i = �

j
i
�!gj (4.5)

Cherchons �a expliciter les termes �j
i .

On sait que : �!gj =
@
�!
M

@�j
=
@Xk

@�j
�!
Ik et

�!
g0i =

@Xk

@�0i
�!
Ik

Donc avec la relation (4.5) :

@Xk

@�0i
�!
Ik = �

j
i

@Xk

@�j
�!
Ik

Or, on peut �ecrire :
@Xk

@�0i
=
@Xk

@�j
:
@�j

@�0i
, donc on obtient :

�
j
i =

@�j

@�0i
(4.6)

ce qui correspond �a la matrice jacobienne de la transformation �j ! �0
i.
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Soit un tenseur T
�
du 2nd ordre d�e�nit en un point M . On a :

T
�
= T ij�!gi 
�!gj = T 0ij

�!
g0i 


�!
g0j

On sait que : T ij = T 0kl �i
k �

j
l

D'apr�es (4.6), on a donc :

T ij = T 0kl @�
i

@�0k
@�j

@�0l
(4.7)

ce qui correspond �a une nouvelle d�e�nition du crit�ere de tensorialit�e que nous avons
d�ej�a vu au paragraphe x2.5.

ou encore :

T 0kl = T ij
@�0

k

@�i
@�0

l

@�j
(4.8)

Les r�egles de transformation des composantes d'un tenseur, n fois contravariant, p fois
covariant sont donn�ees par :

T 0i
0

1:::i
0

n
j0

1
:::j0

p
=
@�0

i0
1

@�i1
: : :

@�0
i0n

@�in
:
@�j1

@�0j
0

1

: : :
@�jp

@�0j
0

p
T i1:::in

j1:::jp

(4.9)

Remarque : Dans le cas o�u les grandeurs T ij sont d�e�nis 8 M et que la formule (4.7)
est v�eri��ee 8M , on parle de champ de tenseurs. Dans la pratique, c'est le cas le plus utilis�e
et on oublie souvent le terme "champ", on parle alors simplement de tenseur lorsqu'il n'y
a pas de confusion possible.

Exemple d'application : Soit un tenseur T
�

exprim�e dans la base naturelle �!gi , on
veut ces composantes dans le rep�ere absolu

�!
Ik :

On aura :

T
�
= T ij�!gi 
�!gj = T 0kl�!Ik 
�!Il

- m�ethode 1 : on utilise la formule de changement de base (4.7) o�u �i sont les an-
ciennes coordonn�ees et Xj sont les nouvelles coordonn�ees, soit :

T 0kl = T ij @X
k

@�i
@X l

@�j
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- m�ethode 2 :

T ij�!gi 
�!gj = T ij

�
@Xk

@�i
�!
Ik

�


�
@X l

@�j
�!
Il

�
= T ij @X

k

@�i
@X l

@�j
�!
Ik 
�!Il

= T 0kl�!Ik 
�!Il

4.3 Notion de tenseur absolu et relatif

Soit 2 syst�emes de coordonn�ees �i et �0i et la matrice jacobienne de passage d'un syst�eme
�a l'autre :

[J ] =

�
@�k

@�0i

�
(4.10)

Le jacobien de la transformation correspond au d�eterminant de la matrice jacobienne
J soit j J j.

On dit qu'un tenseur est relatif de poids M s'il se transforme selon la formule :

T 0kl = T ij j J jM @�0
k

@�i
@�0

l

@�j
(4.11)

Lorsque M = 0, on parlera de tenseur absolu. Dans la pratique, les seuls tenseurs
relatifs utilis�es seront de poids 1 ou �1.

A part les op�erations de changement de base, les op�erations sont identiques pour les
tenseurs relatifs et absolus.

NB : Le produit d'un tenseur relatif de poids �1 et d'un de poids 1 donne un tenseur
absolu. On peut toujours obtenir un tenseur absolu �a partir d'un tenseur relatif, soit en
le multipliant ou en le divisant par j J j.
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5.1 Tenseur permutation

On d�e�nit le symbole de permutation par : eijk = eijk tel que :

{ eijk = 1 pour toute permutation cyclique (ou paire) de 123 (ex : e231 ou e312),

{ eijk = �1 pour toute permutation anticyclique (ou impaire) de 123 (ex : e213 ou e321
ou e132),

{ eijk = 0 lorsque 2 ou 3 indices sont �egaux (ex : e112 = 0).

Il existe 27 s�equences possibles.

Le symbole de permutation est utilis�e pour le calcul du d�eterminant.

On cherche �a calculer le d�eterminant du 3�eme ordre :

j aij j =
a11 a21 a31
a12 a22 a32
a13 a23 a33

Par d�e�nition, on a:

j aij j =
P3

ijk� ai1 a
j
2 a

k
3

(5.1)

o�u � respecte la r�egle du tenseur de permutation.

Donc le calcul du d�eterminant donne :

j aij j = eijk a
i
1 a

j
2 a

k
3 = eijk a1i a

2
j a

3
k

(5.2)

Exemple : Expression d'un tableau de nombre anti-sym�etrique (d'ordre 3) :

Le tableau amnp est anti-sym�etrique lorsque pour toute intervention impaire d'indice,
on obtient une valeur oppos�ee, c'est-�a-dire :

amnp= �anmp=anpm= �apnm

Donc : annp= �annp= 0) 0 = anpn=apnn=annm

En utilisant le symbole de permutation, on a : amnp=a123emnp

5.1.1 Expression g�en�erale du d�eterminant

On consid�ere l'expression :

eijk a
i
r a

j
s a

k
t (5.3)
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Puisque les indices k et i sont muets, on peut �ecrire :

(5:3) = ekji a
k
r a

j
s a

i
t = ekji a

i
t a

j
s a

k
r = �eijk ait ajs akr

Ce qui montre que la relation (5.3) correspond �a un tableau anti-sym�etrique, et donc :

(5:3) =
�
eijk a

i
1 a

j
2 a

k
3

�
erst = j aij j erst

D'o�u :

eijk a
i
r a

j
s a

k
t = j aij j erst (5.4)

L'expression (5.4) permet de montrer que :

j aij j j bji j=j ail blj j et j gij j = g =j gij j�1

5.1.2 Passage entre 2 bases naturelles

Supposons que l'on passe d'un syst�eme d'axe �a un autre :

�!gi �! �!gi 0 et �i �! �
0i

La matrice de passage est [J ] = [
@�j

@�
0i
] et son d�eterminant est not�e a.

On sait que : �!gi 0 = �
j
i
�!gj avec �j

i =
@�j

@�
0i
.

On calcule le d�eterminant du tenseur m�etrique :

g0 =j g0ij j=j gkl �k
i �

l
j j=j gkl j j �k

i j j �l
j j= g j J j j J j

Donc :

g0 = g a2 (5.5)

g et g0 sont des scalaires qui lors d'un changement de base varient : ce sont des scalaires
relatifs de poids 2.

5.1.3 Passage entre le rep�ere absolu et le param�etrage �i

On consid�ere le changement de base :

X i �! �i
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Dans le rep�ere de r�ef�erence absolu, de coordonn�ees X i, on a :

~Ii =
�!gi =

�!
gi =

@Xj

@X i
~Ij

D'o�u : gij = gij = Æij et il vient alors : j gij j= g = 1

Dans le rep�ere curviligne, de param�etrage �i :

�!gi 0 = @Xj

@�
0i
~Ij avec : g0 =j gij j= g et J =

�
@Xj

@�
0i

�
D'apr�es la relation (5.5), on a donc :

g =j J j2 (5.6)

5.2 Tenseur permutation absolu �

Dans le rep�ere de r�ef�erence absolu, on d�e�nit un nouveau tenseur de permutation tel
que : �ijk = eijk dont les composantes s'�ecrivent :

�
�
= �ijk

�!
Ii 
�!Ij 
�!Ik

Pour passer dans le rep�ere curviligne �!gi , il faut e�ectuer un changement de base :

eijk = �rst
@X i

@�r
@Xj

@�s
@Xk

@�t

ou le changement de base inverse :

�ijk = erst
@�i

@Xr

@�j

@Xs

@�k

@X t

D'apr�es la d�e�nition des d�eterminants (5.4), on a :

�ijk =j @�
p

@Xe
j eijk

On sait que : j @X
e

@�p
j= p

g donc : j @�
p

@Xe
j= 1p

g

Et donc :

�ijk =
1p
g
eijk

(5.7)
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On montre de la même mani�ere que :

�ijk =
p
g eijk (5.8)

5.3 Produit vectoriel (cross product en anglais)

On g�en�eralise le produit vectoriel traditionnel par la notation :

�!gi ^ �!gj = �ijk
�!
gk (5.9)

On a �egalement :

�!
gi ^ �!gj = �ijk �!gk (5.10)

Remarque : Dans le rep�ere de r�ef�erence absolu, on retrouve :

~I1 ^ ~I2 =
�!g1 ^ �!g2 = �123

�!
g3 = ~I3

Propri�et�es :

1. Anti-sym�etrique :

{ pour la base naturelle : �!gi ^ �!gj = �ijk
�!
gk = ��jik

�!
gk = ��!gj ^ �!gi

{ pour la base duale :
�!
gi ^ �!gj = ��!gj ^ �!gi

2. le vecteur obtenu est normal �a chaque vecteur du produit vectoriel (si le produit est

non nul). Soit :
�!
gk est ? �a �!gi et �!gj si i 6= j, j 6= k et i 6= k

3. le produit vectoriel de 2 même vecteur est nul :

�!gi ^ �!gi = �iik
�!
gk = ~0

4. distributivit�e :

(��!gi + ��!gj ) ^ �!gk = � (�!gi ^ �!gk ) + � (�!gj ^ �!gk )

On �etend le produit vectoriel �a tous vecteurs �a l'aide de la d�ecomposition dans la base
naturelle.
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On a : ~V = V i�!gi et ~W =W j �!gj , donc avec (5.9) :

~V ^ ~W = V iW j �!gi ^ �!gj = V iW j �ijk
�!
gk (5.11)

Que l'on peut aussi �ecrire avec (5.8) :

~q = ~V ^ ~W = V iW j �!gi ^ �!gj = V iW j eijk
p
g
�!
gk

Le produit vectoriel donne un vecteur identique 8 la base :

~V ^ ~W = V iW j eijk
p
g
�!
gk = V aW b �abc ~Ic = ~q

On sait �egalement que :

k~V ^ ~Wk = k~V k k ~Wk sin � avec � =
d�
~V ; ~W

�
Donc ~q = ~V ^ ~W repr�esente la surface du parall�elogramme de cot�e ~V et ~W .

5.4 Produit mixte

D�e�nition : le produit mixte est le produit scalaire d'un vecteur avec un produit vec-
toriel : �

~V ^ ~W
�
: ~T =

�
V iW j �ijk

�!
gk
�
:
�
T k�!gk

�
= V iW j T k �ijk (5.12)

Les 3 vecteurs jouent un rôle identique dans la formule :�
~V ^ ~W

�
: ~T = ~V :

�
~W ^ ~T

�
Le produit mixte de 3 vecteurs correspond au d�eterminant des composantes des vec-

teurs :

�
~V ^ ~W

�
:~T =

j j j
V i W j T k

j j j
(dans la base curviligne)

=
j j j
V a W b T c

j j j
(dans le rep�ere absolu)

= (volume du parrall�el�epip�ede form�e par ~V ; ~W; ~T )
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Remarque :

Cas particulier des vecteurs de la base naturelle :

�!g1 ^ �!g2 :�!g3 = �12k
�!
gk :�!g3 = �123

�!
g3 :�!g3 =

p
g

p
g est le volume du parall�el�epip�ede form�e par �!g1 , �!g2 et �!g3 . Ce volume est un scalaire

relatif de poids 1.

5.5 El�ement de surface et de volume

Un �el�ement de surface s'�ecrit : d ~A = d~r ^ d~s = dri dsj eijk
p
g
�!
gk

D'o�u les composantes :

dAk = dri dsj �ijk (5.13)

Un �el�ement de volume s'�ecrit : dV = d~r ^ d~s : d~t

D'o�u les composantes :

dVk = dri dsj dtk �ijk (5.14)

Exemple :

. Cas des coordonn�ees curvilignes �i :

dV =
�
d�1�!g1

� ^ �d�2�!g2 � : �d�3�!g3 �
= (�!g1 ^ �!g2 ) :�!g3 d�1 d�2 d�3
=

p
g d�1 d�2 d�3

. Dans le rep�ere absolu, on a :

dV = dX1 dX2 dX3
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Chapitre 6

D�eriv�ees et int�egrales
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6.1 Symboles de Christo�el

On cherche �a d�eriver un vecteur ~V par rapport �a un param�etrage �i, soit :

d~V

d�i
=
�!
V;i =

�
V j�!gj

�
;i
= V j

;i
�!gj + V j�!gj;i (6.1)

Dans cette expression, seule �!gi;j n'est pas connue.

On introduit alors un symbole, appel�e symbole de Christo�el, qui permet d'exprimer
la d�eriv�ee des vecteurs de base par rapport �a la base. On note :

�!gi;j = @2
��!
OM

@�i@�j
= �ijk

�!
gk

(6.2)

�!gi;j = �i
k
j
�!gk (6.3)

Avec (6.3), on obtient :

�ijk =
�!gi;j :�!gk

�
symbole de Christo�el de 1�ere esp�ece

�
(6.4)

�i
k
j =

�!gi;j :
�!
gk

�
symbole de Christo�el de 2�eme esp�ece

�
(6.5)

� est appel�e symbole de Christo�el. On le note �egalement : fijkg et f ikjg ou encore
[i; j; k] ou [ ijk].

Les � ne sont pas des tenseurs mais leurs composantes poss�edent quelques propri�et�es
ressemblantes.

6.1.1 Propri�et�es

1. sym�etrie par rapport au 1er indice
�
1�ere esp�ece

�
:

�pqr = �qpr
(6.6)
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2. sym�etrie par rapport au 1er indice et dernier indice
�
2�eme esp�ece

�
:

�i
k
j = �j

k
i

(6.7)

3. passage 1�ere esp�ece ! 2�eme esp�ece :

�pqr = grs�p
s
q

(6.8)

4. d�eriv�ee de la m�etrique :

gpq;m =
@gpq

@�m
= �pmq + �qmp

(6.9)

5. formule particuli�ere :

2 �ijk = gjk;i + gki;j � gij;k (6.10)

6. dans la base duale :

�!
gj ;k = ��k

j
i

�!
gi (6.11)

6.2 D�eriv�ee covariante d'un vecteur

En reprenant la formule (6.1) de d�erivation de vecteur et en y int�egrant les symboles
de Christo�el, on obtient :

�!
V;j = V i

;j
�!gi + V i �i

k
j
�!gk =

�
V i

;j + V k�k
i
j

�
:�!gi = V i

jj
�!gi

On d�e�nit alors V i
jj la d�eriv�ee covariante des composantes contravariantes du

vecteur
�!
V par :

V i
jj = V i

;j + V k �k
i
j

avec
�!
V;j = V i

jj
�!gi (6.12)

D'une mani�ere identique, en covariant :

�!
V;j = Vi;j

�!
gi + Vi

�!
gi ;j = Vi;j

�!
gi � Vi �j

i
k

�!
gk

=
�
Vi;j � Vk�i

k
j

� �!
gi
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On d�e�nit ensuite Vijj la d�eriv�ee covariante des composantes covariantes du

vecteur
�!
V par :

Vijj = Vi;j � Vk �i
k
j

(6.13)

D'o�u la di��erentielle absolue d'un vecteur
�!
V :

d
�!
V = Vijj d�

j �!gi = �!
V;j d�

j

=
�
Vi;j d�

j + V k �k
i
j d�

j
� �!gi

Remarque : On note �egalement :

{ la d�eriv�ee covariante des composantes par : V i
jj = 5j V

i

{ la composante de la di��erentielle absolue par :

dV i = V i
jj d�

j = 5V i avec d
�!
V = dV i�!gi = 5V i�!gi

Les composantes Vijj sont les composantes (2 fois covariantes) d'un tenseur.

D�emo : On consid�ere le changement de base : �!gi �! �!gi 0 d'o�u : �!gi 0 = �
j
i0
�!gj =

@�j

@�i
0

�!gj

On a :

�!
V;j0 =

@
�!
V

@�j
0 = Vi0jj0

�!
gi

0

On peut �egalement �ecrire :

�!
V;j0 =

@
�!
V

@�i
:
@�i

@�j
0 = Vmji

�!
gm

0
�i
j0

On calcule alors les produits scalaires suivant :

(6:14) :�!gk 0 =) Vi0jj0

�!
gi

0

:�!gk 0 = Vi0jj0 Æ
j0

i0 = Vk0jj0

(6:14) :�!gk 0 =) Vmji
�!
gm �i

j0

�!gk 0 = Vmji
�!
gm �i

j0 �l
k0

�!gl = Vmji �
i
j0 �l

k0 Ælm

= Vlji �
i
j0 �l

k0

Donc :

Vk0jj0 = Vlji �
i
j0 �l

k0

Ce qui correspond bien aux composantes d'un tenseur (v�eri�cation par u changement
de base) dont le 2�eme indice est covariant : d'o�u le nom de d�eriv�ee covariante.
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On montrerait de la même fa�con que V i
jj sont les composantes mixtes d'un même

tenseur :

Vijj g
ik = V k

jj
(6.14)

On d�e�nit �egalement les composantes 2 fois contravariantes par :

V kjl = Vijj g
ik gjl (6.15)

Et mixte de second ordre par :

Vk
jl = Vijj g

jl (6.16)

NB : Dans un rep�ere orthonorm�e : Ii;j = 0 =) �i
k
j = �ijk = 0

6.3 Gradient-D�eriv�ee covariante d'un scalaire

Soit un scalaire : a = a (�i)

On consid�ere la d�eriv�ee partielle :
@a

@�i
= a;i

Lors d'un changement de base : �!gi �! �!gi 0, on montre que a;i se comporte comme les
composantes d'un vecteur :

a;i0 = a;j
@�j

@�i
0

La d�eriv�ee covariante du scalaire est obtenue simplement par :

aji = a;i

On note alors le vecteur gradient par :

aji
�!
gi = a;i

�!
gi =

�����!
grad (a) (6.17)

Donc : da = aji d�
i = a;i d�

i =
�����!
grad (a) d�

La direction de
�����!
grad (a) correspond �a la direction de variation maximum de a.
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6.4 D�eriv�ee covariante d'un tenseur

On consid�ere le tenseur du 2nd ordre : T
�
= T ij �!gi 
�!gj

On calcule le produit contract�e avec 2 vecteurs
�!
U et

�!
V quelconques :�

T
�
:
�!
U
�
:
�!
V = T ij Ui Vj = a = scalaire

On d�erive le scalaire :

a;k = T ij
;k Ui Vj + T ij Ui;k Vj + T ij Ui Vj;k

Or : Uijk = Ui;k � Ul�i
l
k

Donc :

a;k = T ij
;k Ui Vj + T ij Ui;j Vk + T ij Ui Vjjk + T ij

�
�i

l
k Ul Vj + �j

l
k
Ui Vl

�
(6.18)

On note alors :

T ij
jk Ui Vj = T ij

;k Ui Vj + T ij �i
l
k Ul Vj + T ij �j

l
k
Ui Vl

=
�
T ij

;k + T lj�l
i
k + T il�l

j
k

�
Ui Vj

Donc (6.18) donne :

a;k = T ij
jk Ui Vj| {z }
(1)

+T ij Uijj Vk| {z }
(2)

+T ij Ui Vjjk| {z }
(3)

(6.19)

Dans cette expression, a;k correspond �a des composantes covariantes 8�!U ;
�!
V . De même

(2) et (3) sont �egalement des composantes covariantes. Donc (1) doit l'être �egalement.

D'o�u �nalement :

T ij
jk = T ij

;k + T lj �l
i
k + T il �l

j
k (6.20)

ce sont les composantes contravariantes d'un tenseur du 3�eme ordre (2 fois contravariant
et 1 fois covariant).

On montre de même (cf exo) que les d�eriv�ees covariantes des di��erentes composantes
donne : 8>><>>:

Tijjk = Tij;k � Tlj �i
l
k � Til �k

l
j

T i
jjk = T i

j;k + T l
j �k

i
l � T i

l �j
l
k

Ti
j
jk = Ti

j
;k � Tj

l �i
l
k � Ti

l �k
j
l

(6.21)
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Les composantes de la di��erentielle absolue s'�ecrivent pour un tenseur du 2nd ordre :
T
�
= T ij�!gi 
�!gj

dT
�
= 5T ij�!gi 
�!gj soit : 5 T ij = T ij

jk d�
k

Remarque :

On aurait aussi pu �ecrire pour le calcul de T ij
jk :

@T

@�k
= T ij

;k
�!gi 
�!gj + T ij �i

l
k
�!gl 
�!gj + T ij �j

l
k
�!gi 
�!gl

=
�
T ij

;k + T ij �l
i
k + T il �l

j
k

� �!gi 
�!gj
= T ij

jk
�!gi 
�!gj

6.5 Cas du tenseur m�etrique

La d�eriv�ee covariante, produisant un tenseur, celui-ci peut être �evalu�e dans le rep�ere

que l'on veut. On choisit le r�ef�erentiel absolu
�!
Ia .

8 le point consid�er�e, on a :

gij = gij = Æij = gi
j et �i

k
j = 0

Donc :

gij;k = 0 = gij ;k = gi
j
;k

D'o�u le th�eor�eme de Ricci: les d�eriv�ees covariantes des composantes du tenseur
m�etrique sont nulles, soit :

gijjk = gij jk = 0 (6.22)

6.6 D�eriv�ees seconde

(�a titre d'info)

Vijj est un tenseur du 2nd ordre, donc : Vijj = Aij. On peut alors calculer la d�eriv�ee
covariante de ce tenseur.
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Apr�es un d�eveloppement, on obtient :

Vijjk � Vijkj = Vm

�
�i

m
k;j � �i

m
j;k

+ �l
m
j�i

l
k � �l

m
k�i

l
j

�
(6.23)

= VmRm
ijk (6.24)

o�u Rm
ijk est le tenseur de Riemann-Christo�el

Cette �equation est vraie 8 le rep�ere.

En 3D, dans le rep�ere de r�ef�erence
�!
Ia , on a Rm

ijk = 0 et on peut permuter les indices.

6.7 Divergence, Rotationnel et Laplacien

6.7.1 Divergence

En cart�esien : div
��!
V
�
= V x

jx + V y
jy + V z

jz

On cherche un scalaire absolu, d'o�u la notation tensorielle :

div
��!
V
�
= trace

�
V i

jj

�
= V i

ji = Vij
i (6.25)

6.7.2 Rotationnel

C'est le produit vectoriel de l'op�erateur d�eriv�ee par le vecteur
�!
V . En cart�esien :

�����!
Rot

��!
U
�

=

0BBBBB@
@

@x
@

@y
@

@z

1CCCCCA ^

0BBBB@
Ux

Uy

Uz

1CCCCA
=

�
@Uz

@y
� @Uy

@z

��!
I1 +

�
@Ux

@z
� @Uz

@x

��!
I2 +

�
@Uy

@x
� @Ux

@y

��!
I3

Soit :

�����!
Rot

��!
U
�

=

�
@

@X i

�!
I1

�
^
�
Vj
�!
I1

�
=

@

@X i
Vj e

ijk�!Ik
= Vj;i e

ijk�!Ik
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Que l'on �etend en curvilignes par :

�����!
Rot

��!
U
�

= Vjji �
ijk�!gk = V jji �ijk

�!
gk

6.7.3 Laplacien

On le note :

4a = div
�
a;i
�!
gi
�
= a jii = 42a

En coordonn�ees cart�esiennes, on obtient :

4�!U = div

�����!
grad

�!
U

�
=

0BBBBBB@
@2Ux

@x2
@2Ux

@y2
@2Ux

@z2

@2Uy

@x2
@2Uy

@y2
@2Uy

@z2

@2Uz

@x2
@2Uz

@y2
@2Uz

@z2

1CCCCCCA = 42�!U

6.8 Th�eor�eme de Stokes et Gauss

6.8.1 Cas d'une surface

I

C

A

3

dn=ds^I 3

ds

Fig. 6.1 { Cas d'une surface

Soit
�!
U , un champ de vecteurs et un contour C entourant une surface plane (A) dans

le plan
��!
I1 ;

�!
I2

�
(voir �gure(6.1)).

On a la formule de la divergence :Z
(A)

div
��!
U
�
dA =

Z
(C)

�!
U d�!n
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Or

�!
U : d�!n = U� dn�

div
��!
U
�
= U�j

� = U� j�

)
=)

Z
(A)

U� j� dA =

Z
(C)

U� dn�

6.8.2 Cas d'une volume

Soit un volume limit�e par une surface S, on a :Z
(V )

div
��!
U
�
dV =

Z
(S)

�!
U �!n dSZ

(V )

U i ji dV =

Z
(S)

U i ni dS

6.8.3 Th�eor�eme de Stockes

Ce th�eor�eme permet le passage d'une int�egrale sur le contour C �a une int�egrale sur une
surface S : Z

(C)

�!
U d�!n =

Z
(S)

�����!
Rot

��!
U
�
d
�!
S
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Convention d'Einstein

1. Ecrire chacune des expressions suivantes en utilisant la convention d'Einstein :

a: aj1x
1 + aj2x

2 + : : :+ ajNx
N

b: ds2 = g11dx
1dx1 + g22dx

2dx2 + g33dx
3dx3

c: d� =
@�

@x1
dx1 +

@�

@x2
dx2 + : : :+

@�

@xn
dxn

2. Ecrire les termes dans les sommes suivantes :

a: ApqA
qr avec q = 1; : : : ; N

b: g0rs = gjk
@xj

@x
0r
:
@xk

@x
0s

avec N = 3

c: ~ei = �
j
i
~Ej avec i; j = 1; : : : ; 3

Composantes covariantes et contravariantes

3. Soit un rep�ere ~ei avec (i = 1; 2; 3) d'origine O, tel que ~e1 soit orthogonal �a ~e2, mais
tel que ~e3 ne soit pas orthogonal au plan (~e1; ~e2).

On e�ectue le changement de base suivant :

~E1 = ~e1 ~E2 = ~e2 ~E3 = �~e3
a. Un vecteur

��!
OM = ~x a pour composantes (x1; x2; x3) dans la base ~ei. Donner

ces composantes contravariantes X i dans la base ~Ei.

b. Donner les matrices de changement de base pour les vecteurs de base et les
composantes de ~x. Ecrire ces expressions sous forme tensorielle.
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4. On consid�ere un tenseur mixte d'ordre 2, not�e t:i
j
: d�e�ni dans la base ~ei.

t:i
j
: est sym�etrique et vaut : t:i

j
: =

�
1 2
2 3

�

On consid�ere ensuite une seconde base ~Ej se d�eduisant de la base ~ei par la matrice de
changement de base :

�
j
i =

2664
1

2

1

4

�1

2

1

4

3775
D�eterminer les nouvelles composantes T :

k
l
: du tenseur t:i

j
: dans la base ~Ei. La sym�etrie

est-elle conserv�ee dans le changement de base?

5. Soit tij un tenseur antisym�etrique dans IR3, soit :

tij = �tji

a. Montrer que tij est caract�eris�e par 3 composantes ind�ependantes.

b. Comment se transforme ces composantes dans un changement de rep�ere?

c. L'antisym�etrie est elle ind�ependante du rep�ere (c-�a-d qu'un tenseur antisym�etrique
dans une base, l'est-il dans une autre)?

Tenseur m�etrique

6. Soit IR2, l'espace dans lequel on d�e�nit la base ~e1 (2; 1) et ~e2 (�1; 1)
a. Calculer les �el�ements du tenseur m�etrique gij et g

kl.

b. D�eterminer les vecteurs ~ej de la base duale.

c. En d�eduire les produits scalaires ~ei : ~ej et ~ei : ~ej

7. Soit le tenseur m�etrique gij =

24 2 �1

�1 1

35 dans la base ~ei de IR
2.

a. Soient 2 vecteurs ~U et ~V tel que :

~U = U i~ei = ~e1 � ~e2
~V = V j ~ej = �~e1
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D�eterminer les composantes covariantes des 2 vecteurs puis les quantit�es :

~U : ~U; ~V : ~V et ~U : ~V

b. On e�ectue le changement de base ~Ei = �
j
i ~ej avec �

j
i =

24 0 �1

1 1

35
Calculer les nouvelles composantes du tenseur m�etrique Gij dans la nouvelle base.

Donner les nouvelles composantes covariantes et contravariantes de ~U et ~V et les
produits scalaires ~U : ~U ; ~V : ~V et ~U : ~V

8. Soit la base ~ei dans IR
2 dans laquelle le tenseur m�etrique a pour composantes :

gij =

24 2 �1

�1 1

35
Soit tijk un tenseur dont ses composantes dans ~ei sont :

t111 = 0 ; t112 = 1 ; t121 = �1 ; t122 = �2
t211 = 3 ; t212 = 0 ; t221 = �2 ; t222 = �4

D�eterminer : Uk = tiik, Vk = tiki puis V
k et UiV

i. Indiquer �a chaque fois l'op�eration
utilis�ee et la nature du r�esultat obtenu.

9. Soit IR3 l'espace dans lequel on d�e�nit une base :

~e1 = ~I2 + ~I3

~e2 = ~I1 + ~I3

~e3 = ~I1 + ~I2

a. Calculer les �el�ements du tenseur m�etrique gij.

b. Calculer les �el�ements du tenseur m�etrique gkl.

c. D�eterminer les vecteurs ~ej de la base duale

d. Soient 2 vecteurs ~U et ~V tels que :�
~U = 2 ~e1 + 3 ~e2 � ~e3
~V = ~e1 � ~e2 + ~e3

Calculer ~U : ~V
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Syst�emes de coordonn�ees sph�eriques

10. Soit le syst�eme de coordonn�ees sph�eriques (voir �gure (6.2)):8<:
�1 = �

�2 = �

�3 = �

M

O

I

I

I 2

1

3

α

φ

ρ

Fig. 6.2 { Syst�emes de coordonn�ees sph�eriques

Un point M dans le rep�ere cart�esien s'�ecrit :
��!
OM = X i~Ii.

a. D�eterminer les composantes du point M en fonction des coordonn�ees sph�eriques.

b. Calculer les composantes des vecteurs de base ~gi
c. Calculer le tenseur m�etrique covariant gij
d. Calculer le tenseur m�etrique contravariant gij

e. Calculer les coeÆcients de la matrice de changement de base �i
a =

@X i

@�a
de ~Ia �a

~gi
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11. Un tenseur du 1er ordre covariant Ai a pour composantes dans le rep�ere cart�esien :

X1X2; 2X2 � �X3
�2
; X1X3 (6.26)

Trouver ces composantes A0
j covariantes en coordonn�ees sph�eriques.

Changement de base

12. Montrer que
@Ap

@�q
n'est pas un tenseur, sachant que Ap est un tenseur d'ordre 1.

13. Si Apq
r et Bs

t sont des tenseur, d�emontrer que Cpqs
rt = Apq

r : Bs
t est aussi un tenseur.

14. D�emontrer que la contraction du tenseur Ap
q est un scalaire ou un invariant.

15. Prouver que jgijj = jgijj�1 = g

D�eriv�ees covariantes

16. D�eterminer les symboles de Christo�el �pqr et �
r
pq pour les coordonn�ees orthogo-

nales, c-�a-d pour les coordonn�ees telles que le tenseur m�etrique : gpq = 0 pour p 6= q

17. Soit le syst�eme de coordonn�ees polaires �1 = r et �2 = � et un vecteur ~V d�e�nit
par :

~V =

(
V1 = A cos �

V2 = �A
r

sin �
(6.27)

a. Calculer les vecteurs de base ~gi associ�es aux coordonn�ees polaires

b. Calculer les tenseurs m�etriques gij et g
ij

c. Calculer les d�eriv�ees covariantes de ~V


