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Notations

Notation matricielle:

[]
()

< >

matrice
vecteur colonne
vecteur ligne

Notation indicielle:

a...
a...
Algebre

2y Ay, Z scalaire (€ TR)

|2

D o

b

g

concerne les coordonnées dans le repere cartésien (variant de 1 a 3)
concerne les coordonnées curvilignes (variant de 1 a 3)
concerne les coordonnées curvilignes (variant de 1 a 2)

vecteurs (€ IR")
tenseurs (€ IR")

0% = 0z = 6" symbole de Kronecker

Id

€ijk

€ijk
_>
| " |

tenseur identité

composantes du tenseur permutation
composantes du tenseur permutation absolu
norme euclidienne du vecteur @

la| = det [a] déterminant du tenseur a

produit scalaire des vecteurs @ et

produit vectoriel des vecteurs @ et
produit contracté des tenseurs a et b
b

produit tensoriel des tenseurs a et

~

paramétrage curviligne
symbole de Christoffel de premiere espece
symbole de Christoffel de seconde espece
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1.1 Espace vectoriel sur un corps C (ex: IR)

Définition : L'Espace Vectoriel, noté EV, est un espace E de vecteurs 77, ?, =

ayant les propriétés suivantes:
1. Opérations d’addition (loi de co mp031t10n interne)

(a) commutativité: 7+ = ¥ + T

(b) associativité: @ + (7 + 2) = (T +¥) + 7
— —
(¢) élément neutre: 3 un vecteur nul 0 | 7+ O = 7
(d) élément symétrique: 3 pour chaque vecteur, un vecteur opposé noté —7 tel

_>
que: @7+ (=7)=0
2. Opérations de multiplication par un scalaire (loi de composition externe)

V2 réelsaet 5, on a:

(a) 1

(b) associativité: o (3 7) = (o) T

(c) distributivité des scalaires par rapport 4 I'addition: (a+8) T =a T +8 =
)

(d) distributivité des vecteurs par rapport a l'addition :
a(T+Y)=aZ +ay

La dimension d’un espace vectoriel est le nombre maxi de vecteurs linéairement
indépendant. Ces vecteurs linéairement indépendants forment une base.

Rappel:

On appelle une famille un ensemble quelconque d’éléments d’un EV E.

— On dit qu’une famille est une famille linéairement indépendante ou encore est
une famille libre de FE si toute combinaison linéaire d’un nombre fini de
vecteurs de cette famille est nulle et si tous ses coefficients scalaires sont
nulles, soit :

— On dit qu’une famille est une famille linéairement dépendante ou encore est
une famille liée si :

N
ZaiWZW@Vi a; # 0

1.2 Sous Espace Vectoriel

Définition: On appelle Sous Espace Vectoriel, noté SEV, d’'un espace vectoriel F,
toute partie de E telle que:

VP, T € Veta e R: T+ T cta® €aV
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On montre que 7 est alors un EV.

1.3 Espace Vectoriel Euclidien

Définition : [.’Espace Vectoriel Euclidien, noté E'V F, est un espace vectoriel possédant
une opération particuliere, le produit scalaire qui s’écrit :

v—)

x,ﬂ>et?>,0na:§>et§> .Y R

— T .Yy €

Il possede les propriétés suivantes:

1. commutativité: 7 . ? = ? .7

2. associativité: a (@ . ¥) = (aZ) . Y

3. distributivité: @ . (¥ + 2)=7 . ¥+ T .2

LS .G =0:VF — 7=

5. norme associée au produit scalaire: || 7’| = /(7 . 7) (7 . 7)

Remarque: L’espace EV E est proprement euclidien si : ||?|| > 0.

1.4 Espace affine

Définition : [’espace affine est un espace ponctuel £ muni d’une origine O, associé avec
un E'V, noté E tel que:

VAetBe¢ ,3@ € E | AB=a
V@ e E ,IAec | OA=7
Soit (?Z) avec i = 1,...,n une base d’'un EV E, de dimension n. (O,e_i>) forme une

base (ou un repere) de I’espace affine.

1.5 Espace affine euclidien

Définition : C’est un espace affine associé avec un espace vectoriel Euclidien.

On définit la distance entre 2 points A et B par:

AB = ||AB||

Remarque: L’espace affine est proprement euclidien si: AB > 0.
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2.1 Extension de la notion de vecteurs et scalaires

Les vecteurs et scalaires permettent de représenter un grand nombre de grandeurs
physique:

— énergie, puissance — scalaire,

— force, vitesse — vecteur.

D’ou l'intéret de développer et de codifier les différentes opérations que I'on peut effec-
tuer sur les vecteurs et les scalaires (cf. chap. 1 sur les espaces vectoriels).

En fait, la notion de vecteurs peut étre considérée comme une extension de la notion
de scalaires. En effet, un vecteur exprimé dans une base est représenté par un tableau
unidimensionnel de scalaires, c’est-a-dire ses coordonnées :

Dans certaines branches de la physique (ex: la mécanique), on a besoin pour représenter
certaines grandeurs, de tableaux multidimensionnels:

1=1,...,3
Ex : matrice des contraintes o% avec et
j=1,...,3

Ces tableaux sont les composantes d’un tenseur exprimé dans un repere particulier:
les tenseurs sont donc une extension ou une généralisation de la notion de
vecteurs[2], [1], [3].

Cette notion de tenseurs est fondamentale en Mécanique, en Physique, etc; elle est assez
complexe mais elle permet de représenter les grandeurs physiques, les interpréter et faire
les calculs dans n’importe quelle base. Elle devient extrémement simple et pratique dans
le cas d’un espace vectoriel euclidien.

Dans ce cours, nous allons définir, dans un premier temps, de maniere abstraite les
espaces de tenseurs ainsi que les regles qui les régissent. Dans un deuxiéme temps, nous
définirons des tenseurs particuliers au domaine de la géométrie différentielle (ex: ten-
seur métrique, tenseur des courbures). Grace a I'opération de changement de base, nous
donnerons ensuite une définition mathématique de la notion de tenseur.

Convention d’Einstein: Dans la suite du cours, nous utiliserons la notation d’Fin-
stein pour les indices muets : chaque fois qu’un indice (inférieur ou supérieur) est répété,
la somme est effectuée sur tous les termes en faisant varier les indices de 1 4 N (voir
également relation (2.1)):

N
Ex : Zaixi =gz far®+azd 4+ +ayz =aq; 1
i=1
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2.2 Produit tensoriel

2.2.1 Addition de 2 EV

_>
Soient 2 EV, E et F' de dimension n et p, de base (?Z)) et (f]- ) La méthode classique
pour créer un espace plus grand est d’ajouter les 2 E'V.

Si ils sont disjoints, c’est-a-dire: E()F = 0, on obtient un EV de dimension n + p
généré par la base (ei [ )

2.2.2 Produit tensoriel

Un espace des tenseurs (il peut en exister d’autres) est obtenu a partir du produit
tensoriel d’espaces vectoriels de base. Le produit tensoriel de 2 E'V permet d’obtenir

un espace de dimension n.p qui est également un EV. On note cet espace: | g f | 1l

est généré par les vecteurs de base e ® f; qui sont des vecteurs particuliers appelés
tenseurs d’ordre n.p

Un élément de £ ® F' s’écrit :

ott T sont les composantes du tenseur 7 exprimé dans la base € ® fj- Ces

composantes sont identiques & une matrice a 2 dimensions.

On peut également définir le produit tensoriel de plusieurs E'V. Par exemple, a I'ordre
3,ona: E®FE®E. Un élément de cet espace s'écrit: W = Wike! @ e/ @ ef

NB: D’une maniere pratique, dans la suite du cours, si il n’y a aucune indication
supplémentaire, E sera de dimension 3, c’est-a-dire que [’espace E de référence est [’espace
de base composé des vecteurs de base e avec i = 1,...,3. Les tenseurs d’ordre 2 seront
rapportés a F ® E, d’ordre 3 a F® E® F, etc.

Propriétés de ®

VT, T, T € BEet Y, i, B € F
1. Distributivité par rapport a 'addition vectorielle :

TR+ P =T+ T QW
(H+B)QY =TT +10 Y
2. Associativité: o (Z @ ¥)=(a2) @ ¥ = 7 @ ()

) (
En général, il n’y a pas commutativité: 7 @ ¥ # ¥ ® T



Chapitre 2. Introduction a la notion de tenseurs 13

Remarque: On peut également représenter les tenseurs sous forme de vecteurs uni-
colonne puisqu’un espace de tenseurs est un EV', c¢’est l'opération de contraction d’indices

(voir également §2.6).

On considere I’E'V de dimension 2, obtenu par le produit tensoriel de E® E. On note:

— —
e =U e Qe =1U,
— —
& Qe =Us e e =U,

Et on a alors:

T =T" &0 + T2 @06 + 12 e + T @od
- — — — —
= ol U1 + a? U2 + a? U3 + 044 U4
_>
Soit: T= T9, &oe =0 U
i et j=1...2 k=1...4

Donc: T =a'; T2 = a?; T2 = o3; T2 = o*

Le fait d’utiliser des indices doubles, triples, etc permet en fait une plus simple mani-

pulation.

2.3 Base duale

2.3.1 Produit scalaire dans une base ¢;

Soit un E'V euclidien F rapporté a une base €.

VZety, Iztety € R | ?:xie_fet7:yje_j>

On définit classiquement 'opération du produit scalaire des 2 vecteurs T et 7 par:

P P —aiy T (2.3)

Dans le cas d’'une base orthonormée, il apparait :

GG TV osii#£)

NN {1sii:j (2.4)
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2.3.2 Utilisation du symbole de Kronecker

On définit alors un symbole, appelé symbole de Kronecker qui donne:

; i Isit=y (2.5)
== =

Si € est une base orthonormée, la relation (2.3) devient :

TG =iy Oy =ty (2.6)

2.3.3 Base duale

De maniére a obtenir une formule analogue a I’équation (2.4), mais pour tout EV

%
(c’est-a-dire pour une base quelconque ?i)), on définit une base duale & ¢/, notée e,
telle que:

& o =0 (2.7)

Démo: On considére le repére de référence fire I.. Chaque vecteur de base € se

décompose dans I, par le changement de base suivant :

_>
@ =g

_>
ot ¥ est la matrice de changement de base: I;, — e cest-a-dire que (¥ est la k i-éme

_>
composante du vecteur e sur la base I .

De meme, on suppose qu’il existe une base telle que :
=l T
L’équation (2.7) devient :
@ e =8 =BTl T = praf o= o] =5
Donc sous forme matricielle :
6] - [ai] = [1d]
e étant une base, la matrice [ﬁf] a un déterminant non nul et on peut donc ['inverser :

[8F] = [airl (matrice inverse)

ﬁ
Donc €’ forme donc une base appelée base duale de el
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%
Interprétation géométrique: Un vecteur dual e* est orthogonal a tous les vecteurs
de la base naturelle d’indice différent et est tel que son produit scalaire avec celui de méme
indice est égal a 1.

Ezemple : Soit un EV & 2 dimensions ot la base € est une base non-orthogonale (voir

figure (2.1)).

€1

| L@t
=7
e2

Fi1G. 2.1 — Base naturelle ¢; et duale el

\ , T = o ¥ = e
_}D’apres la relation (2.7), on a: e' . es =61 =0 = e' Les — d’ou la direction de
i
€,
— —
De méme: et . el =6 =1=-cos0 ||e!] ||ef]]
Comme cos@ # 0 sinon e colinéaire a €', on a: ||e || = TeTTcost — la direction

e1 || cosf
e

de e
— idem pour la construction de

S

2.3.4 Définition générale du produit scalaire

ﬁ
En exprimant les vecteurs T et ? dans la base duale e, il vient:

— —
" (2.8)

V?et?,ﬂxietyiem|?=$i et?:yjej

Pour tout type de base, il est alors possible de définir le produit scalaire sous la
forme :

Xla?.yje? :lej?,?. e/ =X"y;0; =Xy
.y = ou

ziet Yiel =5, Y e e = Y6 =2, Y7
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2.3.5 Composantes contravariantes et covariantes

D’apres la relation (2.8), V ?, il existe 2 composantes possibles différentes X' et x; de
ce vecteur telles que:

T = Xiel = ;¢ (2.9)

ou par rapport a la base e
— X' sont les composantes contravariantes de N
— x; sont les composantes covariantes de T

Interprétation géométrique:

Xe € x€

! R
' \e
&2

Fia. 2.2 — Composantes covariantes et contravariantes

— les z; sont les composantes covariantes de T (projection orthogonale de 7 sur la

base € ),
— les X" sont les composantes contravariantes de N (projection oblique de 7 sur la
base € ).

Dans une base orthonormée, les composantes covariantes et contravariantes sont égales.

2.4 Changement de base pour les composantes d’un
vecteur

ﬁ
Soit un E'V euclidien E, rapporté a une base e/ et la base duale associée e .

On considére une nouvelle base notée ﬁz telle que:
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; —
ou 3! est la matrice de changement de base: e_f — LB

Pour la base duale, on aura une relation du type:

o — o pr i (2.11)
Par définition, on aura:
5{ af = 6i (2.12)

ce qui peut s’écrire sous forme matricielle :
(8] =[]
i j

Remarque : Sous forme matricielle, on notera :
— andice supérieur pour lindice de colonne,
— indice inférieur pour lindice de ligne.

2.4.1 FEtude du comportement des composantes contravariantes
dans un changement de base

V 7 € E, on peut écrire:

?zx’e_} — 7. ek :xfe_j>.ek =114 = xk
ou
T=XE=X"8le = T.c =X ple. & =X pl5= X

Donc: z¥ = gF X?

Ou: X' =qj, zk
~— ~—~—
nouvelle composante ancienne composante
Alors que: ﬁz = 3F 74
~—~— —~—
nouveau vecteur ancien vecteur

Les composantes z* se transforment de maniére ”contraire” au comporte-
ment des vecteurs de la base initiale ¢/ lors d’un changement de base:
— composantes contravariantes.
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2.4.2 Etude du comportement des composantes covariantes dans

m
—

un changement de base

Dans la base duale, on a également :

— —
?:xjej = ?6—]3 ::vjej.e_k> =207 =

=X, F'=X,al ¢/ = T.e =X;aée . g =X adf=

Donc: zj, = o X;

Ou également: X; =gk Tk
)
~—~
nouvelle composante ancienne composante
Alors que: ﬁz = 3F e
~~~ ~~~
nouveau vecteur ancien vecteur

X’i CY;C

Les composantes x; se transforment de maniere ”identique” au comporte-

ent des vecteurs de la base initiale ¢; lors d’un changement de base:

composantes covariantes.

2.5 Changement de base pour les composantes d’un

tenseur

On considére un tenseur d’ordre 2: T = T¥ ¢! ® e_f

En fait, en utilisant la base duale, on peut définir 4 types de composantes :

— SN —
T:TZ ®6]—T]6]®6 T”ei®e] T6®6]

~

— —
D’ou 4 types de changement de base, avec: Ej, = 3} el et ﬁ =al e

. 1°" cas
T=Tig9e =T"E, 0B =THp gie oc

La décomposition étant unique, on a donc:

Tii — 'kl Bi 5lj — composantes 2 fois contravariantes

. ’ i
ou linverse: T* = T oF aé

(2.13)

(2.14)



Chapitre 2. Introduction a la notion de tenseurs 19

. 28me cag:
—

— e

ﬁ
T=Tje ®é€ :T’klﬁ®El T’klafale’ ® e’

~

D’ou:

J

Ty =T ok ol | = composantes 2 fois covariantes (2.15)
i @

ou l'inverse: 7'y, = T;; B 3

. 3éme cag:
—
T=T e @¢ =
D’ou:

—
T B' e E =T, ot i o ¢

N TR BN Y
;7 =T ‘o B

— composantes mixtes 1 fois covar. et 1 fois contravar. (2.16)

. 4°™€ cas:

i _ ik i
=1 e

— composantes mixtes 1 fois contravar. et 1 fois covar. (2.17)

Ces cas se généralisent pour un tenseur d’ordre n:

. 1 22 1p . . e . r+1 e n
v JN—’ - T . Lpp1 bpg2... in 67/1 ® ® ezr ® € ® ® €
N ~ >
comp. mixtes r fois contravar. et (n—r) fois covar.
Par changement de base, on obtient :
B e Op ot . _ Qi iy kT+1 kn tki... kyr - . (218)
T . L4l oo Ip - /8161 T /Bkr air+1 ct ain T - kr+1... kn

Cette formule est un critére de tensorialité, c’est-a-dire que tout élément
ayant des composantes qui satisfait a cette relation lors d’un changement de

base est un tenseur.

Cette définition est la véritable définition d’un tenseur. Pour vérifier qu’un tenseur est
bien un tenseur, il faudra que ses composantes vérifient cette équation (2.18).

2.6 Opérations sur les tenseurs

On peut définir des opérations entre les tenseurs qui donnent comme résultat un tenseur.
D’une manieére pratique, on retrouve en physique une signification a ces opérations.
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Remarque : Dans toutes les démonstrations, on utilise des tenseurs d’ordre 2 par sim-
plicité et on fait un choiz arbitraire de composantes contravariantes.

2.6.1 Addition et multiplication par un scalaire

a(JN’JrXN/):a(TijJrV“)ﬁ@e_j

2.6.2 Produit tensoriel
Voir aussi le paragraphe §2.2.2.
TeV=W = TW'e g ed
- WM eE ®a ®e

ou T et V appartiennent a I’espace des tenseurs d’ordre 2 et W appartient a I’espace des

tenseurs d’ordre 4.

2.6.3 Contraction

1¢" exemple

Soit un tenseur du 4°"¢ ordre A" dans un EV de dimension 3. La contraction par
rapport au 1¢" indice et dernier indice consiste a définir un nouveau tenseur en prenant
[ = s, soit: Almrl Cette opération conduit a supprimer 2 indices et donnent un tenseur
d’ordre 2, B tel que:

B, = Al = Al AP AR (2.19)

Démo : Pour vérifier que la grandeur B™, est un tenseur, il faut vérifier le test du
changement de base, soit :

m. __ 1 am o i Hom j
B! r_B.jﬁi O‘r—A..jzﬁi a

D’apreés la relation (2.19) et (2.18), on a:

. Im-+ ki il
B.mr = A..mrl = Alljf B’Lm Oé1]" 5k a{
——
o
k'.. . k
A'“ijﬁimaf, 0f

Et on vérifie bien que B™; = A'?Z;k B ad
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2¢™me exemple
Soit un tenseur du 2¢™¢ ordre: S = S,’,"az ® 67. La contraction par rapport a l'indice

m et r donne:

Sm = S+ 82+ S3 = scalaire appelé trace du tenseur

. = trace (S) (2.20)

~

Puisque trace (S) est un scalaire, il ne dépend pas du systeme d’axe choisi: on dit que

~

cette grandeur est un invariant.

2.6.4 Produit Contracté

Le produit contracté est un produit de tenseur dans lequel on contracte également les
indices.
1¢" exemple: cas des vecteurs (produit scalaire)

7.y =aty; — produit 1 fois contracté de vecteurs.

2¢m€ exemple: cas des tenseurs du 2°"¢ ordre

1. On admet que le produit 1 fois contracté de tenseurs du 2°7¢ ordre donne:
S .T =W tel que:

Wi — gi le — qil le + 52 T] gi3 TJ Sz Tl
. Ou .
W) = SiT) =S5, TV
ou
VVz'j = Sy T]l = Sf sz

Par contre, on a: S T #* T S que l'on peut ”présentir” par le fait que la
multiplication entre matnces n est pas commutative.

2. On admet que le produit 2 fois contracté de tenseurs du 2¢™¢ ordre correspond & un
produit scalaire. On a 2 définitions possibles, suivant la notation utilisée :

(i) : T : S=T"5,; = scalaire
(id) : T ..S =TS} = scalaire

En général: T S;; # TV S,
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Remarque: Grace au produit contracté, on peut définir un tenseur d’ordre 2 comme
un opérateur linéaire sur les vecteurs. Par exemple, on peut définir un tenseur T tel que:

VZ e E,3AT | : @ - o =T.7
T T
Ce produit 1 fois contracté permet de passer d’un vecteur 7 4 un autre vecteur ﬂ)
2.6.5 Tenseur particulier
a. Tenseur symétrique du 2°™¢ ordre
T = T
ou
T est symétrique <= ¢ T = T7; = T’
ou
T, = T;
b. Tenseur anti-symétrique du 2°™¢ ordre
Tij — _Tji
ou
1: est anti — symétrique <= T, = -T7;
ou
T, = -T;

c. Cas d’un tenseur d’ordre > 2

Un tenseur peut etre symétrique ou anti-symétrique par rapport a une paire d’indice:

TY% = TH' (symétrie par au 1° indice et 3°™ indice)
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3.1 Définitions

_>
Soit un E'V euclidien F, rapporté au repéere cartésien absolu I; et une base quelconque
28 D’aprés la relation (2.9), V T € E, on peut exprimer ce vecteur dans la base
naturelle ou duale par:

. —
?:xla? ou ?:xjej (3.1)

Les composantes d’un vecteur sont donc obtenues par:

— .
?.a?:xjej .a?:xjé;:xi

Grace a la relation (3.1), on peut également remarquer que :

=T .¢ =1¢ .¢

Ce qui permet d’introduire une nouvelle grandeur telle que:

gijzgjiz?f.e_f:e_f.ﬁ (3'2)

introduisant une relation entre les composantes covariantes et contravariantes:

De la méme maniere, on a:
= x;e e =ux59
U s S R I v S R S g |
o= xlef . e =1l =1gi=2ag

Les grandeurs g;; apparaissent comme les composantes d’une opération linéaire qui a
un vecteur fait correspondre le méme vecteur. C’est un tenseur (voir démo en exo) appelé
tenseur fondamental ou tenseur métrique ou tenseur unité tel que:

& —gie . e =5 d=1d (3:4)

g = Gij

Remarque: Cette notion de tenseur métrique est essentielle. Ce tenseur a un role
particulier, il permettra d’introduire la notion de déformation en grandes transformations
dans le cours de Mécanique des Milieux Continus.
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3.2 Propriétés
— - =
~gy=¢ & = €& cos(el, &)
— gy représente le carré le carré de la longueur de e :

gi="¢ . & =&l e cos(e, &)
—— —

=1
— On note le déterminant de g;;: det [g;;] = ¢

g11 912 913
g = det[gij] =| gij |= det | g1 g2 g3 (3.5)
g31 932 933
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4.1 Reperes rectilignes et curvilignes

La position d’un point M peut étre repéré dans un systeme de référence fixe orthonormé,
appelé repére cartésien (ou repere rectiligne) I,. On a alors:

— — —
OM = M=x"(M) T, = x"1, (4.1)
Mais les coordonnées X® peuvent étre fonctions de parametres # avec i = 1,...,3. On

aainsi: 0 € R = M (6

Dans le cas général, les termes X® sont des fonctions non-linéaires de #*. On a alors:

OM = M =x°(6") I, (4.2)

Les #" forment un systéme de coordonnées appelées coordonnées curvilignes. Ces
coordonnées définissent un repere curviligne E) qui évolue dans le temps et dépend du
point M choisi:

— .
L _00M _oxt(0) o, (4.3)
5= o gp e T e

Remarque : On suppose que les fonctions X (0°) sont n fois différentiables par rapport
a6

Fi1G. 4.1 — Définition des vecteurs de base g;

Les vecteurs E} sont tangents 3 la courbe décrite par M lorsque seul le parametre 6
varie (voir figure(4.1)).
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La base E) (base naturelle) est appelée également base curviligne relativement
au paramétrage 6°.

On a une relation entre X et #* définit par la transformation des coordonnées X¢ — §°
et caractérisé par la matrice jacobienne:

i } (4.4)

7] = [ 0

Dans le cas ou le déterminant de la matrice jacobienne de la transformation :
fi + X® — 6 est différent de 0, la transformation est réversible.

Il existe alors la fonction: p; : 8° — X et donc f; et p; sont des bijections.
4.2 Changement de base
. , e i 1% e .y — —/>
Soit 2 paramétrages curvilignes 0" et 0" et les bases curvilignes associées g; et ¢';.

_>
Supposons que I'on peut exprimer g¢'; en fonction de g_}, c’est-a-dire qu’il existe la
matrice de changement de base /3! telle que:

j— (4.5)

Cherchons a expliciter les termes Bij :

aﬁ_axk? - 0XF —
FZER A

On sait que: g_; =

Donc avec la relation (4.5):

0X* — i 0XF —
. 1k — Mg - [k
o0 007

, . 0XF  oxk oy )
Or, on peut écrire: - = — . -, donc on obtient,:
00" a07 00"

Y (4.6)
? — -
b= o

ce qui correspond & la matrice jacobienne de la transformation §/ — 6.
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Soit un tenseur T du 2"¢ ordre définit en un point M. On a:
T=T"Req =T o4
On sait que: T% = T gi g/

D’aprés (4.6), on a donc:

w1 00" 007 (4.7)
o0t 9o

T9 =T

ce qui correspond a une nouvelle définition du critere de tensorialité que nous avons
déja vu au paragraphe §2.5.

ou encore:

1k 1
;00" 90 (4.8)

T =T _
o0 00i

Les regles de transformation des composantes d’un tenseur, n fois contravariant, p fois
covariant sont données par:

00" 00" 90 9

_ | (4.9)
Tidp 0 ggin T 9in ae,jg 39’7.1,0 Ji--Jp

Remarque: Dans le cas ot les grandeurs T sont définisV M et que la formule (4.7)
est vérificeN M, on parle de champ de tenseurs. Dans la pratique, c¢’est le cas le plus utilisé
et on oublie souvent le terme “champ”, on parle alors simplement de tenseur lorsqu’il n’y
a pas de confusion possible.

Exemple d’application: Soit un tenseur T exprimé dans la base naturelle E), on

. —
veut ces composantes dans le repere absolu Iy, :

On aura:

’ = -
T=Tigog =T"I, ® I

~

- méthode 1: on utilise la formule de changement de base (4.7) ou 0" sont les an-
ciennes coordonnées et X7 sont les nouvelles coordonnées, soit :

; OXF X!

T =T _
001 009
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- méthode 2:

00 00i
COXkOX
1)

o o
- 7" @,

y o (0XF— oX'—
ren - (7)o (7)

4.3 Notion de tenseur absolu et relatif

Soit 2 systémes de coordonnées 07 et 0 et la matrice jacobienne de passage d’un systeme
a l'autre:

agk] (4.10)

- |2

Le jacobien de la transformation correspond au déterminant de la matrice jacobienne

J soit | J |.

On dit qu’un tenseur est relatif de poids M s’il se transforme selon la formule:

v 00 00" (4.11)
901 06

T =T ]|

Lorsque M = 0, on parlera de tenseur absolu. Dans la pratique, les seuls tenseurs
relatifs utilisés seront de poids 1 ou —1.

A part les opérations de changement de base, les opérations sont identiques pour les
tenseurs relatifs et absolus.

NB: Le produit d’un tenseur relatif de poids —1 et d’un de poids 1 donne un tenseur
absolu. On peut toujours obtenir un tenseur absolu a partir d’un tenseur relatif, soit en
le multipliant ou en le divisant par | J |.
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5.1 Tenseur permutation

On définit le symbole de permutation par: e, = e”* tel que:
— e;j5 = 1 pour toute permutation cyclique (ou paire) de 123 (ex: eg3; ou ez;2),
— e;j5 = —1 pour toute permutation anticyclique (ou impaire) de 123 (ex: e13 ou ez
ou 6132);
— €5 = 0 lorsque 2 ou 3 indices sont égaux (ex: ejj2 = 0).

Il existe 27 séquences possibles.
Le symbole de permutation est utilisé pour le calcul du déterminant.

On cherche a calculer le déterminant du 3®™€ ordre :

1 .2 3

. a; ay a

iy _| .1 .2 .3

| ay | = a% a% ag

az asz ag

Par définition, on a:

i] — \3 i J ok 5.1
|aj|_2ijkj:a1a2a3 (5.1)

ou =+ respecte la regle du tenseur de permutation.

Donc le calcul du déterminant donne:

|} | = eyl aaf = ¢ al a? o} (5:2)

Exemple: Expression d’un tableau de nombre anti-symétrique (d’ordre 3) :

Le tableau Gy est anti-symétrique lorsque pour toute intervention impaire d’indice,
on obtient une valeur opposée, c’est-a-dire :

Omnp= —Anmp=—Anpm=— —Qpnm
Donc: appp= —tpnp= 0= 0 = apppn=0ppn=0nnm

En utilisant le symbole de permutation, on a: Gpmpp=0a123€mnp

5.1.1 Expression générale du déterminant

On consideére 'expression :

eiji a.al ay (5.3)
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Puisque les indices k et ¢+ sont muets, on peut écrire:

k

_ ki i ik i ok
(5.3) = exj; a, al ay = egj; ayal ay = —e;jp ayal a;

Ce qui montre que la relation (5.3) correspond a un tableau anti-symétrique, et donc:
(5.3) = (eijk al a% a]?f) Crst = | a;- | €rst

D’ou:

eijr akalaf =1 aj | ey (5.4)

L’expression (5.4) permet de montrer que:

[af | [0} [=lai b | et]gyl=g=g"|"

5.1.2 Passage entre 2 bases naturelles
Supposons que 1’on passe d’un systeme d’axe a un autre:
G — g et B — 4"
: 007 . : .
La matrice de passage est [J] = [=] et son déterminant est noté a.

0"

007
00"

On sait que: ¢/ = Bfg_f avec B’ij =

On calcule le déterminant du tenseur métrique:
"=l gi; 1=l gn B B; 1= gu |1 BE 1 By 1= g | T[] T ]
g gz] Gkl P; j Gkl i j g

Donc:

' 2 (5.5)

g et g’ sont des scalaires qui lors d’un changement de base varient : ce sont des scalaires
relatifs de poids 2.

5.1.3 Passage entre le repere absolu et le paramétrage 6’

On considere le changement de base:

X' —s ¢
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Dans le repere de référence absolu, de coordonnées X*¢, on a:

. —  9XI .

D'ou: g;; = g = §;; et il vient alors: | g;; |[= g =1

Dans le repére curviligne, de paramétrage 6" :
0X7 ]

X7 -
—
gilzwlj avec : g' =| gij |=g et J = [W

D’apres la relation (5.5), on a donc:

g=|J?

5.2 Tenseur permutation absolu ¢
Dans le repere de référence absolu, on définit un nouveau tenseur de permutation tel
que: €, = €;;; dont les composantes s’écrivent :
- = =
:fijk: Il (024 Ij (024 Ik

Pour passer dans le repere curviligne E), il faut effectuer un changement de base:

Jiik _ st 0X' 9X7 9X*
N 00T 905 0Pt

ou le changement de base inverse :
o0 067 96"
0XT 0Xs 0X!

ijk _ rst

D’apres la définition des déterminants (5.4), on a:

ij o .
gk :| e | 6Jk
oor 1

0Xxe
On sait que: | 507 |= /g donc : |8X6 7

Et donc:

(5.7)

ijk ijk

Sl
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On montre de la méme maniere que:

€ijk = /9 €ijk (5.8)
5.3 Produit vectoriel (cross product en anglais)
On généralise le produit vectoriel traditionnel par la notation :
N e (5.9)
On a également :
? A ? — dik g (5.10)

Remarque: Dans le repére de référence absolu, on retrouve :

11/\[2:E>/\£:€123 ?:[3

Propriétés:
1. Anti-symétrique:
%
— pour la base naturelle: g/ A g/ = €;x E = i gF =G NG

—- = =
— pour la base duale: ¢* A ¢ = —¢7 A ¢
2. le vecteur obtenu est normal a chaque vecteur du produit vectoriel (si le produit est
non nul). Soit:?estLéﬁet?fsii#j,j;éketi#k

3. le produit vectoriel de 2 méme vecteur est nul:

=0

E)/\E)Zfiik

4. distributivité :

On étend le produit vectoriel a tous vecteurs a ’aide de la décomposition dans la base
naturelle.
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Ona:V=Vig et W=W/g, donc avec (5.9):

VAW = VIWI G A G = Vil e of (5.11)

Que l'on peut aussi écrire avec (5.8):
G=VAW =VWIgI NG =V W ey \/g?g
Le produit vectoriel donne un vecteur identique V la base:
VAW =ViW ey Vg ?:Vawbeabc I.=q
On sait également que:

VAW = V] W] sing avec 6= (17, Vv)
Donc ¢ = VAW représente la surface du parallélogramme de coté Vet W.

5.4 Produit mixte

Définition: le produit mixte est le produit scalaire d’un vecteur avec un produit vec-
toriel :

(VAW).T = (ViWiey o). (I* &)
= VIWITF e (5.12)
Les 3 vecteurs jouent un role identique dans la formule:
(VAW) T=V. (I/f//\f)

Le produit mixte de 3 vecteurs correspond au déterminant des composantes des vec-
teurs:

(‘7 A W) T = | Vi Wi T*|(dans la base curviligne)

= | Ve W’ T¢|(dans le repere absolu)

=

= (volume du parrallélépipede formé par vV, W, f)
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Remarque:

Cas particulier des vecteurs de la base naturelle :

%
H/\ﬁ.%):emgk.%}:qggg?.ﬁ:\/g

V9 est le volume du parallélépipede formé par H, g et ﬁ Ce volume est un scalaire
relatif de poids 1.
5.5 Elément de surface et de volume
Un élément de surface s’écrit : dA = dif A d5 = dr® ds’ €ijk /9 97
D’ou les composantes :
dAy = dr' ds’ e;j (5.13)
Un élément de volume s’écrit: dV = dF Ad5. dt

D’ou les composantes :

dVi, = dr' ds’ dt" e;jy, (5.14)

Exemple:
. Cas des coordonnées curvilignes 0" :

dv = (d9'g7) A (d6%g3) . (d0°G3)
= (9i N 33) . g3 do" db* db®
= J/gdf" do*dp?

. Dans le repére absolu, on a:

dV = dX'dX?dXx?
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6.1 Symboles de Christoffel

On cherche a dériver un vecteur V' par rapport a un paramétrage 6*, soit:

v = ; , ,
T =Vi=(VTg)), =V9ig] + Vg (6.1)

Dans cette expression, seule gT; n’est pas connue.

On introduit alors un symbole, appelé symbole de Christoffel, qui permet d’exprimer
la dérivée des vecteurs de base par rapport a la base. On note:

——

—y ’OM T A (6.2)

9i,; = 89169] =1Llyr g
gi; =T g (6.3)

Avec (6.3), on obtient :
Tise = 0is . 00 (symbole de Christoffel de 1% espece) (6.4)
0k — 7 < (symbole de Christoffel de 2°™¢ espéce) (6.5)
ij=UYij-9

I est appelé symbole de Christoffel. On le note également : {ijk} et { i*;} ou encore
(4, 7, k] ou [ #/y].

Les I ne sont pas des tenseurs mais leurs composantes possedent quelques propriétés
ressemblantes.

6.1.1 Propriétés

1. symétrie par rapport au 1°¢ indice (lére espéce):

Tpor = Topr (6.6)
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2. symétrie par rapport au 1° indice et dernier indice (2™ espéce):

k. =r* (6.7)

U B B

3. passage 1°7¢ espéce — 2°™° espéce:

qur = grsrpsq (68)
4. dérivée de la métrique:
dg 6.9
Ipam = 891;3 = Lpmg + Lgmp (6.9)
5. formule particuliéere:
200k = Gjk,i + Grij — Yijk (6.10)
6. dans la base duale:
— =
9 p="T¥i g (6.11)

6.2 Dérivée covariante d’un vecteur

En reprenant la formule (6.1) de dérivation de vecteur et en y intégrant les symboles
de Christoffel, on obtient :

—> , , , ; ,
Vi=Vig +ViDSE g = (Vi + VDY) e =V e

,

On définit alors Vﬂj la dérivée covariante des composantes contravariantes du

vecteur ? par:

<4 i
Vi‘j _ Vi’j 4L Vk Fkij avec Vyj =V Fi E) (6.12)

D’une maniere identique, en covariant :

= - - - i
Vi=Vijg +Vig ;=Vi; g —Vily",
= (Vij — Vil'i"))

i

Sl
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On définit ensuite Vj; la dérivée covariante des composantes covariantes du
vecteur 7 par:

Vi = Vi — Vi I, (6.13)

D’ou la différentielle absolue d’un vecteur ?:

AV = Vi do? g =V, do’
= (Vi do? + VT, d07) g7

Remarque: On note également :
— la dérivée covariante des composantes par: V'; = <7; V

— la composante de la différentielle absolue par:

AVi= Vi =V avee dV =dVigl = Vi g

Les composantes V;j; sont les composantes (2 fois covariantes) d’un tenseur.

Démo : On considere le changement de base : E) — E)' d’ou : E)' = Z], g = ggﬂ g5
On a:
= oV =/
Vi = 90" = Vi g
On peut également écrire :
— oV o0 7

= o ey

On calcule alors les produits scalaires suivant :

—! i
(614) . %)’ N ‘/;;"j’ gl . %W = ‘/;;"j’ (5{/ - ‘/k"j’
(6.14). 97" = Vi ﬁﬁé, % = Vi ﬁ Bl Bl 9 = Vi B B O
Viji By Bl
Donc:
‘/k"j’ = ‘/Z‘Z B;/ B[lcl

Ce qui correspond bien auz composantes d’un tenseur (vérification par w changement
de base) dont le 2°™ indice est covariant: d’ou le nom de dérivée covariante.
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On montrerait de la méme facon que Vi‘j sont les composantes mixtes d’'un meéme
tenseur:

Vi g =VH; (6.14)

On définit également les composantes 2 fois contravariantes par:

VHE = v gt git (6.15)

Et mixte de second ordre par:

V' = Vi g7 (6:16)

NB: Dans un repere orthonormé: I; ; =0 — Fikj =Ly =0

6.3 Gradient-Dérivée covariante d’un scalaire

Soit un scalaire: a = a (%)

da
On consideére la dérivée partielle: — = a;

06 ’

/
Lors d'un changement de base: f — f , on montre que a; se comporte comme les
composantes d’un vecteur :

04’
= 0 g

La dérivée covariante du scalaire est obtenue simplement par:

;= a;

)

On note alors le vecteur gradient par:

— = (6.17)

Donc: da = aj; do' = a; df' = grad (a) dO

La direction de grad (a; correspond a la direction de variation maximum de a.
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6.4 Dérivée covariante d’un tenseur

On considere le tenseur du 2"* ordre: T = T% E} ® g_]>

On calcule le produit contracté avec 2 vecteurs ﬁ et ? quelconques:
<T. ﬁ) . 7 = T4, V; = a = scalaire
On dérive le scalaire :
Q= Tij’k []Z V; + Tij Ui,k V} + Tij Uz V}',k
Or: Uy, = Uiy — UL,
Donc:
ap =T U;V; + T U j Vi + T9U; Vi + T (DA UV + T U V) (6.18)

On note alors:
T U; Vi = TYUV; + TIT UV + TV U Vi
= (T, +T"T/, +T"'T/,) U; V;
Donc (6.18) donne:
ay =T U V;+ T Uy; Vi + T U; Vi (6.19)
R @ ®

Dans cette expression, a j correspond a des composantes covariantes V ﬁ , ? De méme
(2) et (3) sont également des composantes covariantes. Donc (1) doit 1’étre également.

D’ou finalement :

Thy = T, + TVD/, + T'TJ, (6.20)

ce sont les composantes contravariantes d’un tenseur du 3¢ ordre (2 fois contravariant
et 1 fois covariant).

On montre de méme (cf exo) que les dérivées covariantes des différentes composantes
donne:

Ty = Tyw — TyDh — Taly
The = Thy + T40y, — ThL), (6.21)
T’ij|k — T’ij _ T'leilk B Tvill—xkjl

)
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Les composantes de la différentielle absolue s’écrivent pour un tenseur du 2"? ordre:
T=Ti9 ® g’
L gi gj

dT = TG ® g] soit : 7 T =T, dp*
Remarque:

On aurait aussi pu écrire pour le calcul de T, :

oT

20k Tij,kE} ® g_]> +T9T 9 @ 9_; + T FjlkE> ® gl

= (TY, +TOiT/  +T'T/) G @q

6.5 Cas du tenseur métrique

La dérivée covariante, produisant un tenseur, celui-ci peut étre évalué dans le repere
que l'on veut. On choisit le référentiel absolu I, .

V le point considéré, on a:
g9ij = 9" =6, =g/ et I*; =0
Donc:
Gije = 0= gij,k = gij,k

D’ou le théoreme de Ricci: les dérivées covariantes des composantes du tenseur
métrique sont nulles, soit :

Gige = 1o = 0 (6.22)

6.6 Dérivées seconde

(a titre d’info)

Vi est un tenseur du 2"¢ ordre, donc: Vi; = A;;. On peut alors calculer la dérivée
covariante de ce tenseur.
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Apres un développement, on obtient :

= Vi B™iji (6.24)

ou R™;j est le tenseur de Riemann-Christoffel
Cette équation est vraie V le repere.

_>
En 3D, dans le repere de référence I,, on a R™;;, = 0 et on peut permuter les indices.

6.7 Divergence, Rotationnel et Laplacien
6.7.1 Divergence

En cartésien: div <V>> =V + VY, + V7,

On cherche un scalaire absolu, d’ou la notation tensorielle :

div (V)) = trace (V';) =V'; =V’ (6.25)

6.7.2 Rotationnel

C’est le produit vectoriel de 'opérateur dérivée par le vecteur 7 En cartésien :

9 U
Oz :
Rrot(T) = aa_y Al oo,
0
= U,
0z
ou, oU,\ — ou, oU,\ — ov, oU,\ —
<6y 82>1+<8z 6x>2+<8x 8y>3

Soit :
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Que 'on étend en curvilignes par:

—
Rot(ﬁ) = Ve g =Viliey, 97
6.7.3 Laplacien

On le note:

— .
Aa = div (a,i gl> =al, =A%

)

En coordonnées cartésiennes, on obtient :

o0*U, 0*U, 0°U,
ox?  0y?> 022

2 P 2
AT = div <gradij> _| 20, 90, 9T, | AT

ox?  0y? 022
0*U, 0*U, 0°U,
ox?  Oy?> 022

6.8 Théoreme de Stokes et Gauss

6.8.1 Cas d’une surface

Fic. 6.1 — Cas d’une surface

Soit ﬁ, un champ de vecteurs et un contour C entourant une surface plane (A) dans
— = ,
le plan (Il, Ig> (voir figure(6.1)).

On a la formule de la divergence:

/(A) div (7) dA = /(C) U dw
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Or

U .dw =U*dn, / _—— / o
. a - — a - Ng
dw <ﬁ> = Ua| == U |a (A) (©)

6.8.2 Cas d’une volume

Soit un volume limité par une surface S, on a:

/(V)dm<ﬁ) v = /(S)ﬁﬁds

/ U',dv = / U'n;dS
(V) (%)

6.8.3 Théoreme de Stockes

Ce théoreme permet le passage d’une intégrale sur le contour C a une intégrale sur une

surface S':
—_—
/ﬁdﬁ - / Rot(ﬁ)d?
(©) (S)
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Convention d’Einstein
1. Ecrire chacune des expressions suivantes en utilisant la convention d’Einstein :

a. ajlxl + aj2x2 +...+ ajN:cN
b. ds® = gndatldxl + gggd,ﬂ?Qd!L’Z + gggdx?’dx?’

dop = g—idxl + aa—j;d:cZ +...+ aaj;d:c”
2. Ecrire les termes dans les sommes suivantes:
a. Ay AT avecq=1,...,N
O’ 8—$k avec N =3

s = 0 B B

c. € =/pE; avec 4,7 =1,...,3

Composantes covariantes et contravariantes

3. Soit un repere €; avec (i = 1, 2, 3) d’origine O, tel que €] soit orthogonal a €3, mais
tel que €3 ne soit pas orthogonal au plan (€7, €3).

On effectue le changement de base suivant :

—

E, =€ Ey,=¢€ Es = —é3

', 22, 2%) dans la base ¢;. Donner

—_— .
a. Un vecteur OM = ¥ a pour composantes (x
ces composantes contravariantes X’ dans la base Ej.

b. Donner les matrices de changement de base pour les vecteurs de base et les

composantes de Z. Ecrire ces expressions sous forme tensorielle.
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4. On considére un tenseur mixte d’ordre 2, noté ¢;7 défini dans la base é;.

' : ; 1 2
t;? est symétrique et vaut: t;? = [ 5 3 ]

On considere ensuite une seconde base F; se déduisant de la base ¢€; par la matrice de
changement de base:

1
2

N

2

Déterminer les nouvelles composantes T};' du tenseur #;7 dans la base E;. La symétrie
est-elle conservée dans le changement de base?

5. Soit t¥/ un tenseur antisymétrique dans IR?, soit :
4l — g

a. Montrer que #¥ est caractérisé par 3 composantes indépendantes.
b. Comment se transforme ces composantes dans un changement de repere?

c. L’antisymétrie est elle indépendante du repere (c-a-d qu’un tenseur antisymétrique
dans une base, I'est-il dans une autre)?

Tenseur métrique

6. Soit IR?, I'espace dans lequel on définit la base €] (2,1) et €3 (—1,1)
a. Calculer les éléments du tenseur métrique g;; et g*’.

b. Déterminer les vecteurs e_j de la base duale.

-

c. En déduire les produits scalaires e . €; et e’ . e/

2 -1 ]
7. Soit le tenseur métrique g;; = { dans la base €] de IR?.
-1 1 J

a. Soient 2 vecteurs U et V' tel que:

—

7 = —
= U'é;=¢€1 — €

= V]6j = —€1

]
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Déterminer les composantes covariantes des 2 vecteurs puis les quantités:

—

U.U,V.VetU.V
b. On effectue le changement de base E; = Bij €; avec Bij =

Calculer les nouvelles composantes du tenseur métrique G;; dans la nouvelle base.

Donner les nouvelles composantes covariantes et contravariantes de U etV et les
produits scalaires U .U , V . Vet U .V

8. Soit la base €] dans IR? dans laquelle le tenseur métrique a pour composantes :
2 -1

9ij =
-1 1

Soit t;k un tenseur dont ses composantes dans ¢€; sont :

tiIZO; ti2:1; té1:—1; té2:—2
th =3 th=0; ty ==-2; ty=—4

Déterminer: Uy = ti, Vj, = ti. puis V¥ et U;V". Indiquer & chaque fois 'opération
utilisée et la nature du résultat obtenu.

9. Soit IR* I’espace dans lequel on définit une base:

=L + I
e_é = 11 + 13
6_3; = 11 + ]2

a. Calculer les éléments du tenseur métrique g;;.
b. Calculer les éléments du tenseur métrique g*'.
c. Déterminer les vecteurs ¢/ de la base duale

d. Soient 2 vecteurs U et V tels que:

U= 2¢ +3¢é —e3
V= & — €, + €3

Calculer U . V
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Systéemes de coordonnées sphériques

10. Soit le systéeme de coordonnées sphériques (voir figure (6.2)):

9! = »p
0> = «
2 = ¢
B
\|\/|
P
()
o) 5

—

Iy

Fi1G. 6.2 — Systéemes de coordonnées sphériques

Un point M dans le repeére cartésien s’écrit : O—]\Zf = XZI:
a. Déterminer les composantes du point M en fonction des coordonnées sphériques.
b. Calculer les composantes des vecteurs de base g;
c. Calculer le tenseur métrique covariant g;;

d. Calculer le tenseur métrique contravariant g*

: 0X' -
e. Calculer les coefficients de la matrice de changement de base 3. = 500 de I, a

—

Gi
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11. Un tenseur du 1°" ordre covariant A; a pour composantes dans le repere cartésien :
X'X?% 2X% - (Xx%)% X' X° (6.26)

Trouver ces composantes A;- covariantes en coordonnées sphériques.

Changement de base

0A
12. Montrer que ?J n’est pas un tenseur, sachant que A, est un tenseur d’ordre 1.

13. Si AP7 et B; sont des tenseur, démontrer que CY* = AP7 . Bf est aussi un tenseur.

14. Démontrer que la contraction du tenseur AP est un scalaire ou un invariant.
-l

15. Prouver que |g;;| = |¢7]" = ¢

Dérivées covariantes

16. Déterminer les symboles de Christoffel 'y, et T pour les coordonnées orthogo-
nales, c-a-d pour les coordonnées telles que le tenseur métrique: g, = 0 pour p # ¢

17. Soit le systeme de coordonnées polaires ' = r et #? = 6 et un vecteur V définit
par:
. Vi = A cosf
V= A 6.27
Vo = —— sinf (6:27)
r

a. Calculer les vecteurs de base ¢; associés aux coordonnées polaires
b. Calculer les tenseurs métriques g;; et g%

c. Calculer les dérivées covariantes de V'



